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Evaporation de gouttes : lois de récession du rayon
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Résumé :
Le problème de la vaporisation d’une goutte liquide ou de la relaxation d’une poche de fluide supercritique dans un
environnement gazeux plus chaud du même fluide est étudié. Les équations de Navier-Stokes sont résolues dans le cas
quasi-stationnaire pour une goutte sphérique. La solution exacte permet d’établir des lois de récession du rayon qui sont
dans le cas général différentes de la loi classique en d2. Des hypothèses sur les propriétés thermodynamiques de la phase
gazeuse en régime subcritique permettent de retrouver cette loi et de déterminer une expression analytique du taux de
vaporisation K . En régime supercritique on peut aussi établir une loi en d2 lorsque la conductivité thermique et la
capacité calorifique à pression constante dépendent uniquement de la température.

Abstract :
We investigate the problem of the vaporization of a liquid droplet or the relaxation of a cold package of supercritical fluid
in a hotter environment of the same fluid. The Navier-Stokes equations are solved for a physical model which assumes
spherical symmetry and laminar conditions in the quasi steady case. Recession laws which are different from the classical
d2 law can be derived from the exact solution. Additional assumptions on the thermodynamical properties of the gas
phase in subcritical conditions restore the classical law and permit the determination of an analytic expression for the
vaporisation rateK. In supercritical conditions one can also find a d2 law when the thermal conductivity and the constant-
pressure specific heat only depend upon the temperature.

Mots clefs : Evaporation de goutte, fluide supercritique, récession quasi-stationnaire

1 Introduction
La combustion et la vaporisation de gouttes jouent un rôle clé dans les performances des moteurs à combus-
tion interne comme les turbines à gaz ou les moteurs de fusées à ergols liquides dont la conception est encore
beaucoup basée sur des connaissances empiriques et une théorie qui ne tient pas assez compte de la complexité
des processus physiques mis en jeu ainsi que de l’environnement dans la chambre de combustion. L’étude de
l’évaporation d’une goutte isolée dans un milieu infini avec des hypothèses simplificatrices diverses fournit
des renseignements importants pour la compréhension de ces phénomènes. Elle est essentiellement basée sur
l’hypothèse de la quasi-stationnarité de l’environnement gazeux entourant la goutte liquide ou la poche froide
dans le cas supercritique. La validité de cette hypothèse qui semblait limitée aux cas des faibles pressions où
la densité du liquide est au moins d’ordre trois fois supérieur à celle du gaz [1] persiste dans l’évaporation
critique aux pressions très élevées où la densité du fluide critique est proche de celle du gaz [2], [5].
Au voisinage de leur point critique, les fluides sont hyperdilatables et peu conducteurs de chaleur. Dans un
processus isobare les gradients de densité sont très importants. La diffusion thermique n’étant effective que
dans une couche très mince, les énormes gradients de densité qui en résultent conduisent à des situations
analogues à celle de l’évaporation subcritique [3], [2] [4] : l’inhomogénéité de densité initiale fait que la
poche de fluide critique ou supercritique peut être assimilée à une gouttelette quand l’atmosphère extérieure
est plus chaude qu’elle. Une interface physique bien définie sépare la phase gazeuse de la goutte liquide lorsque
l’évaporation se déroule en conditions subcritiques alors que les concepts de chaleur latente et de tension super-
ficielle n’ont plus de sens en conditions supercritiques. L’évaporation supercritique est donc un phénomène de
relaxation dans une seule phase. Cependant de nombreuses données expérimentales et numériques suggèrent
qu’à des pressions supercritiques modérées il existe toujours deux régions distinctes du fluide (reminiscences
des phases liquide et gazeuse de l’évaporation subcritique) séparées par une mince zone de transition com-
parable à l’interface liquide-gaz mais possédant une épaisseur non nulle. Le fort gradient de densité qui suit
la poche froide induit un flux de masse dépendant du temps dont le maximum qui est atteint dans la zone de
transition peut définir une frontière fictive de la poche froide lorsque le processus devient quasi-stationnaire
[5]. En revanche aux pressions supercritiques très élevées, les deux régions ne peuvent plus être distinguées
[2]. Le réchauffement de la poche froide de fluide devient essentiellement un processus conductif à densité
constante dans lequel la prise en compte des variations de densité n’introduit que de petites corrections. Les
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inhomogénéités en température se résorbent alors sur l’échelle de temps de l’effet piston spécifique aux condi-
tions isochores [7]. .
On n’étudiera ici ni le réchauffement instationnaire de la goutte ni la zone de transition entre la poche froide
et l’environnement chaud en conditions supercritiques. Dans la section 2 on pose le problème mathématique
résultant de la modélisation par une goutte à symétrie sphérique en atmosphère infinie initialement au repos
à pression uniforme du phénomène de vaporisation de goutte. Après une analyse asymptotique on établit les
équations quasi-stationnaires. Dans la section 3 on résout analytiquement ces équations et on établit dans le
cas général subcritique une loi de récession en d3 du rayon de la goutte. On en déduit en faisant des hypothèses
simplificatrices sur la capacité calorifique et la conductivité thermique dans le gaz des lois en d2 linéaires
et non linéaires du temps. Ces résultats permettent d’aborder et de résoudre le cas supercritique en régime
quasi-stationnaire dans la section 4.

2 Position du problème
Une goutte de liquide pur de température uniformément égale à la température de vapeur saturante à la pression
subcritique considérée ou une poche de fluide supercritique à température uniforme est brusquement introduite
dans une atmosphère infinie plus chaude du même fluide initialement au repos. Le modèle physique adopté
suppose la symétrie sphérique de la goutte et de l’écoulement, l’absence de viscosité et de gravité ainsi qu’une
pression uniforme dans le domaine d’écoulement. On note r′ la distance au centre de la goutte, R′ le rayon
de la goutte. Une loi d’état donne la pression P ′ dans l’écoulement en fonction de la masse volumique ρ′
et de la température T ′ ; v′ est la vitesse de l’écoulement. On écrit les équations de conservation du modèle
dans un repère lié à la frontière de la goutte et on introduit la variable x′ = r′ − R′. On retient deux temps
caractéristiques dans la description de la vaporisation subcritique et de la vaporisation supercritique à pression
supercritique modérée : le temps caractéristique de diffusion thermique t′dif et le temps de vie de la goutte
t′res. Pour tenir compte du gradient de densité dans le milieu on utilise deux densités caractéristiques : ρ′l dans

la goutte et ρ′∞ dans le gaz environnant. On introduit les nombres sans dimension γ∞ =
t′dif
t′res

, ε =
ρ′∞
ρ′l

,

Pe =
Cp′∞R

′
in

2ρ′∞
λ′∞t

′
dif

et les variables adimensionnelles suivantes :

t =
t′

t′res
, r0 =

R′

R′in
, x =

x′

R′in
, v =

v′t′dif
R′in

, ṙ0 =
Ṙ′t′res
R′in

,

u = v − γ∞
ε
ṙ0, T =

T ′

T ′∞
, ρ =

ρ′

ρ′α
, α = l,+∞

(1)

les équations du problème s’écrivent :

γ∞
ε

(
∂ρ

∂t
+

2ρṙ0
x+ r0

+ ṙ0
∂ρ

∂x
) +

1
(x+ r0)2

∂[(x+ r0)2ρu]
∂x

= 0,

γ∞
ε
ρ(
∂u

∂t
+ ṙ0

∂u

∂x
) + ρu

∂u

∂x
= 0,

γ∞
ε

(
∂T

∂t
+ ṙ0

∂T

∂x
) + u

∂T

∂x
=

1
PeρCp(x+ r0)2

∂

∂x
[(x+ r0)2λ

∂T

∂x
],

P = f(ρ, T )

(2)

avec les conditions initiales

T (0, x) =
{
Tin(x), x ≤ 0
T∞(x), x > 0 (3)

ρ(0, x) =
{
ρin(x), x ≤ 0
ρ∞(x), x > 0 (4)

u(0, x) =
{
uin(x), x ≤ 0
u∞(x), x > 0, (5)

les conditions aux limites :
T (t, x) = Tl(t), x ≤ 0
limx→+∞ T (t, x) = T∞(t) (6)

ρ(t, x) = ρl(t), x ≤ 0
limx→∞ ρ(t, x) = ρ∞(t) (7)

u(t, x) = ul(t), x ≤ 0
limx→+∞ u(t, x) = u∞(t) (8)
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et les relations de saut :

ρlul = ρgug

λl(
∂T

∂x
)l + PeρlulL0 = λg(

∂T

∂x
)g, L0 =

h′l − h′g
Cp′∞T

′
∞

(9)

h′ est l’enthalpie totale correspondant au mouvement relatif.
L’utilisation de deux temps et de deux densités caractéristiques dans l’analyse dimensionnelle fait apparaı̂tre
les deux nombres sans dimension γ∞ et ε et le nombre de Peclet thermique Pe basé sur les quantités ca-
ractéristiques de la phase gazeuse. Les études asymptotiques menées sur le sujet [3], [4], [8], utilisent soit γ∞
soit ε comme petit paramètre et il se pose le problème de la pertinence du choix de l’un ou l’autre de ces
nombres. La forme (2) des équations adimensionnelles montre que les phénomènes instationnaires sont gou-
vernés par le rapport τ =

γ∞
ε

ce qui le désigne naturellement comme petit paramètre dans nos développements.
En première approximation on obtient le système des équations quasi-stationnaires du modèle :

1
(x+ r0)2

∂[(x+ r0)2ρ0u0]
∂x

= 0,

ρ0u0
∂u0

∂x
= 0,

u0
∂T0

∂x
=

1
PeρCp0(x+ r0)2

∂

∂x

[
(x+ r0)2λ0

∂T0

∂x

]
,

(10)

3 Solution exacte dans le cas subcritique
Les première et troisième équations du système (10) ont aussi été établies dans [3]. Leur intégration donne :

(x+ r0)2ρ0u0 = f(t)

λ0(t, x)
∂T0

∂x
(t, x) =

H(t)
(x+ r0)2)

exp

[
Pe

∫ x

0

Cp0ρ0u0

λ0
(t, a)da

]
(11)

En tenant compte du fait que la goutte est au repos on obtient vg = 0 ce qui permet d’écrire les relations de
saut (9) sous la forme :

ρgug = −τ ṙ0
λ0g(

∂T0

∂x
)g = Peρ0gugL0

(12)

Les relations (11) écrites à la frontière de la goutte en tenant compte de la relation (12) donnent :

f(t) = −τr02ṙ0

−τr02ṙ0 =
H(t)
PeL0

(13)

En intégrant la seconde relation (13) on obtient une loi de récession en d3 pour le diamètre de la goutte avec
une fonction non linéaire du temps. Il est cependant nécessaire de déterminer complètement la fonction du
temps H pour connaı̂tre la loi de dépendance exacte du diamètre de la goutte du temps. On discute le cas où la
capacité calorifique et la conductivité thermique sont uniformes et le cas abondamment traité dans la littérature
où elles dépendent du temps et de x par l’intermédiaire de la température.

3.1 Capacité calorifique et conductivité thermique uniformes : la loi en d2

On suppose maintenant que les quantités λ0 et Cp0 ne dépendent pas explicitement de la variable d’espace x.
Alors l’intégration de la seconde équation (11) donne :

T0(t, x) =
H(t)

PeCp0(t)f(t)
exp{PeCp0(t)f(t)x

λ0(t)r0(x+ r0)
}+ Θ(t) (14)

En utilisant les conditions aux limites on a :

H(t) =
PeCp0f(T 0

0 − T∞0 )

1− exp(PeCp0f
λ0r0

)
, Θ(t) =

T∞0 − T 0
0 exp(

PeCp0f
λ0r0

)

1− exp(PeCp0f
λ0r0

)
T 0

0 (t) = T0(t, 0), T∞0 (t) = limx→+∞ T0(t, x)

(15)

3
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On remplace dans la relation (13) et on obtient :

r0
2 − 1 = − 2

τPe

∫ t

0

λ0

Cp0
ln

[
1 +

Cp0(T∞0 − T 0
0 )

L0
(a)
]
da (16)

qui est une loi en d2 excepté le fait que la fonction du second membre n’est pas une fonction linéaire du temps.
Lorsqu’on suppose que L0, λ0 et Cp0 sont constants on obtient la loi en d2 classique :

r0
2 = 1−Kt, K =

2ελ0

PeCp0γ∞
ln

[
1 +

Cp0(1− T 0
0 )

L0

]
(17)

On peut remarquer que le taux d’évaporation a une expression analytique explicite qui est analogue à celle
trouvée dans [6].

3.2 Capacité calorifique ou/et conductivité thermique dépendant de la température
1. Lorsqu’on suppose que seule la capacité calorifique Cp0 dépend de t et x par l’intermédiaire de la

température, c’est-à-direCp0 = Cp0[T (t, x)], les équations (11) demeurent valables pour décrire l’évolution
de la goutte. En posant X(t, x) = Pef(t)

∫ x
0 Cp0[T (t, a)]g(t, a)da on transforme la seconde équation

(11) en :

Cp0[T (t, x)]
∂T

∂x
=

H(t)
Pef(t)

∂X

∂x
exp(X) (18)

En tenant compte du fait que X(t, 0) = 0 et en notant T0 = T (t, 0) on obtient par intégration sur [0, x]∫ T

T0

Cp0(a)da =
H(t)
Pef(t)

{exp[X(t, x)]− 1} (19)

En faisant tendre x vers +∞ dans la relation (19) on obtient :

H(t)
f(t)

=
Pe
∫ T∞
T0

Cp0(a)da
exp(X∞)− 1

T∞(t) = limx→+∞ T (t, x), X∞ = Pef(t)
∫ +∞

0
Cp0[T (t, a)]g(t, a)da

(20)

On substitue l’expression de H déduite de la relation (20) dans la première équation (13) et on obtient la
relation :

L0 =
F∞

exp(X∞)− 1
, F∞(t) =

∫ T∞

T0

Cp0(a)da (21)

qui donne après calculs :

−r02ṙ0τ =
ln
[
1 + F∞(t)

L0(t)

]
Pe
∫ +∞
0 Cp0[T (t, a)]g(t, a)da

(22)

En intégrant par rapport au temps on retrouve encore une loi en d3 pour la récession du diamètre de la

goutte avec une fonction non linéaire du temps. Si on suppose en plus que le rapport
Cp0

λ0
ne dépend pas

de x, on peut calculer la quantité :
∫ +∞

0
Cp0[T (t, a)]g(t, a)da =

Cp0(T )
λ0(T )r0

. On peut alors retrouver une

loi en d2 avec une fonction non linéaire du temps.

r20 = 1− 2
Peτ

∫ t

0

λ0

Cp0
(u)ln

[
1 +

F∞(u)
L0(u)

]
du (23)

2. Lorsque la conductivité thermique dépend seulement de la température c’est-à-dire λ0 = λ0[T (t, x)], la
troisième équation (10) se développe sous la forme :

∂2T

∂x2 + a
∂T

∂x
+ b

(
∂T

∂x

)2

= 0, a =
2

x+ r0
− PeCp0f(t)
λ0(x+ r0)2

, b =
1
λ0

∂λ0

∂T
(24)

4
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On en déduit :

∂T

∂x
=
exp[−

∫ x
0 a(t, v)dv]

k(t) + J(t, x)
, J(t, x) =

∫ x

0
b(t, w)exp

[
−
∫ w

0
a(t, v)dv

]
dw (25)

Ce qui donne en utilisant la relation de saut sur la conservation de l’énergie :

k(t)ṙ0 = − λ0
0

τL0
, λ0

0(t) = lim
x→0+

λ0 (26)

Il faut donc déterminer l’expression de la fonction k pour établir la loi de récession du rayon de la goutte.
En intégrant la relation (25) on aboutit à la relation suivante :

k(t)
λ0

0

=
J(t, x)

λ0(T )− λ0
0

(27)

On en déduit en faisant tendre x vers +∞ :

k(t) =
λ0

0J(t)
λ∞0 − λ0

0

, λ∞0 (t) = lim
x→+∞

λ0[T (t, x)], J(t) = lim
x→+∞

J(t, x) (28)

Une expression analytique de la fonction k qui de toute évidence dépend de r0 est difficile à obtenir

dans le cas général à cause de la forme de J(t). Dans le cas particulier où on suppose que b et
Cp0

λ0
ne

dépendent pas explicitement de x on obtient :

J(t) =
r20
αλ∞0

(
∂λ0

∂T
)∞[exp(

α

r0
)− 1], α =

Pef(t)Cp∞0
λ∞0

, (
∂λ0

∂T
)∞ = lim

x→+∞

∂λ0

∂T
(29)

On a, en revenant aux variables dimensionnelles,
α

r0
=
u′0r

′
0

κ′
, κ′ étant la diffusivité thermique. En régime

subcritique κ′ est fini alors que u′0 et r′0 sont très petits ;
α

r0
est donc petit et on peut faire l’approximation

exp(
α

r0
)− 1 ' α

r0
. En remplaçant dans (28) on a

k(t) =
r0λ

0
0

λ∞0 (λ∞0 − λ0
0)

(
∂λ0

∂T
)∞ (30)

et on en déduit en comparant avec (26) la loi en d2

r20 = 1− 2ε
Peγ∞

∫ t

0

λ∞0 (λ∞0 − λ0
0)

L0(∂λ0
∂T )∞

ds (31)

4 Cas critique et supercritique
En régime critique et supercritique, la conductivité thermique s’écrit [3] :

λ′0 = λgaz0 + λC0 + λE0 (32)

Les deux premiers termes dépendent seulement de la température alors que le dernier dépend uniquement de la
masse volumique. Lorsque la pression est constante ρ dépend uniquement de la température. Les expériences
et les résultats numériques [3],[4], [5] suggèrent l’existence de deux régions distinctes dans l’écoulement en
régimes critique et supercritique modéré ainsi que l’existence d’une sphère de rayon dépendant des conditions
initiales et aux limites à l’extérieur de laquelle les variables macroscopiques de l’écoulement ne dépendent
plus du temps. Ce qui garantit la non nullité de L0 et l’évolution quasi-stationnaire de l’écoulement jusqu’à
la disparition de la poche froide après une phase transitoire instationnaire. Comme la conductivité thermique
dépend uniquement de la température, on va utiliser les résultats du paragraphe 3.2.

1. Si
Cp0

λ0
ne dépend pas explicitement de x on a les résultats suivants :
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– Près du point critique, κ′ tend vers zéro d’où
α

r0
tend vers l’infini, la loi de recéssion qui n’est plus

une loi qui donne d2 en fonction du temps s’écrit :∫ r0

1

1
α

[
exp(

α

s
)− 1

]
s2ds = − 1

Peτ

∫ t

0

λ∞0 (λ∞0 − λ0
0)

L0(∂λ0
∂T )∞

ds (33)

L’hypothèse de la non dépendance explicite de
Cp0

λ0
de x ne suffit donc pas pour obtenir ce type de

loi lorsque la phase gazeuse est au point critique. On obtient cependant une relation complètement
analytique permettant la détermination de la loi de récession du rayon et du temps de relaxation de la
poche froide.

– En régime supercritique modéré loin du point critique, κ′ est non nul on peut alors faire l’approxima-
tion exp(

α

r0
)− 1 ' α

r0
et obtenir :

r20 = r2β −
2ε

Peγ∞

∫ t

0

λ∞0 (λ∞0 − λ0
0)

L0(∂λ0
∂T )∞

ds, rβ = 1, rm (34)

Ce résultat est analogue à ceux trouvés dans [3] pour le rayon r0 de la poche froide et dans [4] pour le
rayon rm défini par le maximum du flux de masse dans la zone de transition. Il confirme la validité de
ces deux résultats : la forme de la relation (34) est indépendante des bornes d’intégration puisque les
intégrants des deux membres dépendent des valeurs de λ0 et Cp0 prises dans la phase gazeuse à +∞

2. Dans le cas où
Cp0

λ0
dépend de x, on doit tenir compte des lois d’état et des lois d’échelle au voisinage

du point critique pour évaluer J . L’étude numérique est en cours mais on peut remarquer sur la forme
des équations que la dépendance en x rend difficile l’obtention de lois de récession en d2 .

5 Conclusion
On a résolu analytiquement les équations de Navier-Stokes pour une goutte ou une poche sphérique en évaporation
en conditions quasi-stationnaires. La solution exacte montre qu’on a des lois de récession qui donnent d2

comme une fonction non linéaire du temps aussi bien en régime subcritique que supercritique si le rapport
Cp0

λ0
est indépendant de x dans la phase gazeuse. Si on tient compte en régime subcritique, à pression constante,
du fait que la température de la goutte est constante les fonctions du temps deviennent linéaires et on a des
lois en d2 classiques. Les fonctions du temps des lois établies dans le paragraphe 3.2 et la section 4 sont des
intégrales des fonctions λ∞0 , Cp∞0 limites de λ0 et Cp0 lorsque x tend vers +∞ et L0. Lorsqu’on suppose que
l’écoulement dans la phase gazeuse est stationnaire (et non quasi-stationnaire) toutes ces fonctions deviennent
constantes et on a des lois en d2 avec des fonctions linéaires du temps.
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