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The effective Hamiltonian of our field theoretical model yields the linearized
Debye-Hückel theory in the bulk. Here we consider it for a confined geom-
etry of a slab. The differential capacitance is computed using two ways.
The first relates it to the charge-charge correlation function by calculating
the response to charging of the slab walls. The other relates it to the fluc-
tuation of charge in one half of the slab. Since the model is exactly soluble
in terms of the diagonal representation we can verify the fact that the two
ways are consistent with each other and with the Gouy-Chapman differen-
tial capacitance in the limit of a thick slab. The interest of this derivation is
to relate a measurable quantity to the structural information contained in
the charge-charge correlation function.

Key words: ionic solutions, confined systems, correlation functions,
Debye-Hückel electrolyte, statistical field theory, differential capacitance

PACS: 61.20.Qg, 73.30.+y, 03.50.Kk

1. Introduction
���������	��

��
����������������
�����������	������������ !�������	����"$#%���'&�#������)(��*���,+.-/�	���'�'�10���2��3���	�4#%�

���'�65����7�8
��	�*���'��28����2���2��	�*�����1�������9���	�:���8�����;�,���*���'�	���8�� <���	��=�>����?��������5����'�����7��@
A ���1�7���'���B�����'�C����2D�����6
��'��
����7���	������ !�	����������"������������%���	���B���'�����E���6�'���	�����	���������'�6�	�F+


����7�G���H�C I���C�	�H�����7 J�����3���/���	���B���'�,�G�������	�7���7��KL�����	�	���	2M����2N�����$O����������'���	���������F����2P�������'�Q+
 I���'�RO��	���	��"��	�*���/�7�,�7��������@S�T�'�	��
��	���QU�����
��	�R�� V�'���G�W���N�	����������"������������$�7�,�7�����X���
���
#%�8�������'�	2����9�	�Y�����9

��
����F�	�9���W���	���B���'�����E���D�'���	�����	���ZO�������2���2WOH�Z�[#%�M
��3���
���F�	�H�����.+
 J��������@]\S5����^�� S#%�C I�,���������_�R�'�	��"��	�;�	�H�����7 J�����$����2)�������'�	2����6���'�����!�	��`
�������;�7�,�7�����a#%�
�
�*5��6���F2��*����#������D�$������
��	�	�*������2R
��'��O��	���?@�\/�	���B���'�����E�����'���	�����	���������'�6�$�������	������
��������H�

bc D. di Caprio, J.Stafiej 715



D. di Caprio, J.Stafiej

d7e,d7f�g�h�d�iSj�k�gBePl�d'l
m�n	n�eMo�p�qHfGm�r	qPf�k�s'g�gtd'u�g�o�r	g�d�v<f[w%p^p�u�u�p�d'r�f�g�n�eMoGk
m�s'x�g�yZr	p�q�d$m�q�yPf�k�g
d'p�n�z�g�qHf*iSj�k�g8o�p�h�u�p�q�g�qHf�dFr	qHf�g�s�m�oBf$w�r�f�kZg*m�oGkWp�f�k�g�sFm�q�yZw�r�f�kNf�k�gDp�f�k�g�sFd'r	y�gtp�{�f�k�g
r	qHf�g�s7{Jm�o�g|p�{}f�g�q)s'g�y�l�o�g�y^f�ptmRk
m�s'y_oGk
m�s'x�g�y_w�m�n	n~i
j�k�g�d'gFr	qHf�g�s�m�oBf�r	p�q�dVo*m�q^��g|��p�f�k?f�k�g
n	p�q�x9s�m�q�x�g;o�p�l�n	p�h$��r	o1r	qHf�g�s�m�oBf�r	p�q?m�q�y?f�k�gCd'k�p�s7fVs�m�q�x�gCd'u�g�o�r��
oCr	qHf�g�s�m�oBf�r	p�q�d�i
��d�m9s'gQ�
d'l�n�fVp�{Sf�k�g|o�p�h�u�n	gQ��r�f[eDp�{Sf�k�g�d'g|d7e,d7f�g�h�d��]u�g�p�u�n	g;k
m*z�g$��g�g�q){Ip�s�hRm�qHe8y�g�o*m�y�g�d6y�g�g�u�n�e
m�f'fGm�oGk�g�yRf�p|f�k�g6d'r	h�u�n	g�u�kHe,d'r	o*m�n]y�g�d'o�s'r	u�f�r	p�qtu�s'p�z,r	y�g�yt�He�f�k�g;�1p�l�eH�7�%k
m�u�hRm�q�f�k�g�p�s7e�i
j�k�gCu�kHe,d'r	o*m�nLx�s'p�l�q�y)p�{!f�k�g;f�k�g�p�s7e8r	d�o�n	g*m�s�i
��fVr	dVmR�)m*e�g�s.�7�?o��?r	n	n3m�q?n	gBz�g�nLh�g*m�q8�
g�n	y
f�k�g�p�s7e)�
m�d'g�y�p�q_f�k�g9�!p�r	d'd'p�q,�.�%p�n�f���hRm�q�q)g��El
m�f�r	p�q�d6{Ip�s�u�p�r	qHf6n	r	��g$r	p�q�dF���������~i]��n	d'p��]r�f
r	d�m$f�k�g�p�s7eDp�{<s'gB{Ig�s'g�q�o�g;r	qDf�k
m�f�r�f�x�r�z�g�d�gQ��m�oBfVs'g�d'l�n�f�d���{Ip�s�r	q�d7fGm�q�o�g1p�qDf�k�g;y�r��]g�s'g�qHf�r3m�n
o*m�u
m�o�r�fGm�q�o�gt{Ip�s$oGk
m�s'x�g�yWr	qHf�g�s7{Jm�o�g�d�m�f�m)z�m�q�r	d'k�r	q�x^g�n	g�oBf�s'r	oDoGk
m�s'x�g?m�q�yWm�f9n	p�w�r	p�q�r	o
o�p�q�o�g�qHf�s�m�f�r	p�q�d�i
�[q^m�s'g�o�g�qHf1d'g�s'r	g�d�p�{/u
m�u�g�s'dF� ��� ���Lw%g$k
m*z�g|y�gBz�g�n	p�u�g�y�m9�
g�n	y?f�k�g�p�s'gBf�r	o*m�n!m�u�u�s'pHm�oGk

f�p_d7f�l�y�eNr	p�q�r	o�d'p�n	l�f�r	p�q�d�i��Pgtd7fGm�s7f${Is'p�hXm_d'r	h�u�n	gR��m�h�r	n�f�p�q�r3m�q_w�s'r�f'f�g�qZr	qPf�g�s'h�d|p�{
�
g�n	y�d/y�g�d'o�s'r	��r	q�x6f�k�g�r	p�q�r	o%y�r	d7f�s'r	��l�f�r	p�q�d�i�j�k�gV��m�h�r	n�f�p�q�r3m�qCr	q�o�n	l�y�g�d<f�k�g�o�p�l�n	p�h$��r	o%g�q,�
g�s'x�e�m�q�y�f�k�gVg�qHf�s'p�uHe�i,��f�f�k�g�n	gBz�g�n4p�{ f�k�gV�El
m�y�s�m�f�r	oVm�u�u�s'p*��r	hRm�f�r	p�q ��f�k�r	d���m�h�r	n�f�p�q�r3m�q
e,r	g�n	y�dVf�k�gF¡6g��He�gQ�.��¢l�oG��g�nSf�k�g�p�s7e)r	q)f�k�g$��l�n	�4i]�[q_f�k�r	dV{Is�m�h�gBw%p�s'�4��w%gFk
m*z�gFo*m�n	o�l�n3m�f�g�y
f�k�g8oGk
m�s'x�gQ�[oGk
m�s'x�g8o�p�s's'g�n3m�f�r	p�qN{Il�q�oBf�r	p�qY{Ip�s9m^q�g�l�f�s�m�n�r	qHf�g�s7{Jm�o�gM� ���~iS�Pg8k
m*z�g?d'k�p�w�q
f�k
m�f$m�n	s'g*m�y�eMr	qPf�k�r	dCd'r	h�u�n	g�o*m�d'gRf�k�g�d'gto�p�s's'g�n3m�f�r	p�q�d|m�s'gR�El�r�f�gRo�p�h�u�n	gQ�]�!d'r	h�u�n�eMm�d$m
o�p�q�d'g��El�g�q�o�gVp�{�f�k�g�u�s'g�d'g�q�o�gVp�{4f�k�g�k
m�s'y9��p�l�q�y�r	q�x6w�m�n	n	d�i��[qFf�k�g�o*m�d'g�p�{�oGk
m�s'x�g�y�r	qHf�g�s.�
{Jm�o�g�d��]w%gFk
m*z�gFd'k�p�w�q�f�k
m�f6f�k�r	d6��m�h�r	n�f�p�q�r3m�q?x�r�z�g�d6r	q_f�k�g$h�g*m�q_�
g�n	y�m�u�u�s'p*��r	hRm�f�r	p�q
f�k�g;n	r	q�g*m�s'r	��g�y?�1p�l�eH�7�%k
m�u�hRm�qtf�k�g�p�s7e�i
�[q1f�k�r	d�u
m�u�g�s���w%g£l�d'g£p�l�s]�
g�n	y1f�k�g�p�s'gBf�r	o*m�nHm�u�u�s'pHm�oGk1f�p�u�s'g�d'g�qHfLf[w%p�w�m*e,dLp�{�y�g�s'r�z,r	q�x

f�k�g|y�r��]g�s'g�qHf�r3m�n!o*m�u
m�o�r�fGm�q�o�gC{Ip�s6m�q_r	p�q�r	oCd'p�n	l�f�r	p�q)��p�l�q�y�g�y^�He?f[w%pDk
m�s'y^u�n3m�q�gCw�m�n	n	d�i¤ r	s'd7f*��w%g|o�p�q�d'r	y�g�sVf�k�gCn	r	q�g*m�s�s'g�d'u�p�q�d'g|s'g�x�r	h�gCm�q�y)f�k�g�q?w%gFm�s'g|m���n	g1f�pRo*m�n	o�l�n3m�f�g1f�k�g
s'g�d'u�p�q�d'g_{Il�q�oBf�r	p�q¥f�pNf�k�g_oGk
m�s'x�r	q�xNp�{;f�k�g)w�m�n	n	d�{Is'p�h¦f�k�g^�Eq�p�w�n	g�y�x�g^p�{;u�s'p�u�g�s7f�r	g�d
o*m�n	o�l�n3m�f�g�y${Ip�s<f�k�g�q�g�l�f�s�m�n
d7e,d7f�g�h?iHj�k�g�y�r��]g�s'g�qHf�r3m�n�o*m�u
m�o�r�fGm�q�o�g�r	dSo*m�n	o�l�n3m�f�g�y${Is'p�h§f�k�g
oGk
m�s'x�gQ�[oGk
m�s'x�g1o�p�s's'g�n3m�f�r	p�qR{Il�q�oBf�r	p�qD�HeDh�g*m�q�d�p�{!f�k�g6¨
l�oBf�l
m�f�r	p�qDy�r	d'd'r	u
m�f�r	p�qRf�k�g�p�s'g�h?i© g�o�p�q�y �]w%gFy�r�z,r	y�g|f�k�g$q�g�l�f�s�m�nSd7e,d7f�g�hªr	q)f[w%p8d7e,h�h�gBf�s'r	o|k
m�n�{£d7e,d7f�g�h�dCm�q�y_w%gF{Ip,o�l�d
p�q�f�k�g�oGk
m�s'x�g9¨
l�oBf�l
m�f�r	p�q�d;r	qPm�qHe�p�{%f�k�g�k
m�n�{%d7e,d7f�g�h�d�i!j�k�gRm�r	hªp�{%f�k�r	d;u
m�u�g�s;r	d1f�p
d'k�p�w«k�p�w¬f�k�g�d7f�s'l�oBf�l�s�m�n]r	q�{Ip�s'hRm�f�r	p�q�m*z�m�r	n3m���n	g�{Is'p�h­f�k�g��
g�n	yRf�k�g�p�s'gBf�r	o*m�n]m�u�u�s'pHm�oGktr	d
s'g�n3m�f�g�yDf�pFf�k�g;y�r��]g�s'g�qHf�r3m�n o*m�u
m�o�r�fGm�q�o�g6w�k�r	oGk?r	dVmFh�g*m�d'l�s�m���n	g1�El
m�qHf�r�f[e�i
j�k�gRu
m�u�g�s|r	dCp�s'xHm�q�r	��g�yPm�dC{Ip�n	n	p�w�d�i��[qNd'g�oBf�r	p�qZ�,��w%gtu�s'g�d'g�qHf$f�k�gRd7e,d7f�g�h®m�q�yPr�f�d

gB�]g�oBf�r�z�gt��m�h�r	n�f�p�q�r3m�q i ¤ p�sCp�l�sCr	q�k�p�h�p�x�g�q�g�p�l�d;d7e,d7f�g�h?�!w%gRy�g�d'o�s'r	��gR��s'r	gB¨�e�k�p�w¯w%g
s'gBw�s'r�f�g£f�k�r	dS��m�h�r	n�f�p�q�r3m�q1r	q$m�y�r3m�x�p�q
m�n�{Ip�s'h°f�p�k
m*z�g�mVh�p�s'g£f�s�m�oBfGm���n	g%gQ��u�s'g�d'd'r	p�q i�j�k�g
y�gBfGm�r	n	d!p�{
f�k�g�o*m�n	o�l�n3m�f�r	p�q�d<m�s'g%x�r�z�g�qFr	q8� ���~i��[qFd'g�oBf�r	p�q9����w%g�y�g�d'o�s'r	��g�f�k�g�oGk
m�s'x�gQ�[oGk
m�s'x�g
o�p�s's'g�n3m�f�r	p�qt{Il�q�oBf�r	p�q8r	qDf�k�gCq�g�l�f�s�m�n�d7e,d7f�g�ham�fVn3m�s'x�g�w�m�n	n�d'g�u
m�s�m�f�r	p�q i
�[q?d'g�oBf�r	p�q?����w%g
y�g�s'r�z�gDf�k�g?y�r��]g�s'g�qHf�r3m�n�o*m�u
m�o�r�fGm�q�o�g?r	qZf�k�g?n	r	q�g*m�sFs'g�d'u�p�q�d'g8f�k�g�p�s7eZ{Is'p�h®f�k�g?oGk
m�s'x�gQ�
oGk
m�s'x�g)o�p�s's'g�n3m�f�r	p�qY{Il�q�oBf�r	p�q�d�i£�Pg_d'k�p�w±f�k
m�f�f�k�r	dRs'g�d'l�n�fto*m�q�q�p�ft��g)s'g�y�l�o�g�y²f�pMf�k�g
u�kHe,d'r	o�d�r	q�o�n	l�y�g�yYr	qZf�k�g8��l�n	�Po�p�s's'g�n3m�f�r	p�qN{Il�q�oBf�r	p�q�d�m�q�yYw%g8u�s'g�d'g�qHfRf�k�g?m�n�f�g�s'q
m�f�r�z�g
y�g�s'r�z�m�f�r	p�q^p�{�f�k�g9y�r��]g�s'g�qHf�r3m�nSo*m�u
m�o�r�fGm�q�o�g�i ¤ r	q
m�n	n�e)r	q�d'g�oBf�r	p�qN³,�]w%g�y�r	d'o�l�d'd;w�k
m�f*�Lr	q
p�l�s9p�u�r	q�r	p�q �!f�k�g?p�s'r	x�r	q
m�n	r�f[e�p�{�f�k�g8�
g�n	yZf�k�g�p�s'gBf�r	o*m�n�m�u�u�s'pHm�oGk¥r	d�m�q�yWd'l�x�x�g�d7fRd'p�h�g
x�l�r	y�g�n	r	q�g�d%{Ip�s�{Il�f�l�s'g;r	qHz�g�d7f�r	xHm�f�r	p�q�d�i

716



Electrolyte in a slab

2. The model
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Electrolyte in a slab�
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4. Differential capacitance from the fluctuation dissipation
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���� Þ ß�Ñtá�� Ô� áxöÖá � � È�á � ���� Ú
öÖ÷5Ý Þ ß�Ñtá � � Ô�â ã�ävå Ñtá � � Ô�È�á � � ��� ø�� � �"!$# ö%�5æDæDæ � ø�� � �"!'&Ð (/â ã�ävå Õ Ý
����
)+* Þ ß�Ñtá � Ô� áxöÖá � � È�á �-, ø�� � �"!$# ö * æDæDæ , ø�� � �"!'&/.ö ÷5Ý �
����0) * Þ ß�Ñtá�� Ô� áxöÖá � � È�á � Þ ß�Ñtá � � Ô�â ã�ävå Ñtá � � Ô�È�á � � , ø�� � �"!$# ö * æDæDæ , ø�� � �"!'&�.öò÷5Ý21 * â ã�ävå Ñ����	Ô Þ ß�Ñtá � � Ô�â ã�ävå Ñtá � � Ô�È�á � � , ø�� � �"!$# ö * æDæDæ , ø�� � �"!'&/3 Ù�Ñ�Ú�4-ÔÆ
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Electrolyte in a slabJLK"MON�MQPRMON�SUTWV�XYPRK"MQV$N�Z"MONL[�\^]�N�M`_"MOa$b-MOcdPRMOZ�egfG_hV$i"NWN�MOj"N�MOT�MO_kPl]APRm-V$_nJ�MoKp]rq$Msut"v�w�x�y`z|{ }dv�w�x Z w�~ � [��r�� s��$��'� Zp�A���A� ��r���r�k� �"�����t � ��� � � v �A� x v/�$�$x~ �U� [��r�� ��r���r�$� �"������� �t �  \"¡ v/��¢kx
JLK"MON�M � � � v � � x Kp]�TQ£�MOMO_¤N�MOj"bH]�cOMOZ¤£k¥
m¦PRTQM¨§�j"N�MOT�T�m-V$_0X�N�V$S5MO©'ip]APRm-V$_ v+ª�«kx ]�_"Z
PRK"MUM¨§'¬PRMON�_p]�b^j�V�PRMO_kPRmH]�b y z|{ } Z"MOj�MO_"Z"m-_"a­V$_®�>i"_"m-©'i"MOb¦¥¯T�MOb-MOcdPRTn° ~±« J7]rq$M²q$MOcdPRV$N�JLK"MO_m-_kPRMOa$NR]APRm-_"anV�q$MONoPRK"M³Z"m-N�MOcdPRm-V$_0jp]�NR]�b-b-MOb�PRVnPRK"MUJ7]�b-b-TOe�fG_¤PRK"m-Tocr]�T�M³Md´ � � � ~¶µ·ª eY¸^b-T�V"¹V$_"b¦¥³PRK"M   � MOm-a$MO_kq�]�b-i"MOTLa$m¦q$MQ]·_"V$_º¬»q�]�_"m-T�K"m-_"a�cOV$_kPRN�m-£"i�PRm-V$_¼PRV·PRK"MQT�i"She½ N�V$S¾PRK"MQM¨§�j"N�MOT�T�m-V$_¿V�XYPRK"MQMOb-MOcdPRN�m-c`j�V�PRMO_kPRmH]�b�m-_nV$i"NWN�MOj"N�MOT�MO_kPl]APRm-V$_hJ�MQZ"MOZ"i"cOMs t"v�w � xÀ w^�Áw � À Z w �/ÂÂÂÂÂ Ã ~ ��Ä ��r��� � �t � � � v � x  \�ÅuÆ�\"Ç v/� � xÈ K"MQ]rq$MONR]�a$MÉV�q$MON �t � m-T�j�MON X�V$N�SUMOZ¼JLm¦PRK³PRK"M`Ê^]�SUm-b¦PRV$_"mH]�_Ua$m¦q$MO_�m-_¼MO©'ip]APRm-V$_ v+ª�¢kx e�f»PWm-TZ"mH]�a$V$_p]�b�m-_�PRK"m-T�N�MOj"N�MOT�MO_kPl]APRm-V$_¼]�_"Z�PRK"MON�MdX�V$N�MLJ�MËT�MOb-MOcdPDPRK"M^° ~�« ]�_"Z   ~   � q$MOcdPRV$N]�b-T�V2X�V$N7PRK"m-TWPRMON�She È K'i"TLJ�MoKp]rq$M`PRK"MQZ"m¦Ì�MON�MO_"cOMs t"v�w � xÀ w^�Áw � À Z w � ÂÂÂÂÂ �$� �­s t"v�w � xÀ w^�Áw � À Z w � ÂÂÂÂÂ �'� ~ ��Ä ��r�$� �"���Í�t � � � ���  \ � ¡ v/�$Î$x
JLK"MON�MWJ�MËKp]rq$MËi"T�MOZ�PRKp]AP�X�V$ND° ~8« ¹ � � � v�Ï \ x�� � � � v�Ï�ÐRxD~ � ��� e ½ m-_p]�b-b¦¥QPRK"MLj�V�PRMO_kPRmH]�bZ"m¦Ì�MON�MO_"cOMQm-T Ñ �yÒ~¾Ó �rÔR[��� \ ��r�$� �"��� ª�Õ � \� �Ö�Ø× �t � � �t�Ù� ��Ú Û Ç v/��Õkx
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Electrolyte in a slab

Figure 2. ÞNß�àUáoß�âOã¹äåàÈá-æOçéè;ß�êFë�ì{ç;íë�ìåî�àOç�â�ïoç3ð&áoßrè0î�ìåè0â�ìåî8áoç^á-æOç^ï-â�ê&ïcäåàFá-æOçñ ë�ë=ç3à�ð�äòí=ó�ô�æOçuë=ß�ì{ç3ï^õCö"î8ã-çräåà�ð�äåè0î8áoç3ð÷�ø á-æOçuè;ã-ß�ï-ïoç3ï�ß�à]á-æOçqã-ç3î�ì�î6íOäåï0ó
Figure 3. ÞNß�àUáoß�âOãÁäåà£á-æOçéè;ß�êFë�ì{ç;íë�ìåî�àOç&â�ïoç3ð%áoßlè0î�ìåè0â�ìåî8áoç&á-æOç'äåàUáoç0ã�êFç3ð�äòùî8áoç�äåàUáoç0ú�ã�î�ìåïCû6ü1î�à�ðuû0ý4äåà�á-æOç ñ ë�ë=ç3à�ð�äòí=ó
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Теоретико-польовий підхід до диференційної

ємності електроліта Дебая-Гюкеля в пластині

Д. ді Капріо 1 , Я.Стафє 2
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Отримано 18 вересня 2001 р.

Ефективний гамільтоніан нашої теоретико-польової моделі дає лі-

неаризовану теорію Дебая-Гюкеля для об’ємних властивостей. Тут

ми розглядаємо його для обмеженої геометрії пластини. Диферен-

ціальна ємність обчислюється двома способами. Перший пов’язує її

з прямою кореляційною функцією заряд-заряд на основі обчислен-

ня відгуку до заряджання стінок пластини. Інші методи пов’язують її

з флуктуацією заряду в одній половині пластини. Оскільки модель є

точно розв’язувана в термінах діагонального представлення, ми мо-

жемо перевірити той факт, що два способи узгоджуються між собою

і з виразом для диференційної ємності Гуї-Чепмена в границі тонкої

пластини. Цінність цього висновку мусить пов’язувати вимірювальну

величину зі структурною інформацією, яка міститься в кореляційній

функції заряд-заряд.

Ключові слова: іонні розчини, обмежені системи, кореляційні

функції, електроліт Дебая-Гюкеля, статистико-польова теорія,

диференційна ємність
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