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LA THEORIE DE LITTLEWOOD-PALEY : FIL CONDUCTEUR DE
NOMBREUX TRAVAUX EN ANALYSE NON LINEAIRE

HAJER BAHOURI

Ce texte a pour vocation de présenter la théorie de Littlewood-Paley et d’illustrer I’effi-
cacité de cet outil d’analyse microlocale dans 1’étude des équations aux dérivées partielles
dans un contexte le moins technique possible. Comme on le verra dans ce texte, la théorie
de Littlewood-Paley fournit une approche robuste pour étudier séparément les différents
régimes des solutions des équations aux dérivées partielles non linéaires, mais aussi pour
étudier de maniere fine les inégalités fonctionnelles et de les préciser.

1. LA THEORIE DE LITTLEWOOD-PALEY : UN OUTIL DEVENU INDISPENSABLE

La théorie de Littlewood-Paley est une procédure de localisation en fréquences qui
depuis pres de trois décennies s’est imposée comme un outil trés puissant en analyse
harmonique. Le premier objectif de ce texte est de présenter aussi simplement que possible !
cette théorie dont I’idée de base est contenue dans deux inégalités fondamentales connues
sous le nom d’inégalités de Bernstein et qui décrivent quelques propriétés des fonctions
dont la transformée de Fourier est a support compact.

La premiere inégalité dit que, pour une distribution tempérée? sur R¢ dont la trans-
formée de Fourier est supportée dans une couronne de taille A\, dériver puis prendre la
norme LP revient a faire agir une homothétie de rapport A sur la norme LP. Cette propriété
remarquable découle facilement dans le cadre L? de 'action de la transformée de Fourier
sur les dérivations et de la formule de Fourier-Plancherel. La preuve du cas général LP fait
a la fois appel aux inégalités de Young et au fait que la transformée de Fourier échange le
produit de convolution et le produit numérique des fonctions.

La seconde inégalité précise en outre que, pour une telle distribution, le passage de la
. " (-1 s 1 A .
norme IP a la norme L9, ¢ > p > 1, colite A <P a >, ce qui doit étre compris comme

une injection de Sobolev. Elle se démontre comme la premiere inégalité en invoquant les
inégalités de Young et le comportement de la transformée de Fourier vis-a-vis du produit
de convolution des fonctions.

L’analyse de Fourier est au coeur de la théorie de Littlewood-Paley qui a inspiré un
grand nombre de mes travaux. C’est en conduisant ses expériences sur la propagation de
la chaleur que Joseph Fourier a la fin du 18eme siecle a ouvert la voie a cette théorie qui
s’est renforcée au cours du 20eme et qui intervient dans la plupart des branches de la
physique.

1. Pour une présentation plus détaillée de cette théorie, on renvoie le lecteur & la monographie [3].
2. Une distribution tempérée est un élément du dual topologique de I'espace de Schwartz S(]Rd).
1



2 H. BAHOURI

Dans cette théorie portant le nom de son inventeur, on effectue ’analyse en fréquences
d’une fonction f de L'(R?) par la formule :

fior = [ i@,

Sous des conditions convenables, f la transformée de Fourier de f (notée également F f
dans ce texte) permet la synthese de f par la formule d’inversion :

_ ! T E T,
@) = i [ T de.

Comme conséquence, on obtient l’identité de Fourier-Plancherel

SR B P
| @ = o [ 1feRae.

En effet, pour tout fonction f de S(R?), on a en vertu du théoréme de Fubini,

[ 1@iwar = i [ ([ < feae) oo

= gt L FO( [ @) ae.

Cette représentation a créé une véritable révolution dans la maniere de penser une
fonction. La donnée de f est exactement équivalente a celle de f et cette dualité entre
analyse en amplitude (dans I’espace physique décrit par x) et analyse en fréquence (dans
lespace des fréquences décrit par &) est d’une grande importance en physique comme en
mathématiques.

Un fait fondamental de la théorie des distributions est que la transformée de Fourier
peut étre prolongée a ’espace des distributions tempérées S’ (]Rd). Le point clef réside dans
le fait que F est un isomorphisme bi-continu sur I’espace de Schwartz S(R?) (I’espace des
fonctions régulieres qui décroissent ainsi que leurs dérivées plus vite que n’importe quel
polynéme) et cette extension sur S’(R?) est définie par dualité .

La transformation de Fourier a un grand nombre de propriétés que nous ne souhaitons
pas énumérer ici. Rappelons simplement les deux principes de base de cette transforma-
tion qu’on ne peut pas dissocier du produit de convolution. Le premier principe de la
transformée de Fourier est que la régularité implique la décroissance, le second étant que
la décroissance entraine la régularité. L’utilité de ces propriétés qui jouent un role crucial
dans I’étude de la transformée de Fourier sur S (]Rd) apparaitra vite dans ce qui suit.

L’analyse de Fourier permet la résolution explicite des équations linéaires a coefficients
constants *. En particulier, en alliant la transformation de Fourier et le produit de convo-
lution, on peut déterminer explicitement les solutions de I’équation de Schrédinger qui est
fondamentale en mécanique quantique

(S) 1000+ Av =0
’U|t:0 =19 € S(Rd) .

3. Pour une présentation complete de la théorie des distributions, on peut par exemple consulter les
références fondamentales [34, 36].

4. Les équations a coefficients variables et surtout les équations non linéaires requierent d’autres
méthodes.
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En effet, en prenant la transformée de Fourier partielle de 1’équation par rapport a la
variable z, on obtient pour tout (¢,£) dans R x RY :

iati}\(t 5) - |€’2@\(t’ f) =0
9(0,8) =0()

ce qui implique par intégration que

B(t, €) = e M Gy (¢).

En invoquant la formule de Fourier inverse et les propriétés de la transformée de Fourier
vis-a-vis du produit de convolution, on déduit que la solution de (S) s’écrit pour ¢ # 0

sous le forme :
- 2
u(t,") = —— *vo-
(4mit)2
Par I'inégalité de Young, il en découle la propriété fondamentale suivante dite de disper-
sion :

1
[o(ts ) oo ey < ——3 llvoll L1 (way -
|47t |2

Cette technique de représentation explicite des solutions s’adapte & toutes les équations
d’évolution linéaires a coefficients constants. Cependant, ce n’est pas toujours aussi immédiat
d’en déduire des effets de dispersion. En effet, établir par exemple des estimations disper-
sives pour I’équation des ondes dans R¢ nécessiste des techniques plus élaborées compor-
tant des intégrales oscillantes ce qui exige une hypothese de localisation spectrale dans
une couronne des données de Cauchy.

L’analyse de la dispersion qui est un phénomene central en mécanique ondulatoire
linéaire fournit un cadre redoutablement efficace pour la résolution et 1’étude qualita-
tive des équations aux dérivées partielles non linéaires dispersives. C’est grace au travail
remarquable de Robert Strichartz [37] vers la fin des années 1970 qu’on est parvenu a
transcrire le phénomeéne de dispersion qui est une inégalité ponctuelle en inégalités ro-
bustes. La philosophie de ces estimations connues sous le nom d’estimations de Strichartz
est de passer d’une estimation de décroissance ponctuelle en temps a un gain d’intégrabilité
spatiale apres moyenne en temps adéquate. Ces estimations de Strichartz qui ont connu
un grand essor ces dernieres décennies vont de pair avec la théorie de Littlewood-Paley :
elles s’expriment aussi bien dans les espaces de Lebesgue que dans les espaces de Besov
qu’on définira dans la suite.

La théorie de Littlewood-Paley fut introduite par John Edensor Littlewood et Raymond
Paley ([29, 30]) dans les années 1930 pour l’analyse harmonique des espaces LP, mais
son utilisation systématique dans I’analyse des équations aux dérivées partielles est plutot
récente. En fait, la percée principale de cette théorie a été réalisée apres le papier fondateur
[12] de Jean-Michel Bony en 1981 sur le calcul paradifférentiel qui relie les fonctions non
linéaires et la décomposition de Littlewood-Paley.

L’idée principale de cette théorie consiste a échantillonner les fréquences a 'aide d’un
découpage de leur espace en couronnes de taille 27, permettant ainsi de décomposer une
fonction en une somme dénombrable de fonctions régulieres dont la transformée de Fourier
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est supportée dans une couronne de taille 27 :
(1) F=> At

JEZ
ou les Aj f appelés blocs dyadiques homogenes de f sont définis par le filtrage de f aux
fréquences de l'ordre de 2’. Notons que cette décomposition dite de Littlewood-Paley
homogene n’est vérifiée que modulo les polynomes P. En effet, comme la transformée
de Fourier de tout polynome est supportée a 'origine, I'identité (1) ne peut s’appliquer
aux polynomes. Cette restriction sur les basses fréquences est levée dans le cas de la
décomposition de Littlewood-Paley inhomogene :

(2) F=> Af,

j=-1

ouA;f = Aj f pour j décrivant N et A_1 f est un opérateur filtrant les basses fréquences,
c’est-a-dire qu’il ne conserve que les fréquences dans une boule centrée a l’origine.

Les décompositions de Littlewood-Paley (1)-(2) définies ci-dessus s’obtiennent par un
échantillonnage de I'espace des fréquences grace a des partitions de I'unité dyadiques. Plus
précisément, étant donnée x une fonction radiale de D(B(0,4/3)) identiquement égale a
1 dans B(0,3/4), nous avons les identités suivantes

X+Y @(27) =1 dans R et Y (277) =1 dans R?\ {0},
>0 jez
ol I'on a posé ¢(§) = x(£/2) — x(§)-

Avec cette normalisation, la fonction ¢ est une fonction radiale de D(C) ou C est la
couronne centrée a l'origine de petit rayon 3/4 et de grand rayon 8/3 et I'on définit les
blocs dyadiques homogenes A par?®

Ajf = @@7D)f = F Hp(27)Ff) = @) ],
ot h = F 1y et les blocs dyadiques inhomogenes A; par

Ajf=Ajf=2n(2 )% fsi j>0 et A f:=x(D)f:=F Y xFf)=hxf,
ot h = Fly.
De la méme maniere, on introduit les opérateurs de troncature en basse fréquences :
Sif =Y Apfi=F (x27)Ff) =2"h(2)) x f pour jEL et
k<j—1
S;f = Z Apf = deﬁ(Qj-)*f pour j € N.
E<j—1

Il est & noter que les blocs dyadiques qui sont des opérateurs de troncature en fréquences
sont des opérateurs de convolution. Cette propriété qui découle trivialement du fait que
la transformée de Fourier échange le produit de convolution et le produit numérique des
fonctions joue un role central dans les techniques issues de la théorie de Littlewood-Paley.
En particulier, tous ces opérateurs operent sur les espaces LP de maniere uniforme par
rapport a p et j.

~

5. Ici F~! désigne la transformée de Fourier inverse sur R et F(p(277D)f)(&) = p(277¢) f(€) ce qui
montre que F(A;f) est supportée dans la couronne 27C.
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Il est également important pour la suite de souligner que les propriétés de support des
fonctions ¢ et x entrainent des relations de quasi-orthogonalité pour la décomposition de
Littlewood-Paley, notamment

AjAp=0et AjAL=0si|j—k >1,

ce qui implique aisément que

3) vEER!, £ <xXO)+ Y PEIO <1 et
=0
@ R\ (0}, 5 < TP <1

L’analyse de Littlewood-Paley permet de caractériser avec exactitude la régularité d’une
fonction f en fonction des propriétés de décroissance de ses blocs dyadiques par rapport
a l'indice de sommation j. On retrouve ainsi avec plus de précision 'idée, déja présente
dans ’analyse de Fourier, que la régularité se traduit par de la décroissance.

En particulier, en invoquant la formule de Fourier-Plancherel et les propriétés de quasi-
orthogonalité (3)-(4), il est aisé d’observer que I’appartenance d’une fonction f & L?(R9)
se caractérise par 'appartenance de la suite (|| A, f|| L2(R4))jeZ B (%(Z) ainsi que pour ses
blocs dyadiques inhomogenes. Plus précisément, on peut montrer a 1’aide d’un lemme
élémentaire d’analyse hilbertienne 'existence d’une constante C' > 1 telle que I'on ait

O A gz < I3y < C S0 A FI2a 50y et

= jez
O3 1Ay < ey < C 3 1A 2 -
j=z—1 jz—1

De méme, plusieurs normes classiques peut étre écrites en fonction de la décomposition
de Littlewood-Paley. C’est par exemple le cas des normes Sobolev ou Hélder, notamment
Pappartenance aux espaces de Sobolev (resp. Holder) va se traduire par des propriétés de
décroissance en j de la norme L? de Aju ou Aju selon qu’il s’agisse des espaces homogenes
ou inhomogenes (resp. de la norme L).

Rappelons que les espaces de Sobolev inhomogenes H* (Rd) qui apparaissent naturelle-
ment dans un grand nombre de problemes liés a la physique mathématique sont dans le
cas oll s = m est un entier naturel le sous-espace des fonctions de L?(R?) dont toutes les
dérivées (au sens des distributions) d’ordre inférieur ou égal & m appartiennent a L?(R?).
Il est alors clair au vu de la quasi-orthogonalité de la décomposition de Littlewood-Paley
et de 'action de la transformée de Fourier sur les dérivations que ’appartenance d’une
fonction f & H™(R?) se caractérise comme suit :

1F 11z gty ~ 127 185 £ 1| 2 eyl ez -1y -

Une équivalence similaire a lieu pour les espaces de Sobolev homogenes H™ (R?) qui sont
plus adéquats dans les problemes invariants par scaling tels que le systeme de Navier-Stokes
incompressible ® et diverses variantes de ce systéme en météorologic et océanographie ou

6. Rappelons que pour le systéeme de Navier-Stokes homogene incompressible, la question de ’appari-
tion éventuelle de singularités en temps fini fait partie des problemes du Millenium proposés par le Clay
Institute.
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les équations d’ondes non linéaires qu’on a traitées dans [1, 7, 2] et bien str diverses autres
équations comme celles par exemple étudiées dans [25, 26].

De maniere générale, dire qu'une fonction f appartient & H*(R?) signifie en gros que f
a s dérivées (fractionnelles lorsque s est non entier) dans L?(R?) et comme précédemment
on peut montrer I'existence d’une constante C' > 1 telle que l'on ait

-1 2j 2 2 2j 2
OS2 A ey < W1y < C S0 22185 12 gy
j>—1 Jj=—1
Cette heuristique s’applique également aux normes de Sobolev homogenes donnant lieu a
la correspondance suivante dans le cadre de la théorie de Littlewood-Paley

CT N 2 A 1T a ey < 1 ey S C D 2918y £ 172y -
JEZ JEL

En examinant ces analyses, on voit qu’il y a trois parametres qui rentrent en jeu : le
parametre de régularité s, 'exposant de la norme Lebesgue utilisé pour mesurer les blocs
dyadiques Aj fou Ajf et le type de sommation effectué sur Z ou pour j > —1. Cette
observation permet plus généralement de caractériser de maniere efficace les normes des
espaces Besov homogenes B;T(Rd) ou inhomogenes B;J,(]Rd). Les normes de ces espaces
qu’on peut définir par différence finie ou a ’aide du noyau de la chaleur (comme on peut
le voir par exemple dans [3, 40]) s’expriment comme suit en fonction des décompositions
de Littlewood-Paley 7 :

1
£, oy ~ (32 29 185 o) et

j=-1

1
115, ey ~ (Z 217 HAijZp(Rd)) i

JET

Bien qu’invariants par scaling, les espaces de Sobolev homogenes (et plus généralement
les espaces de Besov homogenes) sont & manipuler avec précaution, puisque comme il a été
mentionné ci-dessus la décomposition de Littlewood-Paley homogene (1) n’est vérifiée que
modulo les polynémes. Il n’y a pas de consensus autour de la définition de ces espaces. Dans
certaines références dont [11], ils sont définis modulo les polynomes de degré arbitraire.
Dans d’autres références dont [3], ils sont définis moyennant une condition sur les basses
fréquences. Cette condition exige de se restreindre aux distributions tempérées f vérifiant
(au sens des distributions)

Jj——00

1195 £ | oo (re) 0.

Les décompositions dyadiques fournissent non seulement la possibilité de caractériser
lappartenance d’une fonction a la quasi-totalité des espaces classiques (Holder, Sobolev,
Besov, Lebesgue, Triebel-Lizorkin) par des conditions portant uniquement sur les blocs
dyadiques de cette fonction mais aussi permettent de définir une pléthore d’espaces fonc-
tionnels.

Les décompositions de Littlewood-Paley et plus simplement le découpage des fonctions
en basses et hautes fréquences sont des techniques qui ont fait leur preuve dans 1’étude

7. Notons que les espaces de Besov sont indépendants des blocs dyadiques A]‘ et Aj.
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des inégalités fonctionnelles et dans ’analyse des équations aux dérivées partielles non
linéaires.

Les injections de Sobolev sont parmi les inégalités fonctionnelles les plus célebres. Elles
fournissent des outils clefs dans I’étude des équations aux dérivées partielles linéaires et non
linéaires, que ce soit dans le cadre elliptique, parabolique ou hyperbolique. Les inégalités
de Sobolev expriment une forte propriété d’intégrabilité ou de régularité pour une fonction
f en termes de propriétés d’intégrabilité pour certaines dérivées de f.

Parmi ces inégalités, on peut mentionner les inégalités de Sobolev dans les espaces de
Lebesgue :
(5) H*(RY) = LP(RY),
avec 0 < s < d/2 et p=2d/(d— 2s).

Notons que U'indice p = 2d/(d — 2s) peut étre deviné facilement grace & un argument

d’homogénéité. En effet, en désignant pour toute fonction v sur R? et tout A > 0, vy la
fonction définie par vy(z) = v(A\x), il est facile de vérifier que

loallzneey = X% et loallgagaay = A5 Ioall g -
Les deux quantités || - [|Lsga) et || - || fsgay ayant donc méme homogeneité dans le cas
oup = 2d/(d—2s) (c’est-a-dire qu’elles se comportent de la méme maniére par changement
d’unité de longueur), il est donc naturel de les comparer et I'on peut supposer dans la suite
que || fll grsgay = 1-

On sait que pour tout réel p > 1 et toute fonction mesurable f, on a en vertu du théoreme
de Fubini :

1Az gy :p/o NPT ((f] > M/2) dA.

Pour établir I'injection de Sobolev (5), on va décomposer f en basses et hautes fréquences
en posant :

f="foa+ fna avec foa=F '(1poaf)-
Comme le support de la transformée de Fourier de f; 4 est compact, la fonction f, 4 est
bornée et plus précisement, on a en alliant la formule d’inversion et 1'inégalité de Cauchy-
Schwarz

Ifeallzooma < @) feallp e
< G [ el fua©)lde
d_s
< (A2 Hf”Hs(Rd)-

Or, I'inégalité triangulaire implique pour tout A > 0

(If1 > A) € (Ife,al > X/2) U (| fn,al > A/2) -

Par conséquent, en choisissant

on déduit que

ey <2 [ 3 | > 3/2) .
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Comme par 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Hfh,A)\H%2(Rd)
A2

)

(| fnanl > A/2) <4
on obtient
Wy < 40 [ 30ty sy -

Or, par l'identité de Fourier-Plancherel

s lan = oy [ @) de,
(1€]>Az)
ce qui entraine en vertu du théoreme de Fubini que pour tout p > 2
d c.1g? 3 V2
ey < A [ ([ a0 dA) NGRS

< ooy [ 1" I RoR .

1 1
Comme s = d(§ - 7), ceci acheve la preuve de l'injection de Sobolev.
p

La preuve présentée dans ce texte est empreintée a l'article [16]. On dispose d’autres
preuves antérieures de cette estimation, notamment celle s’appuyant sur l'inégalité de
Hardy-Littlewood-Sobolev et qui est par exemple détaillée dans [3]. Notons que les argu-
ments de la preuve ci-dessus ont inspiré plusieurs autres travaux. Entre autres, on peut
citer 'article [5] o les auteurs se sont intéressés aux injections de Sobolev dans les espaces
de Lorentz LP4. Rappelons que les espaces de Lorentz® ont été introduits dans les années
1950 par Lorentz, de maniere que LP**° soit l’espace faible introduit par Marcinkiewicz
dans les années 1930, et que LPP soit ’espace de Lebesgue habituel LP.

Cette technique de découpage en basses et hautes fréquences a été également pertinente
dans I’étude d’équations aux dérivées partielles non linéaires, notamment pour établir que
certains problemes de Cauchy sont globalement bien posés. Parmi d’autres travaux, on
peut citer larticle de Fujita-Kato [18] sur le systéeme de Navier-Stokes. Dans ce type de
démarche, la philosophie est de décomposer la donnée de Cauchy (supposée ici par souci
de clarté dans un certain espace de Sobolev H %) en basses et hautes fréquences de sorte
que la partie relative aux hautes fréquences soit de norme assez petite dans H*. Si I'on
dispose d'un théoreme d’existence globale pour données petites, la partie relative aux
hautes fréquences va donner lieu a une solution globale du probleme et la partie relative
aux basses fréquences (qui va étre réguliere) va satisfaire une équation modifiée. Apres,
tout ’enjeu consiste a montrer qu’on peut résoudre globalement cette équation perturbée.

L’injection de Sobolev (5) est invariante par translation et par scaling. Mais elle n’est

pas invariante par oscillation, c’est-a-dire par multiplication par des fonctions oscillantes,
C e . ;i (@lw) N
notamment par multiplication par des fonctions de type uc(z) = €' ¢ @(x), ol w est

un vecteur unitaire de R? et ¢ est une fonction de S(R?). En révisitant la preuve de

8. Pour plus de détails, on peut consulter [11, 40] .
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I'injection de Sobolev exposée ci-dessus, on peut établir I'inégalité précisée suivante qui
est due a Gérard-Meyer-Oru [20)] :
2

C 1- 2
(6) lull oy < ———llull 7y llullZ, gur -
(p-2)r Bliey TED

Cette inégalité de Sobolev précisée est optimale comme le montre I’exemple oscillant
(@|w) . . . s . .
ue(r) = e ¢ @(x). Plusieurs autres exemples illustrent ’optimalité de 'estimation (6), en

particulier un exemple fractal supporté dans un ensemble de type Cantor construit dans
[4] et 'exemple du chirp traité dans [5] et défini comme suit :

flx) =2 %sin (£>, a>0.

X

L’estimation précisée (6) fait partie des arguments clefs dans ’article [19] ou Patrick
Gérard a caractérisé le défaut de compacité de I'injection de Sobolev critique (5) a I’aide des
décompositions en profils?. Rappelons que 1’étude du défaut de compacité des injections
de Sobolev entre espaces fonctionnels, qui remonte aux travaux fondateurs de Pierre-
Louis Lions ([27, 28]), répond & des problémes géométriques et permet de comprendre le
comportement des solutions d’équations aux dérivées partielles non linéaires. L’analyse non
linéaire a considérablement progressé ces dernieres décennies grace aux décompositions en
profils. Notons que ce type de décompositions a été généralisé par des approches différentes
a d’autres cadres fonctionnels.

En particulier, on peut citer les récents travaux [8, 9] concernant la description du défaut
de compacité de l'injection de Sobolev critique de H'(R?) dans L(R?) ot L(R?) appelé
espace d’Orlicz est 1’espace des fonctions mesurables u : R? — C pour lesquelles il existe

un nombre réel A > 0 tel que
lu(x)[?
(e A2 —1>dx<oo7
RQ

ainsi que leur généralisation aux dimensions supérieures dans [10]. Cette injection de Sobo-
lev qui repose sur les inégalités de Trudinger-Moser '° concerne le cas limite de I'injection de
Sobolev (5) et intervient dans plusieurs problemes géométriques et physiques, notamment
dans la propagation des faisceaux laser dans différents milieux. L’étude de cette injection
a été menée dans [10] par des arguments basés sur l'analyse de Fourier qui mettent en
evidence M le fait que les éléments responsables du défaut de compacité dans ce cadre sont
contrairement au cas de l'injection de Sobolev (5) étalés en fréquences.

Il est également & noter qu’une approche initiée par Stéphane Jaffard dans [23] a permis
d’étendre le résultat de Patrick Gérard dans [19] au cadre des espaces de Triebel-Lizorkin
et a inspiré 'analyse abstraite conduite dans [6]. Cette approche est basée sur la théorie
des ondelettes qui a été inspirée par la théorie de Littlewood-Paley et qu’on évoquera plus
tard.

Comme il I’a été mentioné ci-dessus, la seconde inégalité de Bernstein doit étre comprise
comme une injection de Sobolev. En fait, il est aisé de déduire de cette seconde inégalité

9. Les profils ont apparu dans un travail de Brézis-Coron [15].
10. Pour une intoduction aux espaces d’Orlicz, on peut consulter [35, 41].
11. moyennant une hypothese de compacité.
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que pour tout nombre réel s, pour tous 1 <p; < pa<ooet 1< <re < o0,
. Ls—d(E2 L
(7) By, 1 (RY) <= Bpo,” " (RY),
et il en est de méme dans le cadre inhomogene.
Notons que ces injections de Sobolev sont strictes comme 'illustre dans le cas particulier
de I'injection de Sobolev H*(RY) < Bj __(R?), Iexemple suivant qui est basé sur I'idée des

séries lacunaires. Etant donnés une fonction y de S(R?) dont la transformée de Fourier
est supportée dans une petite boule de centre 0 et de rayon €y et un vecteur w de R% de
norme euclidienne 3/2, il s’agit de considérer la suite de fonctions (f,)nen définie par

—7Js 1 129 (z|w
fo(z) = \/EZQ J e @)y ().
iz It
Il est facile d’observer que

Ajfn:() pour j<n-—1 et
. \/ﬁzfjs o

A f, — 27 (z|w)
Bsf)(w) = e

Par un calcul élémentaire, il en découle que

x(z) pour j=n.

1 1
2 .
ey~ 2 e ~ L et Mol o)

jzn
ce qui montre bien la stricte inclusion de H*(R?) dans Bioo (R9).

Les techniques issues de la théorie de Littlewood-Paley permettent aussi d’analyser
le produit (lorsqu’il existe) de deux distributions tempérées au moyen du calcul para-
différentiel de J.-M. Bony. La facon de les utiliser est la suivante. Etant données deux
distributions tempérées u et v, on écrit

u:E Apuetvzg Agv.
P q
De maniere formelle, le produit, lorsqu’il existe, va s’écrire

uv = Z ApuAgv.
P
L’idée consiste a décomposer le produit uv en trois parties : la premiere relative aux termes
ou les fréquences de u sont grandes devant celles de v, la deuxiéme relative aux termes
ou les fréquences de v sont grandes devant celles de u et enfin la troisieme relative aux
termes ou les fréquences de u et de v sont de taille comparable. Cela conduit & la définition
suivante introduite pour la premiére fois par Jean-Michel Bony dans [12] : on écrit

w = Tyw+ Tyu+ R(u,v) avec
T, v déf Z ApulAgv = Z Sq—1ulgv et
p<g—2 q
R(u,v) det Z AqulAyv.
lg—p|<1

Cette décomposition dite décomposition de Jean-Michel Bony est fondamentale dans
I’étude des lois de produit ainsi que dans 1’étude des équations aux dérivées partielles
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non linéaires. Bien siir, elle admet une version homogene. Rappelons que 'opérateur bi-
linéaire T, v est appelé paraproduit de v par u tandis que 'opérateur bilinéaire symétrique
R(u,v) est appelé reste.

De I’étude précise de la fagon dont le paraproduit et le reste operent dans les espaces
de Sobolev, de Holder et plus généralement dans les espaces de Besov vont se dégager
quelques principes généraux facilement énoncables :

— Le paraproduit est toujours défini pour deux distributions & support compact et la
régularité de T, v est principalement déterminée par celle de v.

— Le reste par contre n’est pas toujours défini, mais lorsqu’il ’est, les régularités de u
et de v s’ajoutent pour déterminer la sienne.

Le calcul paradifférentiel de Jean-Michel Bony s’est avéré tres efficace dans 1’étude
des équations d’évolution, lesquelles décrivent le comportement d’un phénomene physique
dépendant du temps. On va illustrer la pertinence de ce calcul en présentant une méthode
de découpage microlocale qu’on a introduite dans [1, 2] en collaboration avec Jean-Yves
Chemin (voir aussi [38, 39]) pour étudier les équations d’ondes quasi-linéaires du type

(B) { ?u — Au—9(G(u)ou) = Q(Vu,Vu)

(u, Ou)jy=0 = (uo,u1)

avec
(Gou) = > 0;(GM* o),

1<j,k<d
G désignant une fonction C°°, nulle en 0, bornée ainsi que toutes ses dérivées de R dans
I'ensemble des matrices symétriques sur R? prenant leurs valeurs dans un compact K tel
que Id + K soit inclus dans le cone des matrices symétriques définies positives et () une
forme quadratique sur R,

La théorie classique des équations strictement hyperboliques '? dit que I’on peut résoudre
une telle équation pour des données intiales telles que (ug,u1) appartienne a l’espace
H*(RY) x H*~1(R%) pour s strictement supérieur & % + 1. Mais, il est important de penser
aux invariances d’une telle équation par scaling. Il est immédiat de vérifier que, si u
est solution de I’équation (FE), alors la fonction uy définie par uy(t,z) = u(A, Ax) est
aussi solution de (E). Une vaste série de travaux s’est attachée a résoudre des équations
d’ondes non linéaires en essayant de descendre l'indice de régularité minimale des données
initiales aussi bas que possible vers un espace de données initiales qui soit invariant par le

changement de scaling ci-dessus, par exemple dans l'espace H 7.

Le but ici est de résoudre I’équation (E) pour des données de Cauchy moins régulieres
que ce qu’imposent les méthodes d’énergie. Cette démarche s’inscrit dans le programme de
Christodoulou-Klainerman de la relativité générale, qui comprend également des travaux
de Klainerman, Bourgain, Tao et leurs écoles. Pour se rapprocher des espaces invariants par
scaling pour la donnée initiale, il est évident qu’il faut utiliser les propriétés particulieres
de I'équation des ondes, a savoir les effets de dispersion évoqués ci-dessus. Ceci exige
de démontrer des estimées de type Strichartz pour cette équation qu’on peut interpréter
comme une équation d’ondes a coefficients variables et tres peu réguliers. C’est I'alliance
de l'optique géométrique et de 'analyse harmonique a travers le calcul paradifférentiel

12. Consulter par exemple Chapitre 4 dans [3].
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de Jean-Michel Bony qui permet d’établir ces estimées, d’améliorer 'indice de régularité
minimale et de donner une réponse a une question restée longtemps ouverte.

Comme mentionné ci-dessus, les estimations de Strichartz s’obtiennent grace a un
phénomene dispersif couplé & un argument abstrait d’analyse fonctionnelle connu sous
le nom de TT™* mis au point par Ginibre et Velo dans [21] et élargi a ’ensemble des indices
admissibles par Keel et Tao dans [24]. Comme également souligné ci-dessus, ce phénomeéne
dispersif s’obtient pour I’équation des ondes, dans le cadre de coefficients constants, par
un argument de phase stationnaire sur une représentation explicite de la solution qu’on
obtient par ’analyse de Fourier. Le cas des coefficients variables nécessite plus d’atten-
tion car on ne dispose pas de représentation explicite, et on a recours a des méthodes
d’optique géométrique faisant intervenir des équations d’Hamilton-Jacobi et des équations
de transport. Quand les coefficients sont peu réguliers, comme dans le cas quasilinéaire
par exemple, une telle approche ne peut fonctionner car 1’équation de Hamilton-Jacobi
développe des singularités. C’est la théorie de Littlewood-Paley qui permet de surmonter
cette difficulté.

En fait, faire fonctionner une telle méthode dans ce cadre nécessite une régularisation
des coeflicients. Plus précisément, en utilisant le calcul paradifférentiel de Jean-Michel
Bony, on se rameéne a ’etude de la partie de la solution relative aux fréquences de taille
27, qui satisfait une équation d’ondes & coefficients réguliers. Par une méthode tout & fait
classique, on construit une approximation microlocale de la solution de cette équation,
c’est-a-dire valable sur un intervalle de temps dont la taille dépend de la fréquence ce qui
permet d’établir une estimation de Strichartz microlocale. En fait, il semble impossible
de construire une approximation locale de la solution car I’équation de Hamilton-Jacobi
associée développe des singularités a un instant lié a la taille de la fréquence : ceci est du
au fait que ces coefficients réguliers gardent en mémoire la régularité d’origine de la solu-
tion. L’estimation de Strichartz locale (avec perte bien sir) est obtenue en décomposant
I'intervalle [0, 7] en intervalles ou 'estimation de Strichartz microlocale est vérifiée.

Les applications de la théorie de Littlewood-Paley et plus particulierement du calcul
paradifférentiel sont trés nombreuses et nous ne pouvons toutes les énumérer ici. Pour un
éventail plus large de champs d’applications, que ce soit dans les inégalités fonctionnelles et
leurs formes précisées ou dans 'analyse des équations aux dérivées partielles non linéaires
issues de la mécanique des fluides ou en lien avec la théorie des champs ou la relativité
générale, on renvoie le lecteur a la monographie [3].

La théorie de Littlewood-Paley a inspiré les ondelettes qui ont été a l’origine de nom-
breuses avancées dans divers domaines appliqués tels que le traitement du signal et de
I’image. On peut illustrer simplement la théorie des ondelettes en rappelant le systeme de
Haar introduit au début du 20éme siecle par Alfred Haar dans sa thése. Ce systéeme est
défini par les fonctions

i) =280z — k), j k€L,
ou 'ondelette génératrice
Y= X4~ X
est la fonction constante par morceaux qui vaut 1 sur [0, [ et —1 sur [1/2,1[. Ce systeme
constitue une base orthonormée de L?(R) et donc il est immédiat que toute fonction f de
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L?(R) se décompose comme suit :

(8) F=Y (Fbim) ik,

71,kEZ
ot {f, ;) désigne le produit scalaire de f et ¢, dans L?(R). Dans la décomposition en
ondelettes (8), les blocs dyadiques homogenes Aj f sont remplacés par les projections

Pif = {fvim)¥ik,

keZ

I'indice k apportant ainsi un niveau supplémentaire de discrétisation.

Le défaut principal du systeme de Haar est son manque de régularité puisque I’ondelette
mere v n’est pas continue. D’autres bases d’ondelettes plus régulieres ont été construites
par la suite, permettant ainsi d’obtenir des décompositions en ondelettes similaires & (8),
souvent tenant compte du scaling de ’espace en question.

Comme pour les décompositions de Littlewood-Paley, on peut caractériser I’apparte-
nance d’une fonction a la quasi-totalité des espaces fonctionnels classiques par des condi-
tions portant uniquement sur les modules des coefficients de cette fonction dans une base
d’ondelettes inconditionnelle normalisée 2.

. d
Par exemple, dans I’espace de Besov B;p(Rd) 1<p<ooets< —,ladécomposition
’ p

en ondelettes d’une fonction prend la forme :

(9) f=> dxy,

AeV
ou A = (j, k) contient l'indice d’échelle j = j(A) et 'indice d’espace k = k() et

Un =V =292 —k), jEZ, kel

ou v est I'ondelette mere et ¥ = — — s- L’analyse de la théorie des ondelettes permet
p

de caractériser 'appartenance a 1’espace de Besov B;p(Rd) en termes des coefficients des
fonctions dans la base d’ondelettes ci-dessus comme suit :

(10) 1£1Ls5. gty ~ I (d)rew v

La possibilité de caractériser la régularité d’une fonction par la taille de ses coefficients
d’ondelettes a permis de multiplier les applications de la théorie des ondelettes. En parti-
culier, on peut traduire I’équivalence (10) par la décroissance des coefficients d’ondelettes
a 'exception d’une minorité d’entre eux. Cette propriété de concentration de I'information
sur un petit nombre de coefficients - souvent appelée parcimonie ou sparsity - joue un role
crucial dans le traitement de I'image. Dans ce type de procédure par essence non linéaire,
il est clair que ’ensemble des coeflicients retenus varie selon la fonction que 1’on approche.
Une théorie générale connue sous le nom de théorie de ’approximation non linéaire a été
initiée par Ronald DeVore dans les années 1980 pour analyser ce phénomene.

Un premier résultat dans la théorie de ’approximation non linéaire consiste a représenter
un élément par ses N coeflicients les plus significatifs. Plus précisément, étant donné un

13. Pour plus de détails, on peut consulter [17, 32, 33].
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élément f de B]‘j,p(Rd) admettant la décomposition donnée par (9) dans la base d’onde-
lettes (¥))xev, il s’agit de ne conserver que la projection non linéaire @y f défini par :

QNS =) d,
ANEEN

ou Ex = En(f) est le sous ensemble de V de cardinal N correspondant aux N plus grands
coefficients d’ondelettes |dy].

Parmi les nombreuses applications du projecteur non linéaire Q) f, on peut citer ’esti-
mation suivante :

(11> sup Hf - QNfHBt (Rd) =
I\f\\ggm(R@Sl e

qui a joué un role clef dans [6] dans I’étude du défaut de compacité de I'injection de Sobolev
critique :
> d > d
By p(RY) = By (RY),
1 s—t
avec 0 < — — — = .
P g d
En effet, étant donnée une fonction f dans B;p(Rd), on obtient en vertu de (10) et en
utilisant (dp,)m>0 le réarrangement décroissant de |d} |

1= @nllge oy ~ (D 1) = (X ldnl?)

A¢Ey m>N

< |dN|1—p/q( Z |dm|p)1/q
m>N
< -1 Z P l/p l/q Z ’dm‘p l/q
m>N
< 1/p 1/q Z \dym|P l/p
m>0

< (dx)rev]ler ~

Le succés de la théorie des ondelettes n’est plus a démontrer ni dans le traitement
du signal et de I'image, ni dans le domaine de la simulation numérique des équations
aux dérivées partielles. Pour un apercu général des applications de cette théorie, on peut
consulter la monographie [31] et les références qui s’y trouvent.

La théorie de Littlewood-Paley est considérée comme 1’outil d’analyse microlocale le plus
simple. On peut voir I'analyse microlocale comme 1’étude des fonctions par le découpage
de I'espace des phases, c’est-a-dire 'espace des (z, £). De maniére générale, cette procédure
consiste a localiser dans I’espace physique en x puis en variable de Fourier £, ce qui revient
a localiser dans une boule pour une métrique de T*R? (I'espace cotangent de R?) : c’est
le calcul de Weyl-Hérmander **. L’intérét de ce type de procédure introduite dans les
années 1970 est de permettre d’analyser des propriétés fines de fonctions définies dans
I’espace physique en opérant ’analyse dans I’espace des phases ou le nombre de variables
a doublé. En particulier cela s’est avéré particulierement utile dans I’étude d’équations aux

14. Voir par exemple [13, 14, 22].
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dérivées partielles non linéaires, par exemple pour prendre en compte certaines spécificités
géométriques du cadre.

Tout I’enjeu du calcul de Weyl-Hérmander consiste a localiser dans 1’espace des phases
a l'aide de métriques raisonnables dites de Hormander. A titre d’exemple, la procédure
consistant & localiser en x sur une boule euclidienne de taille «, puis en variable de Fourier
dans une boule euclidienne de taille a(1 + \50\2)% revient a localiser dans une boule pour
la métrique suivante dite la métrique (1,0) :

de?

2 2\ 2 .
g(x,@(d$ ,df ) =dx + 71 T ‘§|2

Le calcul dit de Weyl-Hérmander qui a trouvé son formalisme actuel a la fin des années
1970 dans les travaux de L. Hormander généralise cette métrique. Il consiste en fait a
décrire les modes de découpage raisonnables de I'espace des phases. Ces découpages sont
choisis en fonction de la nature et de la géométrie du probleme a étudier. Les découpages
admissibles sont ceux construits sur des métriques dites de Hérmander. Ces métriques sont
des fonctions g de T*R¢, muni de sa structure symplectique standard, dans ’ensemble des
formes quadratiques définies positives sur T*R% qui vérifient :

— une hypothese dite de lenteur disant que la métrique varie peu sur ses propres boules
et ce de maniere uniforme ;

— une hypothese dite du principe d’incertitude qui interdit de trop localiser. En par-
ticulier, le principe d’incertitude impose que le volume d’une gx boule de rayon 1
soit supérieur ou égal au volume de la boule euclidienne de rayon 1;

— et enfin une hypothese dite de tempérance qui exprime le fait que 'on peut estimer
le rapport des métriques en des points quelconques par la métrique duale.
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