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RESUME. Cet article qui s’inscrit dans le cadre général des mathématiques appliquées a I'économie est un modéle de prise
de décision dans I'ignorance totale. Un tel environnement est caractérisé par I'absence d’'une loi de distribution des états de
la nature permettant d’avoir des bonnes prévisions ou anticipations. Se basant principalement sur I'intégrale de Choquet,
ce modele permet d'agréger les différents états de la nature afin de prendre une meilleure décision. Cette intégrale de
Chogquet s'impose par rapport a la complexité de I'environnement et aussi par son caractére pertinent d'agrégation des
critéres interactifs ou conflictuels. Le présent modéle est une combinaison du modéle de Schmeidler [13] et de I'algorithme
de Brice Mayag [7] pour la détermination de la capacité 2-additive de Choquet. Il s'inscrit dans le cadre des modeéles
subjectifs et apporte une réponse appropriée au paradoxe d’Ellsberg.

ABSTRACT. This article, which is part of the general framework of mathematics applied to economics, is a decision-making
model in total ignorance. Such an environment is characterized by the absence of a law of distribution of the states of nature
allowing having good forecasts or anticipations. Based primarily on the integral of Choquet, this model allows aggregating
the different states of nature in order to make a better decision. This integral of Choquet imposes itself with respect to the
complexity of the environment and also by its relevance of aggregation of the interactive or conflicting criteria. The present
model is a combination of the Schmeidler model [13] and the Brice Mayag algorithm [7] for the determination of Choquet
2-additive capacity. It fits into the framework of subjective models and provides an appropriate response to the Ellsberg
paradox.

MOTS-CLES : Uncertainty, Subjective Preferences, Utility, Choquet Integral, Fuzzy measure
KEYWORDS : Incertitude, Préférences Subjectives, Utilité, Intégrale de Choquet, Mesure floue




1. Introduction

Dans un contexte d’absence des lois des probabilités a gesiévénements paussibles, I'aversion pour
le risque des gents économiques est trés forte. Cet enenoemt, appelé ignorance totale, a fait I'objet
des études antérieures et des modéles comme ceux de WaSEBlge [11] , Hurwicz et Laplace [10].
Leurs modéles ne tiennent pas compte des facteurs exogemeextes socio-économiques, facteurs clima-
tiques,...).

Le modéle proposé pour ce travail, qui va tenir compte dedaliteurs exogenes, rentre dans le cadre des
paradoxes de la théorie de décision selon lesquels les esotiEime ceux d’Espérance d'Utilité (EU) [8] et
d’Espérance d'Utilité Subjective (SEU) [12] n’expliqueuds [2] certains comportements observés dans le
risque [1] comme dans l'incertain [4]. |l est fondé sur lagtale de Choquet [3] nécessitant I'utilisation des
mesures ou capacités et permet d'intégrer I'état de la@alams I'utilité, contrairement aux autres modeles.

La notion de mesure floue a été introduite dans le modéle de&dter mais rien ne dit quant a la fagon
de la mesurer.

En supposant que les états de nature sont des facteurs esdgwertitudes exogenes) et interactifs les
uns des autres, la capacité 2-additive de Choquet pernttndiifier ces interactions et surtout permet de
définir une loi subjective de distribution de I'ensemble d&ds du monde considérés.

Pour ce faire, notre travail se subdivise par les travauxeres, la présentation du modele et une illus-
tration.

2. Travaux connexes

Le principe de la rationalité, par son caractére mathémeataxige la formalisation d’'un modeéle. C’est
ainsi que des économistes comme Wald [16], [17] et SavadealeL leurs modéles sont convaincus que
la meilleure de décisions est celle prise dans le pire desfcest effet Wald propose le critére Maximin et
pour Savage, il faut minimiser le manque a gagner.

De sa part Hurwicz, le mieux est de concilier le meilleur epie de cas par compensation. Cette
méthode est proche de celle de la moyenne de Laplace [10hmaduit une équiprobabilité pour chaque
état de la nature.

Von Neumann et Mogenstern [8] avec leur modéle de connaissarpriori des probabilités des états
de nature, le modeéle de I'utilité espéré qui en réalité aféamié a des probabilités subjectives, est contredit
avec les paradoxes d’Allais [1] dans le risque et d’Ellsjétglans l'incertain méme si Savage [11] a pu les
équipés d’'une base axiomatique solide.

Quiggin [9] dans le risque, généralise ce modéle de I'atiispéré en proposant le modéle d'utilité
dépendant du rang et Schmeidler [13] dans I'incertain, gsepe modéle d'utilité & la Choquet en proposant
plus d’axiomatisation, qui s’adapte a des situations coroefle du paradoxe d’Ellsberg.

En s’inspirant de Schmeidler et en utilisant la capacité@tave de Choquet [7], notre modele permet
d’intégrer tous les facteurs exogénes tout en tenant codgstteractions possibles.

3. Présentation du modeéle

Nous allons avant tout présenter les éléments fondamedtamodéle de la théorie de la décision. Une
fois que le décideur a clairement identifier ces élémentmgétieur du probléme qu’il veut solutionner, il
obtient une vue d’ensemble qui lui permet de canaliser seig&s sur les points prioritaires. L'analyse du
probléme en sera d’autant plus simplifiée.



3.1. Pensemble des états de la nature et les événements

Ces éléments du modele de prise décision sont identifiés$ par {s;,...,s,} , qui est I'ensemble
des états de la nature. Dans notre cas I'ensemble de ceslétatture sont supposés exhaustifs et non
mutuellement exclusifs, c’est-a-dire si par exemgle: {Cyclone Inondation Pluie, Sécheress&/ent,

Crise politiqueCrise financiergEpidémie Guerre Asymétrie d'information
Maladie} , I'ensemble des éventualités prises individuellementroerf Crise financiére et Cyclone " est
possible et ainsi de suite.

En prenant en compte I'ensemble des interactions possikles & deux (par le principe de 2-additif),
nous trouvonsS’ un nouvel ensemble des états de la nature qui, subjectif cidedé, est définie par :
S' ={sp, ..., s, oum > n. En d'autres termes, les éventualités individuelles' 08’ contiennent les
interactions possibles des élémentsde, symbolise la neutralité des états de la nature ou aucun éahie
ne se produit. Soifl un ensemble d’événements fealors A est définie parl = {s’ € S'}.

Le dirigeant doit réguliérement prendre des décisions euvpnt constituer un ensemtle= {d, ..., d,}
dans un univers incertain. Dans sa réflexion, il sera auepasec plusieurs " inconnus " d’événemerde
S’ sur lesquels il n'a pas d'influence. Les résultats de sa idécipar conséquent, pourront étre ou ne pas
étre tels qu'il avait anticipé. L'anticipation ou la préiis de tout ce qui peut se produire est a exercer sans
égard au niveau de la probabilité d’occurrence de ces états.

3.2. Ladistribution des états du monde

D’une maniére générale, tout repose sur cette distribytam la prise de décision. Cette loi de distribu-
tion est trés complexes a déterminer et voir méme impos@ibleas de I'ignorance total). Nous supposons
dans ce travail le cas d’extréme limite (ignorance totatejréce a la capacité 2-additive de Choquet [7],
une meilleure décision est envisageable. Pour ce faires atbons utiliser les préférences subjectives du
décideur.

SoientP = {(s7,s5) € S’ x S’ : le décideur préfere strictement I'étdta s}, c’est-a-direC),(s7) >
C,(s5), C, estla capacité 2-additive de Choquet.

I={(s},s5) € 8 xS :ledécideur est indiférent ents¢ et s5}, c'est-a-direC,(s}) = C,,(s5).

Le décideur se trouve alors face a un choix qui est affect@mpainformation binaire [7{ P, I} qui est
complétée par la relation de monotodi& (il n'arrive pas a se prononcer sur son degré de satisfaetitne
les états du monde). La relation de monotonie est définie par :

o
Vx,yeS,a:My@{ y=s, etnorz(PUI)y)

Ji,5 € N telque[z = s;5,y = s;] etnor(z(PUI)y) (1)

Une fois les trois relations déterminées, nous constrgisemgraphe connexe du décideur qui sera réduit,
apres vérification de la propriété de monotonie de I'infdiorepréférentielle [7] (regroupement des chemins
de méme longueur), en graphes fortement connexe (voir fRjatd).

En effectuant un tri-topologique sur le graphe réduit, nooisvons les valeurs de étant définie par :

Vs € 8, u(d(s) = { 0 sil=0 )

(2n)! sinon
avecl € {0,...,q} ou{Xo, X1,...,X,} une partition deX obtenue par un tri topologique sur le graphe
réduit de circuit dans® U I U M) [7]. Pour I'ensemble des états la capacité 2-additiest définie par :

!/
[0
olla =3 p; hen i(sij) — (n—2) 3 ey p(si) N = {1,2,...,n} le cardinal pouvant prendre les états
de la nature d& 1 an. Cette mesure floue joue le rble de la loi des distributiorssélats de la nature qui
est subjective au décideur.




3.3. Lensemble des actions envisageables

Ce sont I'ensemble des actions pouvant survenir. Nous fgésentons pafF' = {fi,..., f,}. L'en-
semble des actions peut étre fini ou infini. Les limites soilesejue se fixe le décideur. Un acte est une
fonction f définie deS’ versC (C ensemble des conséguences).

3.4. La conséquence

La conséquence est un élément fondamental du modéle deodé&ille consiste en une fonction définie
surS’ et I. Elle provient de la combinaison d’un événement " avec une action 'f ". " C’est la valeur
numérique mesurant la " portée réelle " de cette conséquuencde décideur qui est utilisée dans le modéle
de décision ". Lensemble de conséquences est@oté{cy,...,c,}

Formellement, la conséquence est définie par :

C: 8xF — R
('.f) — s f)

En affaires, par convention, le décideur est amené, patreipe de rationalité, a déterminer en détail,
tous les états possibles méme pour ceux qui ont peu ou pasadeecte survenir. L'étude de I'ensemble
des actions, en fonction de chacun des cou(#ésF') et la détermination des résultats ou conséquehtes
permet, a priori, au décideur de statuer sur le degré degmwéaiu’il recherche dans ses réponses. Cette
analyse préliminaire est alors d’autant plus fiable et sgante.

3.5. La fonction d'utilité

L'individu placé devant un ensemble d’actions va, dans ymiesationnel, donner une valeur a chacun
des résultats escomptés. Ainsi, nous appellons indicditfutette valeur et I'ensemble de cette fonction
s’appelle fonction d’utilité. Cette fonction est définierpa

U: SxF — R
(s, /) — u(s'f)
qui permet de faire correspondre & tout coypgle ) un nombre réel(s’, f), appelé indice d'utilité.
Le probléme de décision peut se résumer par la matrice dsiolésiuivante :

Tableau 1. Matrice de décision

S’ 36 3’1 S;n
S S0 Sj Sn S12 N 8ij
fi | u(f1,80) u(f1,8j) u(f1,5n) || u(f1,512) u(f1,$ij)
Ja | u(f2,s0) u(f2,5j) u(f2,5n) || u(fo,s12) u(f2,8¢j)
Fo | alrs0) () u(Fnrsn) || ulFmss12) (o)

Une fois déterminé ce tableau et la distribution de la caga:additive alors le modéle de Schmeidler
est applicable.

3.6. Le modele

Considéranty une mesure floue qui dans notre cas, une capacité 2-addfifivet X une application
mesurable de&5' & valeur dan® ou (S, E) une fonction d’ensemble d& dans|0, 1] vérifiant»(0) = 0,
v(S) = 1 etmonotone. Le model§,, X dv est définie par :

0 —+00
- Xdv = / V(X >t)—1]dt +/O v(X > t)dt 4)

— 00



PourX discrete c’est-a-dir& = (21, A1;...;2:, A4j5...,2Tn, Ap) Olz; € R
1 <...,7... <z, A; € E, A; une partition de5’, le modéle est alors définie par [13] :

Xdv=x14+ (x2 —21)V(X > 22)+ ... + (2 — Tp_1)V(X > x4) (5)
Ch

Considérant” un ensemble de conséquencgsine application d&’ dansC, « une application crois-
sante deC dansR, X = u o f;X une application d&’ dansR, nous pouvons donc définir pouret v
données :

0 “+o0
/Ch u(f)dv = [m[y(u(f) >t) — 1]dt+/0 v(u(f) > t)dt (6)

appellée espérance d'utilité a la Choquet(CEU) de I'gcte
PourX discréte, X = u(f,s’), nous avons :

Ucn(u(fi, ') = ulfi, sp) +Z (fir85) = ulfis sj_1)v(u > u(fi, s})) (7

ou v est la capacité 2-additive de Choquet.
Cette évaluation de I'utilité espérée a la Choquet peufétitement déterminée par I'algorithme suivant.

Algorithme 1. soientN, n etu(f;, s;;) données en entré

1) Entrer les états de la natut€ et I'état neutre ;

2) Entrer les interactions possibles et fornfer;

3) Entrer les actions possibles;

4) Entrer les conséquences de chaque action par rapportatlte nature de5’ ;

5) Entrer les préférenceB, les indifférenceg et les monotonies/ ;

6) Construire un graphe orienté;

7) Vérifier si le graphe n'admet un circuit strict (i.e il n'iste pas un chemin dari$> U I U M) ou
x;Px;y1). Sioui passer a I'étape suivante ; Sinon on ajoute ou onvenlé arc pour ne pas avoir de circuit
et puis passer a I'étape suivante

8) Veérifier la propriété de la monotonie préférentielle

9) Construire le graphe réduit;

10) Faire un tri topologique suG’ : Soit { Xy, Xo,...,X,} la partition de X obtenu avec le tri
topologique su’ ;
0 sil=0

11) Calculer les valeurs de etv comme suit Vz € e, pu(¢(s')) = { (2n)! sinon

12) p(s') = 20
a = Z{i,j}eN p(sij) — (n—2) Zy‘,EN w(si)
13) Définir les vecteursu(f;, s}),v;) ;
14) Trier les vecteursu;, v;) par rapport au(fi, ) ;
15) Calculer I'utilité & la Choquet de I'act¢ ou décision comme suit :
Uen(u(fi,s') = ulfi, s0) + 2270 (ulfi, 85) — ulfi, s5o1))v(u > u(fi, s5))

16) La meilleure acte ou décision est le maximum des utifigégShoquet M ax(Ucy (u(f;, "))




4. |llustration

4.1. Cas1

Prenons le cas d'un marchand ambulant, il a comme décisiossilfes de remplir son chariot des
glaces, des boissons, des journaux ou des jouets. Sa déaisile dépend du contexte climatique (le temps :
Pluvieux, Humide, Vent, Chaud,...), politique (électiorise politique,...) et social (journée fériée ou non,
...). Dans sa matrice de décision, nous repportons lesp(ghins) attendus par le marchand. Notons par
s1 le temps pluvieuxss le temps froid,s; le temps chauds, le contexte politiquess le contexte social et

so symbolise la neutralité. La matrice de décision se préssnteme suit :

Tableau 2. Exemple pour le marchand ambulant

S’ | Glaces| Boissons| Journaux| Jouets
S0 50 200 20 40
$1 95 150 30 20
S 70 200 60 30
s3 500 400 80 100
S4 200 1000 800 30
S5 300 550 100 800
$192 70 30 10 20
S14 80 100 650 10
S15 100 200 400 1000
S04 60 200 600 100
$95 200 300 300 650
$34 250 400 500 150
835 350 500 100 1200
S45 800 600 800 700

Le graphes de préférences, des indifférences et des moempmwur I'agent décideur sont donnés par les

figureslet2:

Figurel. Graphe :G




S1

S14
JF
M
M
M
M M
834 SoF=—/M/—— 815 _— 52
M
M M I
MM
S45 Sq4 S5 525

En vérifiant la propriété de monotonie de I'information gré&htielle [7] et en construisant I'ensemble
de toutes les composantes fortement connexes du géapiaus obtenons le grapldg suivant :

Figure 2. Graphe :G’
§1525455512534535545

50/
53513514515524525

Et d’apres ce graphe, nous avons calculé les valeugsade (équations et 3 présentées dans la section
3).



Tableau 3. Calcul dey etv et évaluation de I'utilité a la Choquet

S’ Glaces| Boissons| Journaux| Jouets| ¢ 1 v

S0 50 200 20 40 {6} 0 0

51 95 150 30 20 {1} 10 | 0.08333
S2 70 200 60 30 {2} 10 | 0.08333
S3 500 400 80 100 {3} | 100 | 0.83333
84 200 1000 800 30 {4} 10 | 0.08333
S5 300 550 100 800 {5} 10 | 0.08333
S12 70 30 10 20 {1,2} | 10 | 0.08333
S13 100 150 20 10 {1,3} | 100 | 0.83333
S14 80 100 650 10 {1,4} | 100 | 0.83333
S15 100 200 400 1000 | {1,5} | 100 | 0.83333
So4 60 200 600 100 | {2,4} | 100 | 0.83333
Sa5 200 300 300 650 | {2,5} | 100 | 0.83333
S34 250 400 500 150 | {3,4} | 10 | 0.08333
S35 350 500 100 1200 | {3,5} | 10 | 0.08333
S45 800 600 800 700 | {4,5} | 10 | 0.08333
Uch 811,25| 4775 1815 1617.5

ULaplace 215 332 298 324

Uwald 50 30 10 10

Ubwrwice+ | 12,5 59,1 33,7 45,7

Ut urwics— 575 709 563 843

Usavage 900 800 1100 970

Par rapport a ce contexte, le marchand ambulant a intéréttéerbeaucoup plus des journaux dans son
chariot. En faisant une analyse comparative, nous trouyoate modéle de Wald4rg Max Minu(f(s')))
fEF s’eS’
basé seulement sur le caractére pessimiste du décideymptbeaucoup plus des boissons. Pour Hurwicz,
. . . ; . ) - ; p
la décision optimale donnée par I'expressidng Max[a Maz u(f(s")) + (1 — a) Minu(f(s'))] est le
feF s'es s'eS’
chargement des glaces dans le pessimiste (Hurwicz-) etalgeiment des boissons dans le cas optimiste
(Hurwicz+).
D rt Sav. Vi n modele regret maxi in M ")) av N=M N)—
e sa part Savage, avec son modele regret maxied (M in Max, R(f(s')) avecR(f, s’) azxu(g(s'))
feEF s'es’ geF
u(f(s")) ), la décision de moins de regret est des boissons.

42. Cas?2

Passons maintenant au choix du meilleur projet entre la @neialisation du RiZ P, ), la production de
pomme de terréP;)et la commercialisation de pomme de teffg) qui I'utilité va étre représentée par le
cash flow brut et ceci en tenant compte des états de la natuserjueprésentés par : Cyclone, Inondation,
Sécheresse et Crise politique. Prenons comme "état dedeelides phénomenes suivants : Cyclong(
Insécurité §>), Sécheressef) et Crise politique{s) et ces intéractions possibles et susceptibles d’appa-
raitre.

Tableau 4. Exemple de choix de projet a la Choquet



3 P P P;
so | 36190 | 246310 249037
s, | 366522 | 309581 | 337080
so | 100000 | 239190 270520
53 | 342522 | 304671 320581
s, | 370456 | 382925 393715
512 | 347377 | 279100 | 365444
s1a | 383791 | 223247 223667
503 | 1260437| 227863 | 351226
S0 | 339029 | 285474 374863
s34 | 366506 | 296213 | 387963

Dans notre exemple ol = 4, le graphe de préférences, des indifférences et des moes{wour I'agent
décideur sont donnés par le graphe suivant.

Figure3. Graphe :G

P
el €14 €4
M
M
D
P\ enn €2 €24
/ v P

634

P

En vérifiant la propriété de monotonie de I'information gréhtielle [7] et en construisant I'ensemble
de toutes les composantes fortement connexes du géapteus obtenons le grapli€ suivant :

Figured4. Graphe :G’



€3 €o €23
€34 €14, €12 €1
€4, €2 €24

Et d'aprés ce graphe, nous avons calculé les valeursade (équation® et 3 présentées dans la section

3).

Tableau 5. Calcul dep etv et évaluation de I'utilité & la Choquet
S ¢ 4 v Py P Py
S0 {®} | O 0 36190 246310 249037
$1 {1} 8 | 0.0555| 366522 309581 337080
89 {2} 8 | 0.0555| 100000 239190 270520
s3 {3} | 64| 0.4444| 342522 304671 320581
84 {4} 8 | 0.05655| 370456 382925 393715
S12 {1,2} | 64 | 0.4444 347377 279109 365444
$14 {1,4} | 64 | 0.4444| 383791 223247 223667
593 {2,3} | 64 | 0.4444| 1260437 227863 351226
S24 {2,4} | 64 | 0.4444| 339029 285474 374863
534 {3,4} | 64 | 0.444 366506 296213 387963
Uch 779845.444 | 360953.383| 545014.222
ULaplace 323854.1 | 279458.3 | 327136.9
Uwala 100000 223247 223667
Uburwiczo 5 185137 271150.4 | 274681.4
UHurwiczo » 298653.7 | 335021.6 342700.6
Usavage 170520 160544 160124

Notre modéle se démarque des autres et préfere le projetslople le modéle de Wald, de Laplace, de
Savage et le pessimisme de Hurwicz choisissent le projel @ptiimisme de Hurwicz le 2. A la différence
de ces autres modeéles, le notre permet d’intégrer les préfés, indifférences et monotonies subjectives du
décideur dans une situation d’ignorance totale.

Il permet au décideur de limiter au maximum possible le sdu fait que I'évaluation de la décision
est faite pour les états de nature qui lui sont seulemersfaistints. Ce modele est un outil qui fait I'objet
de plusieurs applications notamment dans I'agrégationcdegportements diversifiés [6] , la mesure de
corrélation et aussi la mesure des dépendances préféemfis.



L'utilisation d’une capacité 2-additive est justifiée ddiasgorithme de Mayag [7] selon laquelle, elle
permet de réduire le nombre de paramepes- 2 a ”("“) -1

Notre modéle est subjectif dans le sens ou les agents sosliéappidentifier eux méme les cas impos-
sibles comme dans I'application avess, e234 €t €123 €t la mesure floue est totalement subjective.

5. Conclusion

Face a une incertitude généralisée, aux influences desifa@rogenes, la prise de décision reste per-
plexe.

Lintégrale de Choquet par sa capacité a agréger les int@nacentre les criteres souvent conflictuels,
nous a permis de formaliser, d'une maniére assez réakstiédision dans un environnement d’ignorance
totale tout en tenant compte des facteurs exogénes.

Notre modéle qui se distingue des autres modéles existattgpiore les contextes environnementaux.
De plus, le modéle modele est totalement subjectif du fdit gst basé sur une distribution issue de I'in-
formation binaire du décideur et se distingue des autre$tpgrothése fondamentale des états de nature
non mutuellement exclusifs. Par cette hypothese, I'enge$ilest remplacé pa$’ avecS € S’ incluses
interactions possibles. Ainsi le tableau de décision sealgymenté de la partie droite bien remarquable
dans le tablead.

Ce modele peut étre confronté a une situation d’absenceatlass numériques et I'intégrale de Sugeno
qui représente le Choquet qualitatif, permettra de résocelproblématique.
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