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ELEMENTS DE GEOMETRIE POUR LA MECANIQUE DES MILIEUX
CONTINUS

B. KOLEV AND R. DESMORAT

RESUME. Ce texte est le résultat d’un dialogue entre un mathématicien et un mécanicien. Il est
destiné a faire le point sur le sujet des grandes déformations, d’'un point de vue géométrique,
en y maintenant un discours mathématique rigoureux tout en restant accessible et proche des
préoccupations des mécaniciens.
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1. L’ESPACE DES CONFIGURATIONS EN MMC

En mécanique des milieux continus (MMC), 'espace ambiant & est représenté par un espace
affine euclidien de dimension 3. En désignant par q la métrique euclidienne sur &, il vaut
mieux considérer cet espace comme une variété riemannienne (&', q) et oublier, dans un premier
temps, cette structure affine de I'espace. De facon imagée, on peut considérer (&£, q) ! comme le
< cahier de laboratoire tridimensionnel > (ou systéme de référence) d’un observateur dans lequel
il consigne ses observations, apres avoir choisi une unité de longueur (la métrique). Le milieu
matériel est paramétré par une variété a bord (compacte et orientable) de dimension 3, notée
P et dénommée habituellement par I'anglicisme body. Cette variété £ est munie d’'une forme
volume 1, la mesure de masse [49].

Remarque 1.1. La coutume veut que 'on désigne habituellement les grandeurs matérielles (i.e.
définies sur le body ) par des lettres majuscules alors que les grandeurs spatiales (i.e. définies
sur l'espace &) sont représentées par des lettres minuscules.

Une configuration d’un milieu matériel est représentée par un plongement (les particules ne
peuvent occuper le méme point de l'espace) de classe C'*°

p:AB—E

et dénommé placement en mécanique. La sous-variété Q2 = p(#) correspond a une configuration
du systeme. L’application linéaire tangente T'p : T — T'& est traditionnellement désignée par
les mécaniciens comme le gradient de la transformation et notée F.

Remarque 1.2. Certains auteurs tiennent beaucoup & utiliser une configuration de référence

Q0 = pO(%)a
afin de pouvoir considérer le body comme une sous-variété de l’espace &. De fait, ils travaillent
alors avec ’application
pi=pop,’, Q-

alors dénommée la transformation [14, 21, 49, 50].

L’espace des configurations en MMC est donc 1’ensemble, noté Emb(4%, &), des plongements
lisses de A dans & (plongement se dit embedding et parfois imbedding en anglais). Cet ensemble
peut étre muni d’une structure de variété différentielle de dimension infinie [24] (une variété
de Fréchet). L’espace tangent & Emb(%, &) en un point p € Emb(4, &) se décrit de la fagon
suivante. Soit p(t) une courbe dans Emb(%, &) telle que p(0) = p et (9;p)(0) = p¢(0) = V, alors
lespace tangent en p € Emb (%, &) est 'ensemble

T,Emb(#,8) ={V € C*(A,T&); moV =p},

ol V est décrit par le diagramme suivant :

7% . T8

|\

B P e

1. Pour étre plus exact, la variété & n’est pas < ’espace > mais la fibre type, de dimension 3, d’une variété
fibrée de dimension 4 munie d’une structure galiléenne [27, 28, 11].
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On reconnait V' comme une vitesse Lagrangienne. TEmb(2, &) est 'ensemble des wvitesses la-
grangiennes virtuelles. Lorsque I'on précise un chemin de plongements p(t), alors la vitesse la-
grangienne associée a l'instant ¢,V (t) = d;p(t) = p;(t) appartient a I'espace tangent 7},;)Emb (%, &).
Attention, il ne s’agit pas d’un champ de vecteurs, ni sur %, ni sur Q, = p(#)! On peut toutefois
fabriquer des champs de vecteurs a partir d'une courbe p(¢,X) et de sa vitesse Lagrangienne
pt(ta X) :

— Sur %, en posant U(t,X) := (Tp~L.V)(t,X);

— Sur Q, = p(%), en posant u(t,x) := (V op~1)(¢,x).

Ces champs de vecteurs, respectivement dénommés wvitesse eulerienne d gauche et vitesse
eulerienne a droite jouent des roles fondamentaux en mécanique.

Remarque 1.3. La vitesse eulerienne & gauche (ou vitesse matérielle) intervient dans les équations
d’Euler de la dynamique du solide rigide [15], alors que la vitesse eulerienne a droite (ou vitesse
spatiale) intervient en mécanique des fluides (mais aussi en mécanique du solide déformable). Une
vision unifiée de ces équations a été proposée par Arnold dans un article dédié au bicentenaire
des équations d’Euler du solide rigide [2].

Depuis le programme d’Erlangen (1872) de Felix Klein [26], une géométrie, c’est un groupe !
ou plus exactement I’action d’un groupe sur un ensemble [46]. Il est donc important de détailler
les groupes qui ressortent naturellement dans ce modéle :

— Le groupe des difféfomorphismes de 2, noté Diff (A) ;

— Le groupe des difféomorphismes de # qui préservent la mesure de masse i, noté Diff , (%) ;

— Le groupe des difféomorphismes de &, noté Diff (&) ;

— Le groupe des isométries de la variété riemannienne (&, q), noté Isom(&,q) (qui est le

groupe des déplacements de I'espace affine euclidien) ;

Une des difficultés en mécanique des grandes déformations vient du fait que certains auteurs
travaillent avec des wariables matérielles et d’autres avec des wariables spatiales, multipliant
par conséquent les définitions des concepts fondamentaux comme le tauxr de déformation ou
les contraintes. Sur le fond, cela n’est pas vraiment génant, a condition de savoir jongler as-
tucieusement et rigoureusement entre ces jeux de variables. Cela est possible et méme facile a
condition de maitriser les concepts mathématiques de pull-back et push-forward rappelés dans
I’Appendice C.

A chaque plongement p correspond une forme volume p, p sur la configuration Q, = p(Z%). Par
ailleurs, la métrique riemannienne q induit sur 2, une forme volume, notée voly. Par conséquent,
D/t est proportionnelle a volg

(1.1) P« = pvolg,

ce qui permet de définir la densité de masse p comme une fonction scalaire sur le domaine spatial

Q.

De méme, a chaque plongement p € Emb(%, &) correspond une métrique riemannienne
v = p*q € Met(A),

ou Met(%) désigne ’ensemble des métriques riemanniennes définies sur . On pourra noter
que la courbure riemannienne de ~ est nulle quand % est une variété a bord de dimension 3
(ceci n’est évidemment plus vrai en théorie des coques ot & est une variété de dimension 2). La
question suivante se pose alors naturellement. Soit

¢ : Emb(%4, &) — Met(4), p— piq,
cette application est-elle injective? La réponse est non et le défaut d’injectivité s’explique
facilement. Soit p un plongement et v = ®(p) alors étant donné n’importe quelle isométrie
g € Isom(&, q) et n'importe quelle isométrie h € Isom(%,~), on a
(gopoh)'a="n"p*(g°a) =h"p'a=h"y =7
et donc
®(gopoh)=2(p).
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Inversement, considérons deux plongements p et p tels que ®(p) = ®(p) = ~. Alors
p:=pop : Q, = Qp
est une isométrie. C’est donc la restriction & , d'un déplacement g € Isom(&’,q) tel que
Q5 = g(€p). On a donc
p=gopoh,
oit h := (p)~Logop € Isom(%,~). On pourra noter, toutefois qu’en général, le groupe des

isométries Isom (%, «) est réduit a I'identité, ce qui n’est pas le cas du groupe Isom(&, q) qui est
un groupe de Lie de dimension 6.

Remarque 1.4. Le volume riemannien voly sur Met(%) et la mesure de masse ;1 sont reliés par
une fonction positive définie sur Z. Des relations
Pt = pvolq, voly = p*volg,
on déduit que
p = (p*p)voly.
Ceci nous amene a introduire la densité de masse intrinseque (ou densité de masse sur le body)

comime

N p
12 = =
(1.2) Py =P =

pour la métrique « ou encore comme

w
vOoly,

(1.3) Pyo = pp=

pour la métrique ~g.

2. DEFORMATIONS ET CONTRAINTES

Un mouvement en MMC correspond & une courbe p(t) dans Emb(Z£, &) (un chemin de plon-
gements). A ce mouvement est associé une vitesse lagrangienne

Frp(t, X) = V (¢, X)
et une vitesse eulerienne (a droite)
u(t,x) = V(t,p~'(t,x)).

Traditionnellement, on définit le taux de déformation (sur €2,) par la quantité
~ 1
d:.=—-(V Vu)
L (Vut (Vu)

olt Vu est la dérivée covariante de la vitesse eulerienne w et (Vu)! désigne la transposée (par
rapport a la métrique q, voir Appendice B) de l'opérateur linéaire w — V,,u. Les champs de

tenseurs d, Vu et (Vu)! sont mixtes de type (1,1). Dans un systeme de coordonnées locales,
leurs composantes respectives s’écrivent d;, (Vu)? ; et (Vu)t)? ;- Grace a la métrique q sur €2,
on peut transformer le champ de tenseurs mixte d en un champ de tenseurs covariants d’ordre
2, d := qd, c’est a dire

(2.1) dij = qikc/i\kj.

Lemme 2.1. Le tenseur tauz de déformation d satisfait ’équation

1
dzigu(%

ot Ly est la dérivée de Lie par rapport a la vitesse eulerienne u et q est la métrique sur &.
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Démonstration. C’est une application directe du théoréeme E.5 pour k = q, sachant que par
définition Vq = 0. En utilisant de plus la relation (B.1), on obtient donc

Zwq=qVu+ (Vu)*q = qVu + q(Vu)' = 2qd = 2d,

(Vu)*, (Vu)! étant respectivement 'adjoint et le transposé de 'opérateur (Vu) par rapport a

la métrique q (voir Appendice B). O
A chaque plongement p correspond une métrique riemannienne v := p*q sur le body 4.
Par ailleurs, on peut également définir D := p*d, qui est un champ de tenseurs covariants

symétriques sur Z.

Remarque 2.2. p étant une isométrie entre les variétés riemanniennes (%,v) et (£,q), on a
également
D =~(V'U)?,
ot U désigne la vitesse eulerienne & gauche et 2D = AVYU + (VYU )*y = vVU +~(VU)'.
Théoréme 2.3 (Rougée, 1980, 1991). Le long d’un chemin de déformation p(t), la métrique
riemannienne sur B, v(t) = p(t)*q, satisfait ’équation d’évolution
Yt = 2D.
Démonstration. C’est une application directe du théoréeme D.7 avec k =~ et du lemme 2.1. On
obtient
Y = p* (O + Lwuq) = p*(2d) = 2D.
]

Le mécanicien considére trés souvent une configuration de référence py : Z — & avec Qg =
po(#) et donc la vitesse lagrangienne sur celle-ci

Voi=pr=uop=Vop'
Il introduit également les définitions suivantes de tenseurs métriques.
Définition 2.4. Soit ¢ =p opo_l. Le tenseur de Cauchy-Green droit, défini par
C:=¢*q=F,qF, = qF_F,,
est un champ de tenseurs covariants symétriques sur la configuration de référence Qg = po(A).
Le tenseur de Cauchy-Green gauche, défini par
b:=¢.,q ' =F,q 'F, =F,F,q ',
est un champ de tenseurs contravariants symétriques sur la configuration déformée Q, = p(%).

Remarque 2.5. On a :
poC = poy*q =p'q =1,
et

1 1

- - -1
p'b=p'o.a =pa =7, -

La notion de contraintes est duale de celle des déformations. Le concept le plus commun est
celui de tenseur des contraintes de Cauchy o, défini sur la configuration 0, = p(#) et qui est
un champ de tenseurs d’ordre 2 contravariants et symétriques (on utilisera également sa forme

mixte : & := 0q). A ce concept dual des déformations est associé une forme linéaire

2(d) = /(U:d)volq :/ (T:d) pvolg,
Q Q
ou T := o /p est le tenseur des contraintes de Kirchhoff.

Remarque 2.6. Cette forme linéaire correspond en mécanique a 'opposée de la puissance virtuelle
des efforts intérieurs.
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Ceci nous ameéne a introduire un tenseur des contraintes sur le Body [38], ou tenseur de
Rougée, contravariant et symétrique, 8 := p*71, qui apparait naturellement a partir de la formule
du changement de variables

B
Un second tenseur des contraintes, également contravariant et symétrique,

(2.2) S :=poc=py0
peut étre défini sur le Body [35], de sorte que

(2.3) Q:A(a:d)volq:/(szn)vol,,.

B
Le tenseur 6 sera dénommé tenseur des contraintes intrinséque ou tenseur de Noll.
On définit également habituellement les deux tenseurs de contraintes de Piola-Kirchhoff.

2(@)= [ (r:d)pvolg = [ D)

Définition 2.7. Soit ¢ =p opa1 et F, = T'¢. Le premier tenseur de Piola-Kirchhoff, noté P =
(P*), contravariant et non symétrique, et le second tenseur de Piola-Kirchhoff, noté S = (S!”),
contravariant et symétrique, sont définis sur €2y par :

P := poF .S, S:=p"r.
On utilisera également la forme mixte du premier P= Pq.

Remarque 2.8. S est un champ de tenseurs sur la configuration de référence €y, P n’est pas
un champ de tenseurs sur g (tout comme les vitesses lagrangiennes V' et V| ne sont pas des
champs de vecteurs, c¢f section 1). Il fait en fait intervenir deux configurations et non pas une
seule : la source € et le but TQ, @ T*()y. Pour cette raison, P est parfois dénommé dans la
littérature [33] un < two-points tensor .

Notons finalement, qu’afin de rester cohérent avec la notion de pull-back (et comme dans [38,
40, 41]), les tenseurs de Kirchhoff 7 = o/p, de Piola-Kirchhoff S = ¢*7 et de Rougée 68 = p*r
ont été définis & partir de o /p et non pas a partir de (J, 0 1) o ou

Po
2.4 Jp = ,
(24) o=
comme dans les textes classiques [14, 49, 21, 50, 33, 32, 6, 22, 42, 47].

3. LA VARIETE DES METRIQUES RIEMANNIENNES

L’ensemble Met (%), des métriques riemanniennes définies sur % acquiert donc une certaine
importance en MMC. Le lecteur pourra se référer aux travaux de Rougée [40, 41] pour une
formulation géométrique de I'hyper-élasticité comme comme un champ de vecteurs sur Met (%),
autrement dit comme une section F' : Met(#) — TMet(£) du fibré tangent TMet(%). La for-
mulation des lois d’hypo-élasticité (5.1) est quant a elle interprétée géométriquement en Sections
5-6.

I se trouve que Met(#) est lui-méme une variété de Fréchet, en fait un ouvert conveze de
lespace vectoriel de dimension infinie (un espace de Fréchet et non un espace de Banach)

I(S*T* %),
des sections C* du fibré des tenseurs covariants d’ordre 2 symétriques. L’espace tangent Ty Met (%)
s’identifie donc canoniquement avec 1’espace vectoriel I'(S?T*%) et le fibré tangent TMet (%)
est trivial
TMet (%) = Met(#) x T'(S*T*B).
On peut munir la variété des métriques Met(#) d’une structure Riemannienne naturelle, en
posant

(3.1) e

7(51,52) = /ﬁtr('y_lslfy_lez)u, e',e? € T,Met(%),
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1 —-1.2 kl 2

o tr(ylelyle?) = Hligl yMe ;1> dans un systeme de coordonnées locales. Celle-ci a été intro-
duite par Rougée [40, 41] et semble bien adaptée pour la formulation géométrique de plusieurs

concepts en mécanique du solide. Nous la dénommerons pour cette raison la métrique de Rougée.

Remarque 3.1. Dans (3.1), un point X € Z étant fixé, l'intégrant correspond & un produit
scalaire sur l'espace (de dimension finie) des matrices symétriques et cette métrique peut s’in-
terpréter comme la < moyenne > de ces produits scalaires. Il s’agit d’un cas particulier de
métriques dites affines [1] et dont la structure est assez riche.

En relativité générale, ou aucune forme volume n’est définie a priori, on utilise plutot une
variante de cette métrique, la métrique d’Ebin [13, 17, 8] définie par

i
ou voly désigne le volume riemannien associé a la métrique . Une propriété importante de
la métrique d’Ebin est qu’elle est invariante par le groupe des difféomorphismes Diff (%). Plus
précisément :

(3.2) G (et €?) = / tr(y ety te?) vol,, e',e? € T,Met(%).

Goay(p'el, p'e®) = Gy(e!,€?),  Vyp € Diff(2).
Contrairement a la métrique d’Ebin G, la métrique de Rougée G¥, elle, n’est pas invariante par
le groupe des difféomorphismes Diff (%) mais seulement par son sous-groupe

Diff ,(#) := {p € Diff (B); ¢*u = p},

des difféomorphismes qui préservent la forme volume p (la mesure de masse).

Ces structures riemanniennes sur Met(%) sont relativement bien comprises et ont été in-
tensément étudiées ces dernieres années [12, 13, 17, 19, 8]. On notera toutefois des différences
fondamentales importantes entre la géométrie riemannienne sur une variété de dimension finie
ou sur une variété de Fréchet.

Une métrique riemannienne G définie sur une variété M (de dimension finie ou infinie) induit
une application

G:TM —T*M
qui est injective (une métrique est, en chaque point, une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée). Si M est de dimension finie cette application est nécessairement bijective mais ceci
n’est plus nécessairement vrai en dimension infinie. On distinguera alors une métrique rieman-
nienne forte (si G est bijective) d’une métrique riemannienne faible (si G est seulement injective).

3.1. Dérivées covariantes. Sur un espace vectoriel de Fréchet, seule la notion de dérivée
directionnelle a un sens. Sur I'(S?T*%), celle-ci s’écrit

(33) Bte = Bte(t, X),

étant entendu que € est un champ de vecteurs dépendant du temps et que la dérivée partielle
par rapport au temps ¢ s’effectue dans chaque espace vectoriel (de dimension finie) T% %.

Plus généralement, une dérivée covariante sur T"Met(Z) est un opérateur linéaire D qui associe
a chaque champ de vecteurs &(t) défini le long d’une courbe v(t) € Met(A) (i.e. moe(t) = (1)),
un champ de vecteurs Dye défini le long de +(t) et qui satisfait la régle de Leibniz

Di(fe) = fie + fDy(e),

pour toute fonction numérique f : t — f(t). Dans le cas ou on a besoin d’insister sur la
dépendance de cette dérivée covariante par rapport au chemin de métriques 7 : t — ~(t), on
utilisera de préférence la notation

Dg €

Dt~

En particulier, 9; définit une dérivée covariante sur I'espace vectoriel I'(S?T*%) qui induit,

par restriction sur Pouvert Met(4), une dérivée covariante que l'on peut considérer comme
canonique. Tout autre dérivée covariante sur TMet (%) pourra donc s’écrire

DtE = 8ts + I‘.y('yt, E).
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La connexion riemannienne associée & une métrique G sur Met(%) est caractérisée, d’une
part, par le fait d’étre compatible avec la métrique G, c’est a dire

d

dt
pour toute famille & un paramétre v(t) € Met(%) et tous champs de vecteurs e!(t), €2(t) définis
le long de ~(t) et, d’autre part, par le fait qu’elle soit symétrique, c’est & dire

Dsat’)/(u 8) = Dtas’Y(ta 3)'

G’y(t) (61 (t)v 52 (t)) = G'y(t) (Dtel(t)7 62 (t)) + G'y(t) (El(t)7 Dt€2 (t))7

pour toute famille & deux parametres y(¢,s) € Met(%). 1l faut noter, toutefois, que pour une
métrique riemannienne faible, comme c’est le cas de la structure riemannienne sur Met (%), seule
I'unicité d’une dérivée covariante symétrique qui préserve la métrique (connexion de Levi-Civita)
est assurée mais pas son existence, a priori.

Théoréme 3.2. La métrique de Rougée G* définie par (3.1) sur Met(A) admet l'unique dérivée
covariante symétrique suivante compatible avec elle

1
(3.4) Die = e — 5 (v 'e +ev M)

Remarque 3.3. Sa courbure, définie par

D D D D
R(as,at)e = EEE — EEE

est non nulle et s’écrit

1. - _
R(0s,00)e = v [[v vy vs), v ]

ou la notation [-, | siginifie le commutateur de deux tenseurs mixtes d’ordre 2.

On pourra observer le fait notable suivant : bien que la métrique de Rougée dépendent ex-
plicitement de la forme volume p, la dérivée covariante associée n’en dépend pas. Cette dérivée
covariante est de plus invariante par I’action de tout le groupe des difféomorphismes sur Met (%)
(alors que la métrique n’est invariante que par le groupe des difféomorphismes qui préservent
la forme volume p). Autrement dit, étant donné un difféomorphisme 1 € Diff (%), une courbe
~ : t — y(t) sur Met(#) et une courbe &(t) sur TMet(#) définie le long de 7, alors

Dt Dt
et donc

Py (670, 07°€) = 4° (T ()

Remarque 3.4. La dérivée covariante associée a la métrique d’Ebin (3.2) sur Met(#) a été
calculée dans [19]. Elle est légerement plus compliquée et s’écrit :

1 - B 1 1 1
(3.5) D :=de—3 (%7 etey iyt gty Ty e)y - S tr(y T im)e — Sty 16)%)-

Elle est également invariante par Diff (£).

Le dual TyMet(%) est un espace de tenseurs-distributions, c’est & dire de formes linéaires
continues sur 'espace des champs de déformations virtuelles 7, Met (). Toute dérivée covariante
sur TMet(Z) induit formellement une dérivée covariante sur le fibré cotangent T*Met(4), grace
a la regle de Leibniz, définie par

(3.6) (DiP)(e) = 0i(P(eg)) — P (Dye),

pour tout champ de covecteur P et tout champ de vecteurs e définis le long d’une courbe

~(t) € Met(2B).
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Soit maintenant @ un champ de tenseurs contravariants d’ordre 2 sur Z. Alors, sa < puis-
sance >

(3.7) P(e) = / (0:e)p, e € T(S*T* %)

B

définit une forme linéaire continue sur 7, Met(%) ~ I'(S*T*%) et s'interpréte donc comme un
élément de T3Met(%). On a de plus

D.P(e) = /g (0,0 :€ — 0 :T(v1,€)) .

Lorsque cette derniere expression possede une densité, on dit que la dérivée covariante D préserve
les distributions a densité et on s’autorisera alors I’abus de notation suivant :

D:P(e) = /@ (DO : €) .

3.2. Géodésiques et transport parallele. En géométrie riemannienne, les géodésiques sont
définies comme les extrémales de la fonctionnelle énergie

1
B0) =5 [ e

Pour la métrique de Rougée, elle sont donc solutions de I’équation d’Euler-Lagrange associée
qui s’écrit :

Diye = it — vy~ v =0,
ou les dérivées partielles doivent étre comprises comme des dérivées dans ’espace vectoriel de
dimension fini SQT)*(B , X étant fixé. Cette équation est équivalente a

0(v" ') = 0.

L’équation des géodésiques est une équation différentielle du deuxieme ordre sur Met(%). Etant
donné des valeurs initiales (7o, &p), on introduit le tenseur mixte gy := ey et on obtient

Y (t) = ~voexp (t&o) -
On en déduit 'expression de I’exponentielle Riemannienne associée a la métrique de Rougée
G*. Celle-ci est définie comme le temps 1 du flot géodésique @ (¢, o, €), out (70, €) sont les données
initiales (position—vitesse) a I'instant ¢ = 0 de la géodésique v(t) = ®(¢,70,€). On a donc :

Exp,m(s) = g exp (’70_15) .
Cette application exponentielle est de plus un difféomorphisme local [19, Theorem 3.4].
Un champ de vecteurs sur Met(%), défini le long d’une courbe () est dit paralléle pour la
métrique de Rougée si

1

1 _ _
Die = Oie — B (vev te+ ey 'w) =0.

Cette équation se réécrit

_ 1, 4 _ _ _ PO
h(vle) =5 (v ev Im =T vy Tle) =8 - %iE,
avec € := v le et 4; := v ;. Soit ﬁ(t) le tenseur mixte, solution de I’équation lindaire

h = (h#;)/2. Alors, I'équation

O€ = €7y — M€
s’integre en

o, (ﬁaﬁ*) _0,
ce qui nous donne

~

&(t) = h~L(t) (Eogoﬁgl)h(t).

Remarque 3.5. Tout champ de vecteurs parallele € sur Met(%) pour la métrique de Rougée est
isospectral, dans le sens ou €(t) et €y ont les mémes valeurs propres.
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3.3. La variété Met(#) comme produit de variétés riemanniennes. Met(Z#) étant un
ouvert de I'(S*T* %), on peut également voir v € Met(%) comme un élément de T, Met(%) et
donc considérer I'application

¥ =, Met(#) — TMet(A)
comme une section du fibré tangent, c’est a dire un champ de vecteurs. On peut donc écrire
(3.8) TyMet (%) = C*(B)y ® (C(B)7)",
ou 'orthogonalité peut se référer, soit a la métrique d’Ebin (3.2), soit a la métrique de Rougée (3.1).
Dans les deux cas, I'espace (C*°(%)~)* s’écrit
(CX(B)y)" = {e € T(S*T"B); tr(v~'e) = 0},
et on a le résultat suivant.
Lemme 3.6. Soit p € Emb(#,&), k un champ de tenseurs covariant d’ordre 2 sur )y, = p(A#)
et
k = k" + kP,
sa décomposition en partie sphérique (on dit encore hydrostatique) et déviateur (par rapport a
la métrique q sur & ). Alors, le pullback de cette décomposition
p*k — p*kH —|—p*kD
correspond a la décomposition orthogonale (3.8).

A la décomposition du fibré tangent (3.8) correspond une structure de variété riemannienne
produit de (Met(#), G) [9]. En effet, soit Vol(#) I'ensemble des formes volumes positives sur %.
Il s’agit d’un cone ouvert dans I'espace vectoriel Q3(%), des formes différentielles de degré 3 sur
A (c.f. Appendice F). Etant donnée une forme volume p sur 4, on définit alors la sous-variété

Met,, (#) := {v € Met(%); voly = u}
de Met(Z) et I'application
U, : Vol(B) x Met,(B) — Met(B),  (v,7) = (v/u)*3.

Alors, cette application est une isométrie riemannienne si on munit Met(%) de la métrique
de Rougée G*, ainsi que la sous-variété Met,(#) et si I'on introduit sur Vol(#) la métrique

riemannienne suivante A
w1 w2
Gy(wi,we) = = < — > < — >
V( ! 2) 3 /% v v a

La variété riemannienne (Met(£), G*) est donc un produit de variétés riemanniennes.

4. COVARIANCE CENERALE — INDIFFERENCE MATERIELLE — OBJECTIVITE

La mécanique classique est un systeme de croyance : chacun d’entre nous croit vivre, a chaque
instant, dans un espace affine euclidien orienté de dimension 3 et disposer d’un temps absolu.
Ces hypotheses semblent confirmées par 'expérience dans une bonne approximation, du moins a
I’échelle quotidienne. En paraphrasant Jean-Marie Souriau [45], nos horloges sont théoriquement
synchrones et nous nous attendons a ce que, quelque soit le destin de chacun d’entre nous, elles
indiquent la méme heure a chacune de nos rencontres et par extension que le temps soit le
méme partout. De méme, les longueurs semblent avoir un sens absolu. L’univers newtonien M
est donc modélisé par un espace euclidien tridimensionnel & et une fléche du temps absolu 7.
Le choix d’un repére de temps et d’un repere d’espace orthonormé permet ainsi de localiser tout
événement de l'univers par un quadruplet de nombre réels (¢,x,y, z) qui sont les coordonnées
de cet événement dans ce référentiel et que 'on écrira de maniére plus condensée sous la forme
(t,x). Par conséquent, il est traditionnellement fait le postulat quun changement d’observateur
conduit a une transformation

(t,%) = (t + to, g(t)x), g(t)x = a(t)x +b(t), a(t) € O(3),b(t) € R?,
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ou g(t) est un déplacement de 'espace affine euclidien & dépendant du temps.

La notion d’objectivité ou d’indifférence matérielle, en langage moderne, bien que souvent
confuse et sujet a controverse dans la littérature mécanique, semble remonter aux travaux d’Ol-
royd [36] et au célebre ouvrage de Truesdell et Noll [49], qui ont cherché a formuler des principes
de covariance que devaient respecter les lois de comportement. Nous n’entrerons pas dans le
débat sur le bien-fondé de ces hypotheses ici mais nous chercherons a clarifier la définition
mathématique du concept d’objectivité.

Définition 4.1. Soit .# : p +— t; une application qui a tout chemin de plongements p := (p(t))
associe un champ de tenseurs (ou une fonction scalaire) t;, dépendant du temps ¢ et défini, a
chaque instaEt tL sur €, := p(t)(£). Soit g := (g(t)), un chemin de déplacements de 'espace
& et notons g * p, le chemin de plongements défini a 'instant ¢ par g(¢) o p(¢). On dira que :
(1) F est objective si
tap(t) = g(t)« t5(0),
pour tout chemin de plongements p et tout chemin de déplacements g ;

(2) F est covariante générale si

t[ﬁ*ﬁ(t) = So(t)* tﬁ(t)’
pour tout chemin de plongements p et tout chemin de difféomorphismes ¢ := (¢(t)) de
I’espace ;

ou g(t)« et p(t)s signifient les push-forward par g(t) et par ¢(t).

Remarque 4.2. En language mathématique plus rigoureux, I'application .# correspond & une
section (le long d’une courbe p) du fibré vectoriel

c= || &

pEEMb(B,£)

6y ={t € C*(Q,,T); mot =id}
est I’espace vectoriel des champs de tenseurs d’un type donné T sur & mais définis a priori
uniquement sur €2,. L’objectivité (ou la covariance générale) se traduisent par des propriétés
d’équivariance de ces sections.

Remarque 4.3. 1l est évident que toute application .% covariante générale est également objective
mais 'inverse n’est pas vrai.

Exemple 4.4. Soit T un champ de tenseurs défini sur # et soit .7 (p) = t5, avec tz(t) = p(t),T.
Alors % est covariante générale et donc objective.

Exemple 4.5. Etant donné un champ de tenseurs t défini sur &, soit .%(p) = t5, ol t5(t) est la
restriction de t a ;) = p(t)(#). Alors F est objective si et seulement si gt = t quelque soit le
déplacement g. En particulier, si t est une fonction scalaire, alors elle est constante. Si t est un
champ de vecteurs, alors t = 0. Si t est un champ de tenseurs covariants d’ordre 2 symétriques,
alors t = Aq est sphérique. Si t est un champ de tenseurs covariants alternés d’ordre 3, alors
t = Avolq est proportionnel a la forme volume canonique euclidienne.

Remarque 4.6. Deux exemples physiques complémentaires de vecteurs et de tenseurs d’ordre 2
non objectifs viennent illustrer I’exemple précédent.
— Les champs électrique E et magnétique B, aucunement liés & la configuration 2 et définis
sur tout ’espace &, ne sont pas des grandeurs objectives.

— Dans un milieu homogene isotrope défini par une permittivité électrique €y et une perméabilité

magnétique g, le tenseur électromagnétique de Maxwell, d’ordre 2, ici covariant,
1 1 1
«(EwE-3IB ) + o (BoB- B a)
Ho 2

n’est pas objectif. En particulier, ni £ ® E ni B ® B ne sont objectifs.
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Exemple 4.7. Soit .# : p — wug, 'application qui a tout chemin de plongements p associe sa
vitesse eulerienne (& droite)

uz(t) = (Op) o p(t) ™",
qui est un champ de vecteurs sur {2,;). Alors, on a :
ug(t) = g()wup(t) + w(t),

ott w(t) := (0yg) o g(t)~! est la vitesse d’entrainement. La vitesse eulerienne n’est donc pas
objective.

Exemple 4.8. Lorsque 'on passe de p(t) a p(t) = g(t) op(t), ou g(t)x = a(t)x+b(t), le gradient
de la vitesse eulerienne se transforme de la fagon suivante
Vu; = a(Vuy)d' + w,

oll w = aa~! est antisymétrique. L’application p — Vug n’est donc pas objective mais le taux
de déformation

-~ 1
dj = 5 (Vuz + Vi)
Pest. 11 n’est toutefois pas covariant général.

La notion d’objectivité (et de covariance générale) s’étend, sans difficulté, des champs de
tenseurs aux tenseurs-distributions, c’est a dire aux formes linéaires sur les champs de tenseurs
et en particulier aux puissances virtuelles. Plus précisément, soit &7 un chemin de tenseurs-
distributions sur l'espace des champs de tenseurs covariants symétriques d’ordre 2 et soit g un
chemin de déplacements. On dira que 275 est objectif si

P(t) = 9(1)« Z5(1),

(9« Z5)(k) := Z5(97K),
pour tout champ de tenseurs covariants symétriques d’ordre 2 défini sur €2,. Cette définition
étendue nous permet de formuler le résultat suivant dénommé théoréme de Noll [49].

Théoréme 4.9. La puissance virtuelle d’une distribution a densité
P5(k) = / oy :kvolg
QP
est objective si et seulement si le champ de tenseurs o lest.
Démonstration. La puissance virtuelle &5 est objective si et seulement si

P5i(t) = 9()« Z5(1),

ce qui se réécrit, en utilisant la relation g, Z5(k) = Z5(g*k) définissant I’action de g,

/ a5t (t) :l_<volq = / o(t) (g(t)*k) volq,

Q501) L0

pour tout champ k défini sur Q; et ot on a posé p(t) = g(t) o p(t). Mais
or3(t) 1 (9(8) ) volg = g(1)" (9(8)a5(t) : K volg)

car g(t)*volq = volg. L’objectivité de &5 se traduit donc, apres utilisation de la formule de
changement de variable, par

J

Ceci étant vrai pour tout champ k, on a bien Déquivalence entre 925,5(t) = g(t). P5(t) et
055(t) = g(t)«o5(t), ce qui acheve la preuve. O

o55(t)  kvolg = / g(t)«o5(t) : kvolg.

() Q51)
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5. DERIVEES MATERIELLES

La notion d’objectivité a été étendue, en mécanique des milieux continus, aux dérivées tempo-
relles. Celles-ci interviennent de manieére récurrente en mécanique des matériaux et sont ’objet
d’une littérature abondante, bien que cette notion semble rarement définie avec rigueur. Rap-
pelons également que ces dérivées, notées d;/dt dans ces notes et le plus souvent appliquées a
des grandeurs objectives, sont souvent utilisées pour formuler des lois d’hypo-élasticité sur la
configuration déformée [25, 48]. Par exemple pour les matériaux solides on écrit parfois :

dsT dyT" T
5.1 L—=E:d L = FiMq
(5:1) dt ( dt &
ou T est le tenseur des contraintes de Kirchhoff (éventuellement, le tenseur de Cauchy o), d le
taux de déformation, et E le tenseur d’(hypo-)élasticité, d’ordre 4, a priori fonction de 1'état
de déformation [5, 44]. En mécanique des fluides, une relative élasticité du milieu fluide est
introduite en écrivant par exemple [36] :

dyo
(5.2) o+ )\% =2nq 'dq7!,

ol 7 est la viscosité dynamique, et A le temps de relaxation.

Définition 5.1. Une dérivée matérielle est un opérateur linéaire d;/dt opérant sur les champs
de tenseurs t; définis le long d’un chemin de plongements p : ¢ — p(t) et satisfaisant de plus la
regle de Leibniz

d dz
B (fe) = @)t + £ (1),
pour toute fonction f :t — f(t).

Remarque 5.2. En langage mathématique plus rigoureux, une dérivée matérielle correspond a
une dérivée covariante sur le fibré vectoriel (de dimension infinie) & défini dans la remarque 4.2.

L’exemple le plus connu de dérivée matérielle est sans doute la dérivée particulaire, définie de
la maniére suivante. Soit p : ¢ — p(t) un chemin de plongements et t un champ de tenseurs défini
sur 4y = p(t)(#). Fixons une particule indexée par X € . Alors son < histoire > est décrite
par une courbe x : ¢ = p(t, X) sur & et t(t) := t(¢, p(t,X)) est un champ de tenseurs sur €2,
défini le long de x. Si la dérivée partielle de t(¢,x) par rapport a ¢t a un sens car il s’agit d’une
dérivée dans l'espace vectoriel fixe Tx &, la dérivée partielle par rapport a x nécessite la définition
d’une dérivée covariante sur &, que nous choisirons comme étant la dérivée riemannienne associée
a g. On peut donc calculer la dérivée covariante de t(t) le long de x. Celle-ci s’écrit, u étant la
vitesse eulerienne a droite,

(5.3) t := Ot + Vyut.

C’est la dérivée particulaire de t, qui peut s’interpréter également par la formule
di(top)op

qui définit une dérivée covariante sur le fibré & défini dans la remarque 4.2.

Remarque 5.3. L’accélération lagrangienne d’une particule indexée par X € & est définie par

0*p ov
5.4 —(t,X) = —(¢,X) = (u t, X
(54) S0 0%) = T8 (1,X) = (o p) (1, X),
son accélération eulerienne a droite comme
ov
(5.5) 5 opl=u=0u+ Vyu,
et son accélération eulerienne a gauche comme
ov
(5.6) Tp~to e Tp ' odop=p u=0U+ VU,

U =Tp oV, étant la vitesse eulerienne & gauche.



14 B. KOLEV AND R. DESMORAT

L’extension de la notion d’objectivité pour les dérivées matérielles s’obtient naturellement en
requérant que celles-ci transforment des quantités objectives en quantités objectives, autrement

dit, en demandant que
dz5 dz5 dyts
g*p _ Y~ =~ (%Y
dt tygp = dt (g*tp) = Jx ( dt > )
pour tout champ de tenseurs t; objectif, ot on a posé (g«t5)(t) = g(t)«t5(t). Ceci nous amene a

formuler les définitions suivantes.

Définition 5.4. (1) Une dérivée matérielle dg/dt est objective si

dg*ﬁ - - dﬁt
) =g« | —— 5
g (9:t) =9 (dt

pour tout chemin de plongements p, tout chemin de déplacements g et tout champ de
tenseurs t défini le long de p;

(2) Une dérivée matérielle dg/dt est covariante générale si

dzyp  ~ _ (dyt
)= | = |
g (Pt) =9 (dt

pour tout chemin de plongements p, tout chemin de difféfomorphismes ¢ := (p(t)) de
I’espace et tout champ de tenseurs t défini le long de p.

Exemple 5.5 (La dérivée particulaire). La dérivée particulaire définie par (5.3) n’est pas ob-
jective. En effet :

by
Zzp (9+t) = gx (&gt +Vut + Lwt + Vg*wt) ’
étant la vitesse d’entrainement, alors que

_ (dst ~
i (%) G (Ot + V).

Exemple 5.6 (La dérivée de Lie). Une autre fagon d’obtenir une dérivée matérielle est de poser

w:=0gog !

(5.7) ti= Ot + Lt

Cette derniere, contrairement a la dérivée particulaire est non seulement objective mais également
covariante générale. En effet :

dovs B N
Z—;”(%t) = 01(Put) + La(Pst).

ou u, la vitesse eulerienne du chemin de plongements p(t) := ©(t) o p(t), s’écrit
s plong p 2 pLL),

ﬂ:z@tﬁop_lzw—i—ap*u

1

et w:= Oyp o " est la vitesse d’entrainement. Par ailleurs (voir Appendice D), on a

Or(pst) = 0u (Ot — Lwt), et P (Lopt) = gcﬁ*v (Pst).
On a donc
dzt

OL(Put) + La(Put) = Gu (Ot + Lut) = 5. (E) .

v

La dérivée matérielle t définie par (5.7) peut se réécrire a I'aide du lemme D.7 sous la forme
dst  _

(5-8) — = D ((P7Y))

ce qui nous amene a la reformulation suivante. Dans le cas d’'un d’un champ de tenseurs cova-

riants d’ordre 2, la formule (5.8) s’interprete comme le push-forward de la dérivée covariante

canonique (3.3) sur Met(#). Comme il n’y a par ailleurs aucune raison de limiter cette in-

terprétation a la seule dérivée covariante canonique sur Met(9), ceci nous offre la possibilité

de produire de cette facon, une infinité de dérivées matérielles pour les champs de tenseurs

covariants d’ordre 2 et nous ameéne & la définition suivante.
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Définition 5.7. Soit D une dérivée covariante sur Met(%), p = (p(t)) un chemin de plongements
et 7 le chemin de métriques v(t) = p(t)*q. On définit alors une dérivée matérielle sur les champs
de tenseurs covariants d’ordre 2, en posant

dzk D
5.9 L= =p, [ =L (p’k
pour tout champ de tenseurs objectif k défini le long de p.

On a par ailleurs, le résultat notable suivant.

Théoréme 5.8. Quelque soit la dérivée covariante D sur Met(%), la dérivée matérielle (5.9)
est objective.

Remarque 5.9. On notera toutefois que ces dérivées matérielles objectives n’ont aucune raison
d’étre, en générale, covariantes par rapport a un mouvement non rigide de ’espace.

Démonstration. Toute dérivation covariante sur Met(Z) s’écrit
DtE = Bte + F"/(’Yta E),

ol I' est un opérateur bilinéaire qui dépend de ~. On a donc

T (G) = § D) @G DK + 57Ty (@A) G55)K)

dt
= p«0i(D"k) + (9% D)« T55 (9 %), (9 x D) k),

en vertu de la remarque 5.6. Mais (g*p)*q = p*q = v quelque soit le chemin g de déplacements
euclidiens dans &. Par suite

(G*P)+Lgq (G *¥)e: (G +D)°K) = Gx (L3572, P (77K))) -

On en déduit donc

dg (9:k) _ dpk
dt *\dt )’

ce qui acheve la preuve. O

Le théoreme 5.8 s’étend aux champs de tenseurs-distributions et en particulier aux champs
de tenseurs d’ordre 2 contravariants, lorsque la connexion induite sur T*Met(%) préserve les
distributions a densité.

Théoréme 5.10. Toute dérivée covariante D sur T*Met(A), qui préserve les distributions a
densité, définit une dérivée matérielle objective

dzT D5
P ~ D [
— = —(p*1) ).
sur les champs de tenseurs contravariants T d’ordre 2.
Remarque 5.11. On pourra observer que la définition méme de D;0 conduit a la relation

Di6:e=0,0:e—0:T(y,¢€), Vo, c.

Cette derniere relation nous permet alors d’établir la regle de Leibniz suivante pour la dérivée
matérielle

%T. Gk _ (-
(5.10) o k4710 o = ps (O™ (T : k)) .
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Démonstration du théoréme 5.10. Soit p(t) = g(t) o p(t) ou g(t) est un chemin de déplacements
euclidiens dans &. On a donc en vertu de (5.10) :

g5 d~. ~
25 (9:7) : gk = (B0 01 0P ) (9.7 : guk) = gt - T (9.K)
. dsk
=g [(px 0O o p*)(T 1 K)] — guT : g <%>
dsk
= gs [(p* 0oQpop")(T:k)—T: <Z—>]
t
dzT dsT
=g, | 2 k| =g 2 ):gk,
o (55 o) = () o0
pour tous T et k, et donc
dz _ (dsT
il):fp (9+T) = g« (%) )
ce qui acheve la preuve. O

Remarque 5.12. La définition d'une distribution a densité dans T5Met(%) aurait également pu
se faire en utilisant le volume riemannien vol, plutét que la mesure de masse j, ce qui revient
a considérer

(5.11) Pe) = / 6 :e)vol,, e T(S2T*®),
4
en lieu et place de
[©:em
2
ou p = pyvoly, py = p*(p), & := p*o et O := p*r. Dans ce cas, la donnée d’une dérivée

covariante sur T*Met (%), qui préserve les distributions & densité, induit une autre dérivée
matérielle objective sur les tenseurs contravariants symétriques o d’ordre 2 en écrivant [48] :

d> (o
v (2)
P

6. LES DERIVEES OBJECTIVES DE LA LITTERATURE

Nous montrons dans cette section que toutes les dérivées matérielles objectives que I'on trouve
dans la littérature sont induites par des dérivées covariantes définies sur I'espace des métriques

Met(A).

6.1. La dérivée d’Oldroyd. Celle-ci, introduite dans [36], parfois également dénommée dérivée
de Lie, correspond a la dérivée covariante sur T*Met (%) induite par la dérivée covariante cano-
nique D; = 0, sur TMet (). Elle s’écrit :

o=00+ Luo =6 — (Vu)o — o(Vu)*.

6.2. La dérivée de Truesdell. Celle-ci, introduite dans [48], correspond & la variante de la
dérive d’Oldroyd introduite dans la remarque 5.12. Elle s’écrit :

&= . (atﬁ* (%)) — 6 — (Vu)o — o(Va)* + (divu),

car, du fait de la conservation de la masse p; + div(pu) =0, on a

PDx <3t13* (%)) =divu.
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6.3. La dérivée de Zaremba—Jaumann. Celle-ci, introduite dans [52, 25], s’écrit (voir également [29,
30, 31]) :

(6.1) =t —WT — W,
ol
1
w = (Vu)* = 3 (Vu — (Vu)).

C’est Paul Rougée [38, 39, 41] qui a réalisé, pour la premiere fois, que cette dérivée objective
correspondait & la dérivée covariante associée a la métrique G* (3.1).

Théoréme 6.1 (Rougée, 1991). La dérivée de Zaremba—Jaumann correspond a la dérivée co-
variante

1, _
Die =0 — 5 (v e+ ey ).

2
Celle-ci préserve les distributions a densité et on a :
dsk .
(6.2) % =k + kw + W'k,

pour tout champ de 2-tenseurs covariants k et
d]gT
dt

pour tout champ de 2-tenseurs contravariants 7.

(6.3)

=T —WT —TW",

Démonstration. Commencons par observer que la dérivée covariante

1

1 _ _
Die = e — 5 (vy~'e+ev ')

préserve les distributions a densité. En effet :

1 _ _ 1 .
0:Th(m,e) = =50 (wy 'e+ey 'm) = —5 (Oyy  +v 'b) : ¢,
ce qui permet de définir
1 L
D6 =010 + 5 (0vy ™' + 7' nb)

On d’autre part
L= = p. (Di(p*k))

* 1 — * * —
= p0(p"k) = 5pe (1Y (k) + (K)y )
=0k +.Zyk — (dq 'k + kq 'd)
=0k + ZLuk— (Vu)’)'k — k(Vu)’
= Ok + Vo k + (Vu)'k + k(Vu) — (Vu)®)'k — k(Vu)®
— K+ k(Va)® + (Vu)*)'k
=k + kw + Wk,
car pyy: = 2d = 2q(Vu)® (théoreme 2.3), dq=! = ((Vu)®)* et Ly k = Vuk+ (Vu)k+k(Vu),
en vertu du théoreme E.5. De la méme fagon, on établit que
d~
BT o (Dy(p'T)) = T — W — T,

dt
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6.4. La dérivée de Fiala. De maniere similaire a la facon dont Rougée [38, 39] a retrouvé la
dérivée de Zaremba-Jaumann & partir de la dérivée covariante associée a la métrique (3.1), Fiala
a proposé dans [16] une nouvelle dérivée objective sur les tenseurs covariants d’ordre 2, & partir
de la dérivée covariante (3.5) associée a la métrique d’Ebin (3.2).

Théoréme 6.2. La dérivée covariante (3.5) associée a la métriqgue d’Ebin (3.2) induit sur
T*Met(£) une dérivée covariante qui préserve les distributions a densité. La dérivée objective
correspondante sur les champs de tenseurs covariants k d’ordre 2 s’écrit :

dﬁk y ~ ~ 1 q —1 3 .—1
(6.4) — =kt kw4 wk+ 5((trd)k+tr(q k)d — tr(dq k) q),
et celle sur les champs de tenseurs contravariants T d’ordre 2 est donnée par :
dyT

(6.5) <z

1 R ~
=W W 4 (tr(ml)dcf1 — tr(d)T — tr(Td)fl) :
o
1
%= (Vu)' =5 (Vu— (Vu)), & =-awq .

Démonstration. La preuve est tres similaire a celle donnée pour la dérivée de Zaremba—Jaumann
et sera juste esquissée. Concernant le fait que cette dérivée covariante préserve les distributions
a densité, on pourra vérifier que 0 : I'y(v;,€) = D0 : €, on

1 L 1 1 1 B
D16 := 0,0 + (9%7 Pyl SOy ey = Sty )0 = S te(0)y 1> :

Le calcul des dérivées objective s’obtient alors facilement en observant que
pO=7, py=qa  pv=2qVu)=qd=d
O

Remarque 6.3. En suivant Truesdell [48] (voir également la remarque 5.12), on définit une autre
dérivée objective issue de (3.5) en posant

dz o dzT N R 1 ~ ~
(6.6) % =p % =6—-—wWo—ow + 3 (tr(qa)dq_1 + tr(d)o — tr(ad)q_1> ,
ol l'on a utilisé ’équation de conservation de la masse p = —p trd et le fait que
PO p) = b
Terminons par une remarque liée aux chargements hydrostatiques (pour lesquels & = —Pq~!

ou P est la pression).

Remarque 6.4. La dérivée de Fiala du tenseur métrique q s’écrit :

dﬁq 3 3
o " 24717
celle de son inverse q ! :
dﬁqfl 34 1
=-d — (trd
4 —pda —(trd)g,
et
dﬁ (l_1 3’\ —1
— | — ] ==d
Pt ( P ) 24

alors que pour les dérivées de Zaremba-Jaumann (6.2) et de Green-Naghdi (6.7), celles-ci sont
nulles.
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6.5. La dérivée de Green-Naghdi. Celle-ci, introduite dans [20], est définie & partir d'une
configuration de référence pg : 8 — )g. Elle s’écrit :

O . N
(6.7) T=7—T0" — WT,

N

ol
O(t,x) == Ry(t, o 1 (x))R71(t,x)
est un tenseur mixte antisymétrique de type (1,1), que I'on écrit plus simplement & = R;R ™!
et
R: Txo QO — TXQ
est I'isométrie euclidienne dans la décomposition polaire
F,=RU,
de 'application linéaire tangente F, = Ty (ou1 ¢ = pop,, 1). Cette décomposition est caractérisée
par les relations suivantes
R' =R, U! = U,
de sorte que
Ul=q!C, on C=¢*'q= F qF,.

Le tenseur mixte U est donc défini comme 'unique racine carrée positive du tenseur de Cauchy-
Green droit mixte q~'C et R = FLPU_l.

Cette dérivée objective provient également d’une dérivée covariante sur Met(%). Pour le
formuler, on introduira les notations suivantes :

Yo = paqa UO = pzk]U,
ainsi que ’application linéaire
Ly, : Ends(T#) — End,(TA), M — UgM + MUy,

définie sur l'espace Endg(T#) des endomorphismes symétriques de T'A (relativement a la
métrique ). Celle-ci peut s’écrire également sous la forme

Ly, = Id@ U, + Uy®Id ((LUO)@,J = SLUL; + ng(s;) .
Lorsque Uy est définie positive, on peut vérifier que Ly, est inversible.
Théoreme 6.5. La dérivée de Green-Naghdi correspond a la dérivée covariante

Die := 0ie — ¢ (UalLUO_l('yal%)) - (UalLUO_l('yal’yt))*s
sur Met(A). Celle-ci préserve les distributions a densité et on a

D8 := 06 + (Ug 'Ly, (75 1)) € +6 (Uy 'L, (v ')

sur T*Met(A). De plus les dérivées matérielles objectives correspondantes s’écrivent

K ket otk
—— = BENA
dt
pour un champ k de tenseurs covariants d’ordre 2 et
d~
%7 =7 - TW" — T,
dt

pour un champ T de tenseurs contravariants d’ordre 2.
Démonstration. On cherche une dérivée covariante D; sur Met(Z), sous la forme
DtE = Bte + F»-Y(")’t, E),

telle que .
p«(Di(p*k)) = k + kv + @*k.
Grace au lemme D.7, on a donc

Ko+ Lok + po(To (7, pK)) = k + k& + &'k,
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puis
Pe(Ty (11, 7°K)) = k(@ — V) + (@ — V)" k,
en utilisant le théoreme E.5, et donc
Ly(vt,e) =ep™ (@ —Vu) +p* (& — Vu) e.
Or
Vu = (F,)F,' =R U+RU)(RU) " =RR '+ F,(U'UYF ' =0 + ¢, (U'Uy),
d’ou l'on tire
(6.8) O —Vu=—p,(U'U).
Posons Uy := pjU. Alors Ugy; = pjU; et donc
(@ — Vau) = phe* (& — Vu) = —pi(U~1U,) = —Uy ' Uy,
On a donc
Ty(y,€) = — (Ug'Ug,) — (Ug'Ug,) €.
Maintenant,
v =p"qa=piC = p3(qU?) = 7 Uj,
d’ou l'on tire
Up Ug; + Up; Ug = v, 'y
Autrement dit
Uoy = Ly, (% '),
Up étant 'unique racine carrée positive de v, L. On a donc finalement
Ly (v.€) = —€ (Ug 'Ly, (75 ') = (U 'Ly, (g ') e

Il nous reste a vérifier que cette dérivée covariante préserve les distributions a densité. Or, si
l’on pose A := UalLuofl('yO*l%), on obtient

0:Ty(vt,e) = —tr(0eA+0A%) = — (A0 +0A") : e
L’expression D;0 est donc bien définie et s’écrit :

D0 = 3,0 + (Uy 'Ly, (v ') 0 + 0 (Ug 'Ly, (v ')

O
Remarque 6.6. Dans la cas limite Uy — Id des déformations négligeables, on obtient
1, - 1 -
Uy = Ly, (g 'm) = 27 ",

et ’on retrouve alors que la dérivée de Green-Naghdi est proche de celle de Zaremba-Jaumann.
Sur Met (%), cela se traduit par

1
D ~ — (it -1y
6 Uootd 0,0 + B (’)’0 v+ 0 + G’Yt')’o )

6.6. Les dérivées objectives de Xiao-Bruhns-Meyers. Une famille de dérivées objectives
a été proposée dans [51], sous la forme

(6.9) L - Qr -0,  Q=w+7Y(b,d),

avec

~

T(5.d) = 1 (B) (Bd)" + o(B) (52d) " + vs(B) (bdb?)",

ol W = (Vau)?, b = bq = (¢,q1)q est le tenseur de Cauchy-Green gauche mixte 2.4, d = (Vu)®

~

est le tenseur mixte des taux de déformation et les scalaires vi(b) sont des invariants isotropes

de b.
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Remarque 6.7. Cette famille contient la dérivée de Jaumann, qui correspond &
Y (b,d) =0
ainsi que celle de Green-Naghdi, lorsque
A~ A~ A~ —~ /\_l AN
T(b,d) =d-b QLB% (bd),

car Vu = d + w, 0.C; =d, v.q ' = b, »p,U? = bq = b (et ou l'on a utilisé (6.8)). Elle ne
contient par contre pas les dérivées objectives (6.5) et (6.6) (de type Ebin—Fiala).

Les dérivées objectives (6.9) sur les tenseurs d’ordre 2 contravariants T sont associées, par la

regle de Leibniz, aux dérivées objectives
dzk - ~ o~
définies sur les champs de tenseurs d’ordre 2 covariants k. On peut alors énoncer le résultat

suivant.

Théoreme 6.8. La famille de dérivées objectives de Xiao-Bruhns-Meyers

dsk ~ o~ N PPN
%:k—kaJrQ*k, Q=w+7Y(b,d), w = (Vu)?,
correspond a la famille de dérivées covariantes sur TMet (%)
Dje 1 _ _ 1 1 *
B =0 =5 (vy et ey im) + e (v v, 5 ) + (T('yo .57 1%)) e.

Celles-ci préservent les distributions a densité et on a

Dﬁe'—ao+l(0 Ty y0) - Y (! L )0 -0 (Y (v" 1 ) )
Di t B YY YOt Yo ’772’)’ Yt Yo ’772’)’ Yt .

Démonstration. On note que ces dérivées s’écrivent

TX 1T (5.d) + T (5.d)
1A< désignant la dérivée de Jaumann de k. On utilise ensuite le fait (voir remarque 2.5) que
p*d = %%, et p'b=1;",
d’ot l'on tire :
p* () =p"(a'd) = %7‘1%7 p* (b) =" (ba) = 5.
puis

« (3@ 1 w (T o~
P (bd) = 3p (bd-db),
~o )\ O 1 PPN
»* (b2d) = 3" <b2d _ db2) ,
~~mo @ 1 PN PPN
P (bdb2) = 5" <bdb2 _ b2db) .
Par ailleurs, v, (b) est une fonction f; de trb, tr(b?), tr(b?) et donc

p*ui(b) = fi(tr(p*b), tr(p*b?), trp* (b%))
On en déduit donc (voir théoreme 6.1) que :

d5p.(e
p’ (7”2; )> = O + 'y (e, 1)

avec

1 1
letevy™y) +eX (v v, v ') + (X (v 'y, 27 1 1) ) e,

1
F = —— -
y(€7 ~t) (’Yt’)’ B B

2
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ou l'on a substitué dans 'Y(B,a), b par ’70_17 ot d par %’7*1%. Enfin, on vérifie que la re-
marque 5.11 s’applique. O
7. LES EQUATIONS D’EQUILIBRE

Dans cette section, on formulera les équations d’équilibre telles qu’elles sont données dans la
littérature classique mais directement sur le body.

7.1. Conservation de la masse.

Théoréme 7.1 (Conservation de la masse). Etant donnée une configuration de référence py et
une autre configuration p, on a :

(7.1) po = (9*p)Jp = (pow)Jy,

ou J, est le Jacobien de la transformation ¢ :==p opofl.

Remarque 7.2. Le Jacobien J, est défini implicitement par 1’équation
p*volg = J,volg,

cest a dire, J, = detF, avec F, = Tp = Tpo Tpal. Le mécanicien écrit la relation (7.1) de
maniere plus courte
po = pJ, =pdetF,
car il considere implicitement pg = po(x0) et p = p(x) = p(p(x0))-
Démonstration. On part de la définition de la densité de masse (1.1)
(Po)spt = povolg,  pujt = pvolg,
et on utilise la définition de ¢ = pop, ! qui nous donne
©" = (P )P" = (po)ep”
On obtient d’abord

1= (po)*(povolg) = p*(pvoly),
et on en déduit

povolg = (po)«pt = (po)«p" (pvolq) = ¢ (pvolq) = (¢ p)¢p*volg = (p o ¢)Jpvolg,
d’ou (7.1). U

Corollaire 7.3 (Version dynamique de la conservation de la masse). Considérons un chemin
de plongements p(t). Alors

(7.2) pt +div(pu) = p + Vyup + pdivu = 0.

Démonstration. On part de la relation (7.1). En dérivant par rapport au temps, on obtient

< ((pow)y) =[(pro@) + (Vup) o @l Jo+ (pop)dJy,

dt
car Oyp = u o @. Par ailleurs, soit F, := Ty = 0¢/0xq, on a
dy 0
. F, = — | =— = F
(7.3 or, =0 (32 ) = 5 (0) = (Vuo pIF,,

d’ou l'on tire
OJ, = tr (F,'0F,) J, = (divu) o .
On a donc finalement
pt + Vaup+ pdivu = 0.
que le mécanicien écrit p+ pdivu = 0 avec p := p; + Vyp la dérivée particulaire de p. O
Remarque 7.4. Un milieu continu est dit incompressible si divu = 0. Dans ce cas, ¢ est une
transformation qui préserve la forme volume volg.
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Corollaire 7.5 (Version dynamique de la conservation de la masse formulée sur le body). Soit
p~ = D*p la densité sur 8, U = p*u la vitesse eulerienne a gauche, alors

(py)t + pydivi U = 0.
Démonstration. On a, en vertu du théoreme E.5 et du lemme D.7
P (pt + Vaup + pdivu) = p*(pr + Lup + pdivu) = (py): + py div?’ U.
O

7.2. Relation fondamentale de la dynamique. Les efforts extérieurs volumiques, exercés
sur le systéme, sont représentés par une densité vectorielle f,(x,t) définie sur ;). La relation
fondamentale de la dynamique s’écrit :

(7.4) divo + f, = p(Oiu + Vyu),
ol o est le tenseur des contraintes de Cauchy qui représente les efforts intérieurs du milieux et

qui est un tenseur d’ordre 2, contravariant et symétrique.

Remarque 7.6. Les relations (7.2) et (7.4) forment donc un systeme de 4 équations scalaires pour
les 10 inconnues p,u,us, U3, 011, 022,033,012, 013, 023. Le systeme est donc sous-déterminé. Il
doit étre complété par les diverses lois de comportement que proposent la mécanique des fluides,
la théorie de I’élasticité, etc.

En remarquant que £, u = [u,u] =0 (c.f. théoréeme E.5) et donc, par le lemme D.7, que
pu =p"(Ou+ Lyu+ Vyu) =0U + V?JU,
le pull-back de la relation fondamentale de la dynamique (7.4) sur le body £ s’écrit :

(7.5) div' & + .7, = py (AU + VL U), U:=4U + VU,

oit & = p*o est le tenseur des contraintes intrinseque (2.2), U = p*u = F~Y(uop) = F71V est
la vitesse eulerienne a gauche (voir section 1), U est I'accélération eulerienne & gauche, py =D p
est la densité intrinseque (sur 8), et %, = p*f, = F~1(f,0p) est la force volumique intrinseque
(sur ). Enfin,

div’ 6 = tr (V'6),
est la divergence du tenseur des contraintes & sur le body % pour la métrique ~.
Remarque 7.7. & est symétrique et est un champ de tenseurs, contrairement au premier tenseur
de Kirchhoff P = pgF,S (c.f. définition 2.7 et remarque 2.8) habituellement utilisé pour écrire
les équations d’équilibre
(76) divP + f,op = poatV,

sur la configuration de référence g (alors confondue avec A, de sorte que V- = Vj 1= ¢y).

Pour la définition rigoureuse des divergences div? & et div P, voir Appendice H.

8. LOIS DE COMPORTEMENT ELASTIQUES

Pour les fluides comme pour les solides, I’état de contrainte est déterminé par < 1’état métrique >.
Paul Rougée propose dans [40, 41] de définir une loi de comportement élastique (au sens de Cau-
chy) comme un champ de vecteurs sur Met(%), autrement dit comme une section

F : Met(%) — TMet ()

du fibré tangent TMet (). La donnée d’une métrique riemannienne sur Met(4), par exemple (3.1),
permet alors d’écrire

(8.1) 0=~""F(v)v
et par push-forward d’obtenir

(8.2) o=pq 'p(F(v)a
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Définition 8.1. La loi (8.1) est dite hyper-élastique (ou élastique au sens de Green) si F' est
le gradient (pour une métrique riemannienne sur Met(%)) d’une fonctionnelle H définie sur
Met(Z). Dans le cas contraire elle est dite hypo-élastique.

Remarque 8.2. Une loi hyper-élastique est une loi élastique, et pour ne pas compliquer la clas-
sification nous supposerons qu’une loi élastique est hypo-élastique. Les réciproques ne sont en
général pas vraies [5, 44].

8.1. Gaz parfaits. La loi de comportement d’un gaz parfait s’écrit :

g = _Pq_la

ol P = prT est la loi des gaz parfaits, r est une constante et T" est la température absolue. On
peut retrouver cette loi dans ce cadre géométrique [40, 41].

Théoréme 8.3 (Rougée, 1997, 2006). Considérons la fonctionnelle (invariante par difféomorphismes)

H(~) :z/ﬁkvol.y,

ou k = —2rT. Alors, le gradient de H pour la métrique d’Ebin (3.2) correspond a la loi de
comportement d’un gaz parfait ou r est la constante du gaz.

Démonstration. On a

k k
dyH.e = —/ tr(y ) voly = =Gy (7, €),
2 Jz 2

G étant la métrique d’Ebin (3.2). Par conséquent,
k
F(y) = grad® H = 2,

qui nous donne

k4 k 4 1

0=-v"", o =34 =—prT'q .

0

8.2. Fluides barotropes. Un fluide barotrope est un fluide non visqueux pour lequel la pression
P ne dépend que de la densité p, c’est a dire que

o=—P(p)a "

On peut également retrouver cette loi dans ce cadre géométrique [41].

Théoréme 8.4 (Rougée, 2006). Un fluide barotrope correspond a une loi de comportement

-1
F(y)=f (")) v,  py=pp= <%> :

ot f est une fonction numérique. Celle-ci est hyper-élastique par rapport a la métrique de
Rougée (3.1) et dérive de la fonctionnelle

(53) A = [ 0 (nG ) n

ou h est une primitive de f.
Démonstration. De la définition de p (1.2), soit i = pyvoly, on tire

0p~ 1 1
0y Ly,
P~y 2

N

d’ou
1 B B 1 _
5H _ é §hl (ln(p»yl)) tr(’)’ 1 )Iu — GF/’; <§h/ (]n(p,yl)) ’77€> ’
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G* étant la métrique de Rougée (3.1). Par conséquent,
1
_ GH _ -1
F(’Y) - grad H= §h, (hl(pfy )) v,
qui nous donne, par (8.1),
1 _ _
0= S1 (In(p; ) 7y
puis
_ 1 _
o =pp.6=—P(p)a”", avec P(p)=—5ph' (In(p™")),
car p = PyPy = P~ O P. g

Remarque 8.5. Contrairement au cas des gaz parfaits, la fonctionnelle de Hilbert obtenue n’est
pas invariante par difféfomorphisme mais seulement par les difféomorphismes qui préservent le
volume.

8.3. Hyper-élasticité générale isotrope. Il est nécessaire d’introduire une configuration de
référence pour formaliser géométriquement ’hyper-élasticité. Deux tenseurs de type déformation
ont alors un role fondamental (c.f. définition 2.4) : le tenseur de Cauchy-Green droit (covariant
C ou mixte C = q 1C) défini sur Qg = po(#) comme le pull-back de la métrique q sur €,

C=¢'q=qC, C=F,F, F, =Ty,

et le tenseur de Cauchy-Green gauche (contravariant b ou mixte b= bq) défini sur Q = p(A) =
©(Q0) comme le push-forward de I'inverse de la métrique q ! sur o,

b := gp*q_1 = bq_l, b = FwFfp o gp_l.
Rappelons que leurs pull-back sur le body % sont (Remarque 2.5) :
nC=v  pb=v" pC=pb=v"r

La puissance & (2.3) se réécrit alors

P = / %p(f:i”u q)volg = / %po(S :0¢:C) volg = / po(P:0,F,)volq = / %(0:8{7) i,

Q, 0 Q0 ]
ou T = o/p est le tenseur de Kirchhoff, S = ¢*17 = p(.0 le second tenseur de Piola-Kirchhoff,
P= Pq le premier tenseur de Piola-Kirchhoff (2.7), mixte et non symétrique, et @ est le tenseur
de Rougée.

Pour le mécanicien, les lois de comportements hyper-élastiques, isotropes ou non, sont des lois
locales entre grandeurs duales (S, C), (f’,Fg,), (1,9)..., et dérivent généralement d’une énergie
libre spécifique (souvent définie sur la configuration de référence). Comme I’a souligné Rougée
il est possible de formuler I’hyper-élasticité directement sur le body, en utilisant les grandeurs

duales (6,~).

Théoréme 8.6. Soit vy = p;q la métrique sur % associée a une configuration de référence $1g.
L’hyper-élasticité locale isotrope se formule a partir du potentiel hyper-élastique

(3.4) o) = [ W0 T
défini sur Met(#), ou I, = tr((vy 'v)*). Elle s’écrit
oh oh
. 0=—"—"—=Fk[=— -1, \k—1 71‘
(8.5) g ( a1, (7)) (Yo V)" 0
Démonstration. On a
0H~, = @51

avec
6, = ktr [ (v )y te| = ket [y (v (g )P e
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On en déduit 5
h _
Fyo(v) = grad® Hyy =k ( =) )| v(v 'v)",
ol

puis
_ oh . oh
0 =~""Fy,(v)v~ —k<61 (v )) (v ')yt = oy
0

Les invariants isotropes de =, 1’7 peuvent se réécrire a l'aide, soit de b = p.vy, 1 soit de
C = (po)+. En effet, comme le push-forward commute avec toutes les contractions tensorielles,
on a

pdi = Irop~' = tr((bq)"), (po)sIiy = Iy o py ' = tr((q ' C)),

et par suite

Ops Iy, . k—1 A(po)« 1 _ —1k—1 -1
5, — ~a(ba) ot —o5 =kl@C)a
On retrouve d’une part la loi d’hyper-élasticité usuelle
oY
. S=2—
(8.6) 30"
exprimée sur la configuration de référence par push-forward de (8.5) sur Qq car

h
S = (m).0 = & (G- mom) (a0 lat =25,

ou l'on a posé ¢(C) = %h([l Op0_1712 opa e opgl)7 et, d’autre part, les loi d’hyper-élasticité
isotrope usuelles

00 o
_ 1 —_ 9 7
T =2q Bbb 2 9’

exprimées sur la configuration déformée par push-forward de (8.5) sur 2, car

r=p0=k () 0p) (ba)t b,
oIy,

(8.7)

ol I'on a posé ¢(b) = 1h(Iy op™', L op ! I30p™t). Légalité T = 22—2 est la relation de
Doyle-Ericksen [10] encore valide dans le cas anisotrope. On a utilisé dans le calcul précédent la
propriété

s lba) =a (S (b)) b=b (5 @b a'

Remarque 8.7. Une formulation équivalente a (8.6) et a (8.7), définie sur €, est fournie en
introduisant le premier tenseur de Piola-Kirchhoff (2.7),

oy A ' O

8.8 P = poF,S = poq ' = P = po(Fy)' S5 = pog* ———— ) .

(8.8) poFeS = pod 5 ( po(Fo)' i P01 5

Remarque 8.8. Dans les énergies libres utilisées par les mécaniciens, I'invariant I3 (exprimé sur
) est tres souvent remplacé par I'invariant J, = det F, = y/det(q~1C). Or, par la conservation
de la masse la mesure de masse p est

1 = pp(poJyvolg) = po(pody)voly,

de sorte que 'argument
1Yoy Jo
Py =—— =—-0°D

i woopo P

de la fonctionnelle H(«) (8.3) n’est autre que, a la densité pg pres (une constante du matériau),
I'inverse de I'invariant classique J, = det F,. Le cas des fluides barotropes (comme celui des gaz
parfaits) est donc un cas particulier de (8.4).
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8.4. Loi hyper-élastique de Kirchhoff-Saint Venant. Sil’on choisit la densité du potentiel
hyper-élastique (8.4) sur & sous la forme

I = tr(vy '),

14 m
h=—(I —3)%+ =1, — 2, + 3), 0 T
4 2 I = tr(v 'y M)

avec £ et m deux constantes matérielles, on obtient le potentiel hyper-élastique de Kirchhoff-Saint
Venant 29 = h o p, 1 (sur la configuration de référence ),

14 m I = tr(q_lc)
20 = —(I) — 3)* + — (I — 2I; + 3), ’
v 4( 1=3) 2 (2 1+3) I = tr(q 'Cq~'C)
Elle conduit a la contrainte intrinseque
oh /¢ 1 1 4 o
(8.9) S=py0.  O=7 =3ty ) =3 +mie e —%)

Cette loi est bien la forme intrinseque (exprimé sur le body £) de la loi d’hyper-élasticité de
Kirchhoff-Saint Venant,

9 _ g 1
POSZQPO% :)\o(tI‘E)q 1+2u0q 1Eq 1, E= §(C—q)7
avec ici E le tenseur des déformations de Green-Lagrange 2, Ao = po/, jio = pom les coefficients
de Lamé et ¢ I’énergie libre spécifique.

Réécriture hypo-€lastique. Prendre la dérivée covariante canonique (avec connexion nulle) de loi
d’hyper-élasticité (8.9) conduit a

14 _ _ _ _ { _ _ =
0, = B tr(’)’o 1’)’t)’)’0 ! +my, 1’)’t’70 l= <§ Yo ! XY ! +my, 1@’70 1> Yt

olt Uon a défini (AR B)¥* = 1(A*Bi' + A" BI*). La loi hyper-élastique (8.9) se réécrit sous une
forme hypo-élastique (5.1) (I'inverse est rarement vrai [5, 44]),

d'ﬁT 1 —
— =|=(b®Db b®b | : d
o7 <2 ® b+ mb® >

mais ici avec dg—tT la dérivée objective d’Oldroyd-Lie du tenseur de Kirchhoff,

d~
—ZZ- —7=F +ZLuT

et avec un tenseur d’élasticité non constant (fonction de 1'état de déformation via b = p.q 1)
dans la configuration déformée €2,,.

Remarque 8.9. Une famille de potentiels polyconvexes (au sens de Ball [3]) généralisant le modele
de Kirchhoff-Saint Venant a été proposé par Ciarlet et Geymonat [7] (c.f. [47]). Parmi celles-ci :

pot) = % (J2-1-1InJ,)+ % (tr(q 'C) — 3 — 2In J,)

ou ko = (3o + 2p0)/3 est le module de compressibilité du matériau, et qui se traduit sur % en

B _k (/poopoy2 m 1 k+2m P0 © Po
h—21/10p0—2<( - ) 1>+ 5 (tr(vg ') — 3) 5 In -

ou l'on a posé k = ko/pp et utilisé la remarque 8.8.

2. & ne pas confondre avec le tenseur d’ordre 4 d’(hypo-)élasticité E de (5.1).
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9. PRISE EN COMPTE DES CONDITIONS AUX LIMITES EN HYPER-ELASTICITE

Les équations d’équilibre et les lois de comportement ne suffisent pas a traiter completement
un probléme de mécanique des milieux continus. En effet, un systéme mécanique représenté, a
un instant donné par un domaine de ’espace €2,,, n’est généralement pas isolé et subit des liaisons
ou des contraintes avec des éléments extérieurs a travers son bord 0S),. La prise en compte de
ces données extérieurs sur le bord est l'objet de la formulation des conditions limites. Celles-
ci completent les équations d’équilibre, les lois de comportement et les équations d’état pour
traiter un probleme d’élasticité en statique (il faudra toutefois ajouter également des conditions
initiales en dynamique).

La puissance virtuelle des efforts intérieurs s’écrit

Pint(€) = —/Q (o :€)volg.

Si l'on fait de plus hypothese que le champ de déformations virtuelles dérive d’'un déplacement

virtuel u, c’est a dire que
1

6:5 u4d,

alors on peut écrire (voir Appendice H)
Pint(€) = —/ (oen - u)ds +/ (divo - u) volg,
9, Q,

n étant la normale unitaire sortante au bord 0§}, et ds, I’élément d’aire. Les équations d’équilibre
permettent de réécrire le second terme de droite a ’aide des efforts extérieurs mais la formulation
de conditions limites est nécessaire pour lever l'indétermination sur le terme de bord, c’est a
dire le premier terme de droite. Dans la suite de cette section, on détaillera quelques types de
conditions limites qui interviennent en hyper-élasticité. On les formulera sur la configuration
dans ’espace mais également sur le body.

Remarque 9.1. Il peut étre intéressant de réécrire les termes de bord et de volume ci-dessus
en fonction des diverses notions de contraintes que nous avons introduites dans la section 2 et
utilisées lors de la formulation de I'hyper-élasticité (section 8.3). Nous avons ainsi

/ (an-u)ds:/ (BN, U).,dS = (ﬁno-%)dsoz/ (@Ny - V))dSo,
oy oA 0 0AB
/ (divo -u)volq = / (div?’6,U)~ voly = / (div P - Vp) volg,
Q, 2 Qo
ol
(1) G = p e = B~ est le tenseur des contraintes intrinseque dans sa forme mixte, T =

I FG~y ot Z = p,/py est également un tenseur des contraintes mixte, U = p*u =
F~1V est la vitesse eulerienne & gauche (définie sur le body), et N et dS, Ng et dSy sont
relatifs respectivement a la métrique v et a la métrique g sur #;

~

= est le premier tenseur de Piola-Kirchhoff dans sa forme mixte, Vy := ¢y =

2) P Pq est le premier t de Piola-Kirchhoff d f ixte, V{ ©
V opy L'— wo ¢ est la vitesse lagrangienne sur la configuration de référence Qq, et ng et
dsg sont relatifs a la métrique q sur .

Pour la définition rigoureuse des divergences div? & et div P, voir Appendice H. Pour le lien
entre les termes de bord sur 04, on a utilisé la relation de Nanson (remarque G.8) qui conduit
a YNdS = _#~NodSy lorsqu’exprimée sur le body.

On définira le déplacement soit comme
E(p) = ¢ —id
lorsque défini sur €,y (mais & valeur dans €2,), soit comme

£(p) =p—po
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lorsque défini sur définie sur Z (toujours a valeur dans €2,,). Tout comme la vitesse lagrangienne,
le déplacement & n’est pas un champ de vecteur (ni sur %, ni sur £, ni sur €2,,) mais une section
d’un fibré pull-back (voir définition E.6).

Un méme systeme mécanique peut étre ’'objet de conditions limites de natures différentes sur
son bord. Pour formuler un tel probleme mixte, il est utile de partitionner le bord du domaine
en plusieurs surfaces. Par exemple, pour décrire un probléme mixte de type Dirichlet/Neumann,
on écrira

09, = 098 U 00t Uy, B

ot 9 est la partie de 99, sur laquelle est imposée un déplacement & = ¢ (condition de type
Dirichlet £|8Qf = £, soit 90|8Qf =7 et 892 Uy IF est la partie de 99, sur laquelle est imposée
un effort surfacique (condition de type Neumann) dans ce qui suit de deux types : soit de type
charge morte (surface OQZ), soit de type pression imposée (surfaces ¥*). Dans le cas de charges
dites mortes, de direction et d’intensité indépendantes de la déformation du milieu, la condition
de Neumann associée correspond a la donnée d’un vecteur force surfacique imposée défini sur la
partie du bord 90, = (€2%) de la configuration de référence.

Nous traitons ci-dessous deux exemples explicites en hyper-élasticité ou les conditions limites
sont elles-mémes définies a partir d’'un Lagrangien,

— celui d’une charge morte définie par une force surfacique imposée #,

— celui type pression P = P* imposée sur des parties ©* du bord.

Dans les deux cas, on impose la condition de Dirichlet ¢ = ¢ de déplacement imposé sur la surface
997 # 0. Dans le second, une condition, dite d’intégrabilité, devra de plus étre satisfaite.

9.1. Charge morte. Pour le premier exemple étudié, on considere le lagrangien bien connu [3]
91) L) = [ i@l [ (e(o) Bdsn, elo) = p—id
0 0

dans lequel la force surfacique imposée ¢y est donnée sur la partie 9. Le calcul de variation
s’effectue en considérant ¢ = ¢(s) avec p(0) = ¢ et ¢(0) = dp (vitesse lagrangienne virtuelle)
satisfaisant dp = 0 sur 9. On obtient

Lo = —|  Lo(p(s)) ——/ p i J(5F )¢ vol —/ (8 -t9)d
0 s — 0 S . 0 IF i v) jVOlq . 0)aso
: dp 0 0
’ v 86:(0 6}(0( ° ) 6:(05

De la loi d’hyper-élasticité (8.8) on tire

61[) = —1
— ) =qP =qP
Po <8F¢> q qrq -,

soit

L Y Bl L W I
PO<E>i (6Fy) J = Po [q (3—].% q| : 0F, =P :JF,

de sorte que

o\ 7 , ~ 0
22 ) GF,) volg = | (P ——dp)vol
/Qopo<8F<p>i (0F,)" ;volq /Qo( 3 05<p>voq

/ (div (6 - P) — 8y - div P)Volq
Qo

:/ dp - f’no dsg — / dp - div P volg.
890 QO

Ainsi

5Ly = / oo - (f’no —t0)dsp — / (0 - div P) volq = 0,
o0t Qo
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pour toute vitesse virtuelle dp. En prenant ¢ nulle sur le bord, on retrouve les équations
d’équilibre (7.6) (ici sans force volumique ni dynamique),

divP =0, (P ;=0).
On obtient ensuite les conditions aux limites usuelles de type charge morte,
5 _3 5iJ| i

En hyper-élasticité isotrope, I’énergie libre spécifique v est fonction des invariants I = tr Ck
et le lagrangien (9.1) se réécrit sur le body # (c.f. Section 8.3 pour la partie volumique),

LOZ/ ¢<Ikopo>u—/ ((p - po) - Fo © po) dSo
B 0Bt

avec I, o pg = tr ((’yal'y)k), 1 = pg(povolg) = p~,voly, la mesure de masse sur le body et
dSy = pa(dSQ) = Z'NOVOLYO, Ny = pSno = Fo_l’no o pg-

Remarque 9.2. On peut également effectuer le calcul de variation directement sur le body. En
effet :

a _
SLy = / pﬂla—w : 0y voly —/ (0p - to © po) dSo,
B ~ 05t
— / 6 : ’Y(V’YU)S VOL-Y — / (5]9 : Z0 OPO) dSO,
B X

= /aQ(éN,UHdS—/%<div76,U>7v017—/ (0p - to o po) dSo,

oSt

= / (7?N0 — 'EQ o po) . 5p dSo — / <diV‘y 6, U>,-7 VOL-\/,
oAt B

d
oy =1 p)a=p Luq=2y(V'U),
S1s=0
U=F'V=F1lp 6= 2,07% = &' et on l'on a utilisé la remarque 9.1. En choisissant

des vitesses virtuelles nulles sur le bord, on retrouve les équations d’équilibre (7.5) mais ici sans
force volumique ni dynamique (div?’ & = 0). On obtient ensuite les conditions aux limites de
type charge morte, exprimées cette fois sur £ :
~ : p
(9:3) TNo[ggt = FFEYNo|55 =0 © po, 7= f
Y

9.2. Pression imposée. La question de I’existence d’un Lagrangien pour les problémes d’hyper-
élasticité avec conditions aux limites de type pression imposée

(9.4) 6nly, = —Pn, (a;lnj\z - —Pni) ,

sur une ou plusieurs composantes ¥ du bord a été abordée dans [37, 43, 4, 3|. Dans l’exemple
que nous traitons ici, nous supposons P uniforme, i.e. P = P}, sur chaque composante ¥ ot la
pression est imposée. La contribution a la puissance virtuelle de ces pressions imposées s’écrit
donc

(9.5) Zk:Pk /w(u .n)ds.

ou u est la vitesse virtuelle eulerienne. Nous commencerons par réécrire cette contribution sur
la configuration de référence. En appliquant le théoréeme G.7 au champ w, on obtient d’abord

/(u-n)ds:/ Lp*((u-n)ds):/ J¢F;154p-nodso,
b Yo 3o

o1 £g = p 1(X) et 6o = u o ¢ = §p est une vitesse lagrangienne virtuelle sur Q.
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On va maintenant utiliser la puissance du calcul différentiel (utilisé ici en dimension infinie)
pour expliciter une formulation variationnelle de ce probleme. Pour commencer, notons que
I’espace des configurations sur lequel on travaille, en I'occurence Emb(€, &), n’est pas un espace
vectoriel mais un ouvert de 'espace vectoriel C*> (€, &). On établit pour commencer le résultat
suivant.

Lemme 9.3. La forme différentielle
W (dp) = / J,F, 1o - mgdsy = /(u ‘m)ds
o b
définie sur Emb(Qq, &) n’est pas fermée. Plus précisément, sa différentielle extérieure s’écrit
(96) dW((;lgD, (5230) = f ((5230 X 61@) . Fg,dfo,
0%
avec dby = Ty dly, T9 étant le vecteur tangent unitaire a la courbe 9% et dly son élément de

longueur.

Démonstration. Soit p(s) une seconde variation de ¢, c’est a dire ¢(0) = ¢ et ¢(0) = dap. On a

6o (W(d19)) == d W (s)(019)

ds 5=0
(d J, >F16gpnd5+/J<d F 1>6gonds
= - s 1¥ - N dSg - s 1¥ - g dSg
o \ds|,_g w(s) ® S0 e\ ds o ©(s)
Or
d
| et = Jotr(B:F F, ') = J,tr(Vug) o p = Jydivug o p,
s=0
car 62F, F¢_1 = Vg 0 p avec Uy = dap o p ! et
d _ _ _ _
s Fgo(s) '= —F, ! 02F,Fy b= —F, 1(V“2 o),
s=0
d’ou

a4
ds|,_

avec u; = 61 0 . On a donc

(52 (W(éltp)) = / (div U o Lp)Fsoil(’u,l [¢] Lp) ‘N J¢d80 — / (Fsofl(vul’l@ [¢] Lp) ) deSO
20 2O

F;(ls)> o1 = —stl(vulug °p),

= / [(le ’LLQ)’U,l 9] QD] . Fipit’no JipdSO — / (Vulug o QD) . Fipit’no J<pd80
20 20

Maintenant, en utilisant la formule de Nanson (voir théoréeme G.7), on obtient finalement

0o (W (d1p)) = /Z [(divug)u; — Vi, ug] - nds.

On en déduit donc,
dW (019, 62) = 61 (W (d2¢0)) — J2 (W (01¢0))
= / [(divug)ug — (div ug)ug + Vo, ug — Vo, ui] - nds.
)

On va alors utiliser le fait que V,,, us — Vo, u1 = [u1, us] et le lemme H.8 pour obtenir finalement

dW (81,0p2) = —/

rot (u; X ug) -nds = jé (ug X uy) - db = (02 % 019) - Fdby,
)

)3 0%
d’apres la formule de Stokes—Ampere (1.2) et le fait que d€o ¢ = F,dly. O
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Toutefois, en imposant des conditions supplémentaires sur les variations d¢ (des contraintes
non-holonomes, donc), on arrive quand méme a réaliser la condition aux limites de type pression
imposée sur ¥ comme la variation d’un Lagrangien L (p) défini sur TEmb(Qq, &) [37, 4], ce que
nous proposons de détailler maintenant dans le cas d’une pression unitaire. La formulation
explicitée étant intrinseque, il est tout a fait possible de la définir également sur le body A, ce
que nous allons faire. Pour 'interpréter sur la configuration de référence Qy = po(4), il suffit
donc de poser pg = id, Fg = T'pg = Id, ¢ = p et F, = Tp = F. Enfin, pour comprendre
comment on obtient le potentiel proposé a I'aide du lemme de Poincaré F.16, on se restreindra,
dans un premier temps, a travailler sur le voisinage d’une configuration de référence pg, défini
par

Upy = {p € C™(4,8); sup||F — Fyl| < 1},
B

qui est un ouvert convere de C*(4%4, &), inclus dans Emb (%, &).
Si la forme différentielle W était fermée, le lemme de Poincaré F.16, nous fournirait explici-
tement le potentiel suivant

0
©.7) L) = [ (6 ieW),de

ot ¢'(p) = e'p+ (1 —e!)pg est le flot du champ radial £(p) = p — po (qui se trouve étre le champ
de déplacement) et

(9.8) W, (0p) == / (u-n)ds = / iy Volg = / iprup volg = / volg(dp, Fp-, Fp-).
» = Yz X%
Cette intégrale se calcule en observant que

[(&")*ieW ], = [W())(¢' (p) = W) (e"E(p)),

Wt (e'6(0)) = [ volale'6(p), (€'F + (1= )F0)- (€F + (1= )Fo)-),

Xz

car Fyi(y = T(e'p+ (1 — e')po) = 'F + (1 — €")Fp. On a donc

0 0
/ (1) ie W], dt = / volq(p — po, F-, F') / & dt
—00 Y —00
0
+ / (volq(p — po, F-, Fo-) + volg(€(p), Fo-, F-)) / (1~ ¢ty dt
Yz —c0
0
+/ volq(p—pO,F-,F-)/ et(l—et)2 dt,
Yz —c0

Ll(p) = é /E VOlq(g’ F'a F) + % (VOlq(g’ F'a FO) + VOlq(é, FO" F)) + VOlq(é-, FO'a FO)

Malheureusement, W n’est pas fermée d’apres le lemme 9.3. On a toutefois d’apres la for-
mule (F.2)

0
ALy =W —/ (6) iedW dt,

ou

de((spl,(spQ) = / (5]92 X 5p1) . de_g,
)07

et FdZ = df o p. Calculons donc cette obstruction a l’existence d’un potentiel. On a d’abord

(") igdW = z’wt)*g(qst)*dw = i¢(¢") dW
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car (¢')*¢ = &, puis
[ig(¢")"aW]  (6p) = [(¢")"dW]  (£(p), op)
= AWy (T¢" £(p), T 9" .6p)
= AWy (T¢" £(p), T 9" .6p)
t

= AW () (e"€(p), €'0p).

On a donc

0 0
/ (69" ig ) dW, di(6p) = / /a (o x ee(p) - By d i

N = /620 (6p x £(p)) - (/_io(egtF + (¥ - egt)Fo)dt> 4

1

=5 |, 0exco))- @F Rz,

car F i) = T(e'p+ (1 — €')pg) = 'F + (1 — €')Fy.

Remarque 9.4. Le calcul précédent formule sur le body, tout en les précisant, les conditions
d’intégrabilité de Sewell-Beatty [43, 4]. En effet, nous venons de montrer que les conditions
optimales d’intégrabilité se traduisent en fait par 'unique condition

]é (Ex068) - 2F +Fy)dZ =0,
P

alors que Beatty obtenait deux conditions, exprimées sur la configuration de référence (i.e. dans
le cas particulier on Xz = 3, dZ = dly, Fo =1d, F = F,),

(9.9) 7{6 (€ a) dty = 743 | (€x80)- Fuatg =0

On résumera ’ensemble de ces considérations par la formulation du théoréeme qui suit. Bien
qu’il ne soit pas nécessaire de fournir une nouvelle preuve de celui-ci, nous fournissons plus loin
une nouvelle vérification de ce résultat par le calcul des variations et qui ne nécessite plus de se
restreindre a un ouvert convexe.

Théoreme 9.5. Considérons la fonctionnelle
1 1
(9.10) Li(p) = 5/2 volg(&, F-,F-) + 3 (volg(&, F-,Fo-) 4+ volg (&, Fo-, F)) + volg (&, Fo-, Fo-),
B

définie sur Emb(%A, &), ot & :== p—pg est le champ de déplacements et ¥ = pal(Eo) =p (D).
Alors

1
0Ly :/E(u-n)ds—i-ajém%@><5§)-(2F+Fo)d$,

dZ étant Iélément de longueur vectoriel relatif a la métrique vy = phq sur A.

Démonstration. La preuve que nous proposons ici est basée sur I'observation suivante. Un plon-
gement p : # — & ou une variation de ce plongement p : & — T'& peuvent étre considérés
comme des fonctions a valeurs vectorielles, une fois choisi un repere affine de & (orthonormé ou
pas). Ainsi, V' désignant un champ de vecteur sur 4, on pourra définir la dérivée de Lie de p ou
0p dans la direction V' comme celui d’une fonction et on écrira

Tp.V = L p, Top.V = L dp.
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Ceci restant valable bien sir si on considére les restrictions de p et dp & 0% et si V est un champ
de vecteur sur 0.%. Ces précisions étant faites, on introduit les 2-formes suivantes sur 0% :

w1 (V, W) :=volq(&, F.V,F.W) = volq(§, Lvp, Lwp),

1
wo(V,W) := 3 (volq(§, F.V,Fo. W) + volq(&, Fo.V,F.IV))

1
= 5 (volg(&, Zvp, Lwpo) +volg(&, Ly po, Lwp))
w3(V, W) := volq(&, Fo.V,Fo.W) = volq (&, Ly po, Lwpo),
V et W étant des champs de vecteurs sur 0%. On a donc (en utilisant le fait que dp = 6¢)

dw1 (V, W) = volq (6, Ly p, Lwp) + volg(&, L8, Lwp) + volg (&, Lvp, L 6E),

1
5(*}2(‘/’ W) = 5 (VOlq((Sf,gVP, ngO) + Volq(§,$V5f,$WP0)

+V01q(6£a gvp(b ng) + VOlq(é-a XVPOa fwfsg)) )

et
dws(V, W) = volq (0§, Ly po, Lwpo)-

Par conséquent

1
(5L1 = 6 (5(,«),

Xz
ou
Sw(V, W) := 2 (0wi (V, W) + dwa(V, W) + dw3(V,W))
= volg(d¢, Ly p, L (2p + po)) + volg(d€, Ly po, Lw (2po + p))
+ volg(§, Ly 0, Lw (2p + po)) — volg(§, Lw &, Ly (2p + po)).

Il nous faut maintenant procéder a une intégration par partie pour se débarrasser des termes
qui contiennent des dérivées de Lie de ¢ et finir le calcul. On introduit pour cela la 1-forme «
sur 0% définie par

a(V) == volq(&, 68, Ly (2p + po))-
On a alors (exemple F.12)

da(V,W) = Zya(W) — Lwa(V) — o[V, W]),

avec

Ly a(W) = volg(Lv &, 08, Lw (2p + po)) + volg(§, L0, Lw (2p + po))
+ volq(&, 08, L Lw (2p + po)),

Zwa(V) = volg(LwE, 6§, Ly (2p + po)) + volg(§, Lw €, Ly (2p + po))
+ volg(§, 68, Lw Ly (2p + po))
et
o[V, W]) = volq(§, 6§, ZLlv,wy(2p + po))-
Compte tenu du fait (voir corollaire D.5) que
L L (2p + po) — Lw Ly (2p + po) = Lvw)(2p + po))
on a donc finalement
da(V,W) = volq(Lv&, 06, Lw (2p + po)) — volg(Lw &, 6&, L (2p + po))
+ volq (&, Ly 08, Lw (2p + po)) — volg (&, Lw &, L (2p + po))-
Par suite, apres simplification, on obtient

dw(V,W) = da(V,W) + 6volq(6¢, Ly p, Lwp).
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On en déduit que
1 1
0L = —/ dw = / volg(6¢,F-,F-) + —/ a,

ol la restriction de o & 90X 5 s’écrit
a =volq(¢,0¢, (Fo+2F).) = (£ x &) - (Fo + 2F)dZ,

d% étant Iélément de longueur vectoriel relatif a la métrique vy = pjq sur A. Par conséquent,
en utilisant (9.8), on obtient finalement

1
0L, = /2(u-n)ds+6ygzg(£ x 68) - (2F + F()dZ.

0

Remarque 9.6. Dans le cas particulier ol on assimile le body % a une configuration de référence
o, et ol on choisit une base orthonormée (e;) de I'espace &, on a alors Fyg = Id, F = F et
¢ = ¢ —id. Dans ce cas

w1 = volg (&, Fy-, Fy) = (det Fy )ig_-1volq = J,Fy '€ - mg dso,

1 1
w2 = 5 (VOlq(ga FSO" ) + VOlq(g’ e F‘P)) = 5 ((tI‘ F‘P)g - Flpg) "o dSO,
w3 = VOlq(f, K ) = igVOlq = 5 - Ty dso.

En effet, la deuxiéme égalité résulte du calcul suivant :
wo(V,W) = = (volq(g, Vial-go, Wjej) + volg (&, Vie,, W]ngp)) ,

= — (det(&, i, €;) + det(€, €5, 05)) VWY,

=N =N =

= —det(§, 0, €5) (VW7 = VIW?),

=N

= Separ&" "0 (VW7 —VIW"),
1 . . .

= 5pas 0" (VW7 —VIW?) .
Or wsy est proportionnelle & la forme volume dsg = in,volg (c.f. Appendice F et Appendice G)
qui s’écrit

1 o o
dSO(V, W) = VOlq(’l’Lo, V, W) = 6M]’TL(T]VZWJ = §6r¢jn6 (VZW] — V]WZ) .
On a donc
wa(V, W) = Adso(V, W),
soit
qujé.paigpq = )‘grijn67 Vi7j7
de sorte que, en utilisant (A.5), on obtient
Mg, i€P0pT = NN il = 2\ 6Fnl = 2\ nf,

d’ou, grace a la formule (A.4),

1 ...
A= §5k”5qu§pai§0qn0k

— % (8k3, — 5503) P 0ngmon
= % (5k<9q%0q - §i3isﬁk> noy

= L ((rP)E —Fu0) -y,
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On peut donc écrire

1

(9.11) Li(p) = 5/2 <J¢F¢_1£ + %((tr F,)¢ — Fg,g) + §> - ng dsg,

qui est I’expression obtenue par Beatty [4] sous les conditions d’intégrabilité non optimales (9.9).

9.3. Bilan. Pour conclure, nous reprenons les résultats des sections 8.3, 9.1 et 9.2, que nous
synthétisons ici. Le théoreme 9.7 formule sur le body 'hyper-élasticité en grandes transformation,
sous la forme d’un Lagrangien & minimiser lorsque des conditions d’intégrabilité sont satisfaites.
La formulation sur la configuration de référence est obtenue comme le cas particulier & = (),
po =id, p= ¢, Fo =1Id, F = F,, u = pgvoly, dSy = dsg, et en se référant a la remarque 9.6
pour les termes de pression.

Théoreme 9.7. On considére le probléme suivant d’hyper-élasticité isotrope avec pour condi-
tions limites :

— des déplacement imposés ¢ —id = & sur la surface 0 = po(05%),

— des pressions uniformes Py imposées sur les surfaces L% = p(3f) = p(Sk)) C 0%,

— des charges mortes ty imposées sur la surface O = po(angg),
satisfaisant 0p|yz4e = 0 ainsi que les conditions non-holonomes sur les déplacements

9.12) 74 (€ x 66) - (2F + F)dZ — 0.
osk
Alors les solutions de ce probléme correspondent aux extrémales du Lagrangien

L(p) = /@Wk o po)p — /agt ((p — po) - o 0 po) dSo

7

1 1
+3 Z P, /k volg(&, F-, F-) + 3 (volg (&, F-, Fg-) 4 volg (€, Fo-, F-)) + volg (¢, Fo-, Fo-),
k E%

sur la variété des plongements Emb(A, &), ot p — pg = & est le champ de déplacement.

Remargue 9.8. Les conditions (9.12) sont satisfaites lorsque les contours fermés %5 sont des
frontieres de zones a déplacement imposés (de conditions de type Dirichlet 6§ = 0, ¢f [3]).
Plus généralement, et comme remarqué par Beatty [4], afin qu’elles soient vérifiées il suffit
que le vecteur vitesse lagrangienne V' = 0p (resp. dp = Vj) reste colinéaire au déplacement
&(p) = p—po (resp. £(¢) = ¢ —id) le long de chaque contour 62% (resp. OXF). Enfin elles
sont trivialement satisfaites lorsque po(aﬁﬁg) = 0%k = () (comme dans le cas d’une pression P
imposée sur toute la surface externe a une structure ou encore sur toute la surface d’une cavité
non débouchante).

On a L = Lo+ L; avec Ly défini par (9.1) et Ly par (9.10) (théoreme 9.5). Le calcul de
variation premiere donne 6L = §Lg + 6L; = 0, U = F~14p étant le vecteur vitesse (eulerienne
a gauche) virtuelle. On obtient, par la remarque 9.2 et le théoréme 9.5,

oL = / ('ﬁ'\No —t opo) -0pdSy + Z/ <U,éN + PpN) dS — / (div? &,U)~ voly = 0.
ot sy 7

On retrouve les équations d’équilibre div?’ & = 0, les conditions aux limites de type charge
morte TNg|y = ZFSYNo|y5 = to o po, ainsi que celles de type pression imposée

(9.13) 6N

& :_PkNa

B

toutes exprimées sur le body.

Remarque 9.9. Par push-forward de (9.3) sur 9O, en utilisant F = F,Fy, 7F6& = p, F0, on
obtient

poSdang = (po)«((po © p0)8v0No) = (po)«(F g 0 po) = FoF ¢y = F, "'t
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et ’on retrouve la condition de charge morte Pny { ot = to (9.2) formulée sur la configuration de
0
référence. Par push-forward de (9.13) sur la surface ¥ de la configuration déformée, on obtient
on = p.(&yYN) = —p.(PxN) = —F;n

qui est bien la condition de pression imposé (9.4) sur 2.

ANNEXE A. QUELQUES FORMULES UTILES DANS R?

On considere L’espace euclidien orienté R?® ot la métrique q est représentée dans la base
canonique par les symboles de Kronecker (9;;) et le déterminant dans la base canonique, par
les symboles de Levi-Civita (g%). Ceci est encore vrai dans n’importe quelle base orthonormée
directe (e;). On a en particulier dans toute base orthonormée directe

(A.1) det(u, v, w) = g;ju v/ wk, u,v,w € R>.
Le produit vectoriel est défini implicitement par la relation
(u x v) - w = det(u, v, w)
On rappelle que si L : R? — R3 est une application linéaire, on a
det(Lu, Lv, Lw) = (det L) det(u, v, w), u,v,w € R>.

Soit A = (A;j) une matrice carré et A;;, la sous-matrice carrée d’ordre 2 déduite de A en
supprimant la i-eme ligne et la j-éme colonne. On définit alors le cofacteur d’indice i,j de A,
noté (com A); ; en posant

(com A)z}j = (=1)"7 det (Aij).

On peut montrer de plus que si A est inversible, alors

1
(A.2) ATl = detA(ComA)t’

et 'on a la propriété
(com A) = com(A").
Ceci permet d’établir la relation
com(P1AP)! = P(com A)!P~!,

et montre que la transposé de la comatrice d’'une application linéaire inversible L est définie
intrinsequement (alors que com L n’est définie que relativement & une base orthonormée). On
en déduit, toutefois, la formule bien pratique suivante, valable dans toute base orthonormée :

(A.3) Lu x Lv = (com L)(u x v).
Considérons maintenant six vecteurs wq, uo, ug, v1, v2 et vs. Il est facile de montrer que
det(ul, us, ’LL3) det('vl, Vo, ’03) = det(ui . ’Uj).

On en déduit que si (e;) est une base orthonormée directe, on a la relation suivantes entre les
symboles de Kronecker et ceux de Levi-Civita

oit Oim O

EijkElmn = 5j 5j 5jn :

Okt Okm  Okn

Par contraction des indices 7 et [, on en déduit ensuite

(A.4) €0k i = 03, 6% — 67 6k

n-m?
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puis

(A.5) eFe;in = 208,
et enfin

(A.6) ke i = 6.

Lemme A.1l. Dans toute base orthonormée directe (e;), on a
1 ..
t1k k
[(com AY]E = S eihey, A7 AL
En particulier, pour tout vecteur w, on a
1 ..
(com A)'u = gs”k det(Ae;, Aej, u)ey.
Démonstration. On part de la relation

det(Au, Av,w) = det(u,v, (com A)'w), u,v,w € R3.

En prenant une base orthonormée directe (e;) et en posant u = e;, v = e; et w = e,, on tire
alors

apqrAng = g4j[(com AL Vi, g, 7.

On contracte ensuite cette dernicre relation avec 7% et on obtient, grace a (A.5) :

e epgr AL A = e7¥eij1[(com A);
= 20F[(com A)']L = 2[(com A)']¥.
La deuxieme assertion provient du fait que

det(Ae;, Aej,u) = epgr A7 Afu"

ANNEXE B. DUALITE, TRANSPOSEE, ADJOINT

Etant donné un espace vectoriel E (de dimension fini) défini sur un corps K, on définit le
dual de F, noté E* comme 'espace vectoriel des applications linéaires de E' dans K. On pourra
remarquer que E et E* ont méme dimension. Le crochet de dualité entre E* et E est défini
comme suit :

(o, v) = a(v), ae€e E*,veE.

C’est une application bilinéaire définie sur £* x E. Si on se donne une base (e;) de E, on définit
une base (e') de E*, appelée base duale de (e;) en posant

(€', ej) =35

Remarque B.1. Une remarque fondamentale de I’algebre linéaire est qu’il n’existe pas d’isomor-
phisme canonique (i.e. indépendant du choix d’une base) entre un espace vectoriel E et son dual
E*.

Une application bilinéaire b : £ X E — K est dite non-dégénérée si
b(u,v) =0,Yv € £ = u =0.

On a le résultat suivant qui montre que tout isomorphisme entre E et son dual E* correspond
a la donnée d’une application bilinéaire non-dégénérée sur F.

Théoréeme B.2. Tout isomorphisme k : E — E* est équivalent a la donnée d’une application
bilinéaire b non dégénérée sur E. Inversement, toute application bilinéaire non dégénérée b sur
E définit un isomorphisme entre E et E*.
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Démonstration. Soit k : E — E* un isomorphisme et posons
b(u, v) = (r(u),v).

Alors, b, est une application bilinéaire définie sur E, qui est de plus non dégénérée si k est un
isomorphisme. Inversement, si b est une application bilinéaire non dégénérée sur E, alors on
peut vérifier que I'application linéaire

Kp i u— b(u, ), E — E*
est un isomorphisme. O

Exemple B.3. Soit (e;) une base de E et
/@:u:ZuieiHZuiei, E — E*.
i i
Posons b(u,v) := (k(u),v). Alors, dans la base (e;), on a

b(u,v) = Z u'v!

qui correspond & un produit scalaire sur F.

Etant donnée une application linéaire L € Z(FE, F') entre deux espaces vectoriels E et F', on
définit Iapplication linéaire L* € Z(F*, E*), appelée adjoint® (ou application linéaire duale)
de L entre les duaux respectifs F* et £* de F' et E par la formule

L*a:=aolL, a€ F*.
Remarque B.4. On pourra observer les relations suivantes
(L1 Loy =2527, (LT =(L)h

Lorsque les espaces vectoriels E et F' sont respectivement équipés de produits scalaires, qu’on
notera qg et qp respectivement, alors on définit application transposée de L € Z(E, F) par
rapport a ces produits scalaires et notée L! & partir du diagramme suivant

Er < pr

wl o

E—L>F

~

Lt
Autrement dit
(B.1) ag L' = L*qF,

ou encore L' = q;' L* qr.
ANNEXE C. PULL-BACK ET PUSH-FORWARD

Le concept fondamental en géométrie différentielle qui permet de passer des variables matérielles
aux variables spatiales (et inversement) sont les opérations pull-back et push-forward. Pour les
fonctions numériques, ces opérations sont définies par

p*f = fop (pull-back), p«F =Fop ! (push-forward),

ou f € C®(QR) et FF € C®(A,R). Pour les champs de vecteurs, on se concentrera sur le
diagramme suivant

7% P Te

ol |+ |

B—L &

3. Notation utilisée par Noll [35].
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afin d’obtenir les définitions naturelles
pru=Tp touop (pull-back), pU=TpoUop ! (push-forward).
Ainsi, si u € Vect(2), alors p*u € Vect(Z) et réciproquement, si U € Vect(Z), alors p,U €

Vect(Q2). Pour les champs de covecteurs, le diagramme suivant

T3 2P g
A(lﬂ lﬂ‘>a
B—L &

ol T'p* est 'adjoint de I'application linéaire T'p, nous aide & obtenir les définitions suivantes

p*a=Tp*oaop (pull-back), pA=(Tp*)toAdop ! (push-forward).

Une fois comprises ces regles du jeu, les opérations pull-back et push-forward s’étendent sans
probleme, aux champs de tenseurs contravariants d’ordre plus élevé, aux champs de tenseurs
covariants d’ordre plus élevé, et enfin aux champs de tenseurs mixtes.

Remarque C.1. 1l est intéressant de noter que les opérations de pull-back et push-forward sont
inverses 1'une de l'autre, i.e. que p* = (p,) ™' = (p™ ).

Dans des systémes de coordonnées locales, (X') sur % et (2%) dans &, olt on a posé p(X) = z,
I’application linéaire tangente

Tp:TH —TE
est représentée par la matrice carrée F définie par
. o1 .
F'y=—— = djx,
T oxT T Y

et son application linéaire tangente duale
Tp* : T;& — Tx P,
par
, J A
(F)) = 22 = Ora,
avec F! = q 'F*q et F~* := (F*)~! = (F~ 1)~
Exemple C.2. Pour des champs de vecteurs contravariants W = (W), w = (w') , on a
. . _ " RN
(PW) =F'x(WEop™),  (p'w)l = (F1) (w" op),
soit, sous forme matricielle,
W =F(Wop ), pw =F Hwop).
Exemple C.3. Pour des champ de vecteurs covariants A = (Ar), a= (a;), on a
¢ - %
(peA)i = (F7); (Agop™),  (p"a)r = (F)/*(ar o p),
soit, sous forme matricielle,
pA=A(F 'op!), pa=a(Fop)
Exemple C.4. Pour des champs de tenseurs d’ordre 2 covariants K = (Kry), k = (k;j), on a
iy K ey L - *
(pK)ij = (E )i (F7); " (Kxrop™), 0"k = (B (F), (ko p),
soit, sous forme matricielle,

pK=F*KF 'op™), pk=FkFop).
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Exemple C.5. Pour des champs de tenseurs d’ordre 2 contravariants 6 = (017) et T = (17%9),
on a

(p*e)ij _ FiKFjL(aKL Op_1)7 (p*T)IJ _ (F—l)lk(F—l)Jl(Tkl Op_1)7
soit, sous forme matricielle,

0 =FO(F*op™ 1), pr=F 7 (F*op).
Exemple C.6. Pour des champs de tenseurs d’ordre 2 miztes M = (M! ) et m = (m‘;), on a
; ; e L _ X _ _
(pM)', =F' g (F); (M5 pop™),  (pm)! ;= (F N (F), (mFop™),
soit, sous forme matricielle,
pM=FM(F top!), p'm=F 'm(Fop).
Plus généralement, pour des champs de tenseurs mixtes quelconques, on a :

L ) ; _ _ L KK,
(C.l) (p*T)“ zpjlqu _ F“Kl . szKp(F *)lel c (F *)jq q(T 1 HKp

w1 L - N I lg k1
(C.2) (p*t)™ * gy = (F 1)Ilk1 (P P (F) 1 (B, (8 1 *het, OD);

Remarque C.7. Les opérations de push-forward et de pull-back commutent avec la contraction
entre tenseurs covariants et contravariants. On obtient donc en particulier

(p:A) - (pU) =pu(A-U),  (p:0) : (0K) =pu(0: K),  tr(pM) = p.(tr M).

—1
LyLy OP )5

ANNEXE D. DERIVEE DE LIE

Le groupe des difféomorphismes Diff (M) d’une variété différentielle M agit linéairement sur
tout espace T(M), de champs de tenseurs sur M. Plus précisément, il existe un morphisme de
groupe

p: DIf(M) = GLIT(M)), ¢+ p(¢) = .
Pour des raisons historiques, c’est en général l'action (& droite) ¢* = (¢~ !), qui est plutot
considérée. La dérivée de Lie d’un champ de tenseurs t € T(M) correspond a l'action infi-
nitésimale de cette action.

Définition D.1 (Dérivée de Lie). Soit w un champ de vecteurs sur M et ¢(t) son flot. Soit
t un champ de tenseurs sur M. On définit la dérivée de Lie, £, t, de t par rapport a u par
I’expression

]
wti= — t)*t.
Z T t:Oso()

Remarque D.2. Lorsque t est un champ de vecteurs v, on a %, v = [u, v], ou 'expression [u, v]

désigne le crochet de Lie des champs u et v.

Le fait que la dérivée de Lie corresponde a l'action infinitésimale d’une représentation (a
droite) p du groupe des difféomorphismes, c’est a dire que

p(e1 0 @) = plp2)p(er),
nous permet de déduire le lemme suivant.

Lemme D.3. Soit u € Vect(M), un champ de vecteurs sur M, ¢(t) son flot et t € T(M), un
champ de tenseurs sur M. On a :

9
o’

On a également les résultats suivants.

()t = p(t)* Lut.

Lemme D.4. Soit u € Vect(M), un champ de vecteurs sur M, ¢ un difféomorphisme et
t € T(M), un champ de tenseurs sur M. Alors :

O Lyt =Lyt
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Corollaire D.5. Soit u,v € Vect(M), des champs de vecteurs sur M et t € T(M), un champ
de tenseurs sur M. Alors

g[um}t:.,gugvt—gvfut.

Remarque D.6. Considérons maintenant un chemin (lisse) quelconque ¢(t) dans le groupe des
difféomorphismes et introduisons sa vitesse eulerienne

u(t) ==grop

qui définit un champ de vecteurs dépendant du temps. Alors, la notion de dérivée de Lie s’étend
sans difficulté dans ce cadre et le lemme D.3 demeure valable.

Le résultat suivant étend le lemme D.3 dans le cas ou le chemin de difféomorphismes ¢(t) est
remplacé par un chemin de plongements p(t) : B — &.

Lemme D.7. Soit p(t) un chemin de plongements, u = (9;p) o p~1 sa vitesse eulerienne (a

droite) et t un champ de tenseurs défini le long de p(t) (i.e. sur Q,q = p(t)(%) et dépendant
éventuellement du temps). Alors

O (p't) =p* (Ot + L t).
Démonstration. Le lemme est vrai pour une fonction, car
" f) =0u(fop)=(Ouf +Vuf)op=(0f +ZLuf)op.
On va maintenant le montrer pour un champ de vecteurs w. Dans une carte locale, on a
(P w)(t, X) = F~(t, X).w(t, p(t, X)),
d’apres C.2, d’ou l'on tire
oi(p*w) = 0, (F~Y).(w o p) + F 1.9, (w o p)
= —(F YO,F)F ) .(wop)+F L(dw+ Vyw)op.
Or (0;F)F~! = (Vu) op et donc
o(p*w) =F 1 (=Vypu + 0w + Vyw) op
=F 1.(Qw + [u,w]) op
= p*(Ow + Ly w).

On montre ensuite le lemme pour un champ de covecteurs «. Soit W un champ de vecteurs
indépendant du temps sur B et w = p*W. On a

O (p" ) (W) = 5t((p a)(W)) = o,((p"e)(p"w))
= at( ) ((a(w)) o )
*(3t u(e(w)))
*((8 +a(8t )+ (L a)(w) + a(ZLy w))
*(8,5044-.3 @)(W) + (p*@) (9:,(W))
=p (O + L a)(W).
On montre enfin, et de la méme maniere, que le résultat est encore vrai pour n’importe quel
champ de tenseurs t, ce qui acheve la preuve. ]
ANNEXE E. DERIVEES COVARIANTES

Définition E.1 (Dérivée covariante). Une dérivée covariante sur un fibré vectoriel E de base
M est un opérateur linéaire

V:I(E) > T(T*"M ®E), s+~ Vs,
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entre 'espace I'(IE) des sections de E et celui des sections de T* M ®E qui vérifie de plus l'identité
de Leibniz

V(fs) = df @5+ f Vs,
pour toute fonction f € C*°(M) et toute section s € I'(E).

Définition E.2 (Courbure). Etant donnée une dérivée covariante sur un fibré vectoriel E de
base M, on définit un champ de tenseurs covariants d’ordre 2 antisymétrique (une 2-forme) sur
M & valeur dans End(E) en posant :

R(X, Y)S = VvaS — VyVXS — V[Xy]s.
C’est le tenseur de courbure de V.

Dans le cas particulier ou E = T'M est le fibré tangent d’une variété M, on peut définir la
torsion de cette dérivé covariante, par la formule

T(X,Y):=VxY —VyX —[X,Y], X,Y € Vect(M),

qui est un champ de tenseurs mixte de type (1,2). Le tenseur de courbure de V est, quant a lui,
un champ de tenseurs mixte de type (1,3) qui s’écrit

R(X,Y)Z:VvaZ—VyVXZ—V[Xy]Z, XY, Z EVeCt(M).

Définition E.3. Une dérivée covariante sur le fibré tangent T'M d’une variété M est symétrique
si sa torsion est nulle, c’est a dire si

Vow — Vv = [v, w], Vv, w € Vect(M),
ou [v,w] est le crochet de Lie des champs de vecteurs v et w.

Remarque E.4. On peut montrer I'existence sur toute variété différentielle M d’une dérivée
covariante. Toutefois, il existe une infinité de telles dérivées et aucune d’entre elle ne joue un
role particulier. En revanche, si une variété M est munie d’'une métrique riemannienne g, alors
il existe une unique dérivée covariante symétrique V telle que Vg = 0 (voir par exemple [18,
Theorem 2.51]), c’est la dérivée covariante riemannienne.

Toute dérivée covariante sur T'M induit par la regle de Leibniz une dérivée covariante sur tous
les fibrés tensoriels de M. Le lien entre la dérivée de Lie et une dérivée covariante symétrique
est alors rappelé dans le théoréme suivant, dans le cas d’une variété riemannienne (M, g).

Théoreme E.5. Soit M une variété différentielle munie d’une dérivée covariante V symétrique.
On a alors les relations suivantes :

(1) Dérivée de Lie d’une fonction f :
Lo [=Vuf =df u;

(2) Dérivée de Lie d’un champ de vecteurs w = (w') :

Luw = [u,w] = Vyw — Vyu;
(3) Dérivée de Lie d’un champ de covecteurs (1-forme) a = (o) :

Lua=Vya+ (Vu) o

(4) Dérivée de Lie d’un champ de tenseurs covariants d’ordre deux, k = (ki;) :

ZLuk =Vuk+ (Vu)k + k(Vu);
(5) Dérivée de Lie d’un champ de tenseurs contravariants d’ordre deur, o = (o¥) :

Lywo=Vyo— (Vu)o —o(Vu)*;
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Afin de définir de maniére intrinseque 1’équation des géodésiques d’une variété riemannienne
mais également la dérivée covariante de la vitesse lagrangienne, il est nécessaire d’étendre la
notion de dérivée covariante pour les champs de vecteurs (et plus généralement les champs de
tenseurs) qui ne sont définis que le long d’une application f : K — M, entre deux variétés K
et M. La formulation rigoureuse d’une telle définition nécessite d’abord d’introduire la notion
depull-back d’un fibré vectoriel [23].

Définition E.6. Soit 7 : E — M un fibré vectoriel et soit f : K — M, une application lisse.
Alors I’ensemble

fE:=||EymCE
keK
est un fibré vectoriel au dessus de K, dénommé pull-back par f du fibré vectoriel E. Une section
de ce fibré est donc une application s : K — E, telle que w(s(k)) = f(k).

Exemple E.7. Un champ de vecteurs défini le long d’une courbe ¢ : I — M est une courbe
X : 1 —TM, telle que X(t) € Ty M, pour tout ¢ € I.

Définition E.8. Soit 7 : E — M un fibré vectoriel, muni d’une dérivée covariante V et soit
f: K — M, une application lisse. Alors, il existe une unique dérivée covariante, noté f*V, sur
f*E et appelée le pull-back de V telle que

(f*V)x(fos)=f"(Vrsxs)
pour toute section s de E et tout champ de vecteur X sur K.
Exemple E.9. Considérons le cas ou K = B, M = &, E = T& est le fibré tangent de & et

f=p:%— &,
est un plongement de % dans &. Considérons un systéme de coordonnées locales (XT) sur % et
un systeme de coordonnées locales (z°) sur &, dans laquelle les symboles de Christoffel s’écrivent
I‘fj Soit V' une section de p*T'&, c’est a dire une application
V:#B—-TE, telleque w(V(X))=p(X),

alors, on a

(0 V)o,, VIF = 0x:VF + rg—ap Vi,
XI

Exemple E.10. Soit (M, ) une variété riemannienne et V la dérivée covariante associée. Soit
c: I — M une courbe. Alors, le pull-back de V par ¢, souvent notée D; est définie sur ’espace
vectoriel des champs de vecteurs définis le long de c. Elle est caractérisée par les propriétés
suivantes :

(1) pour toute fonction f: I — R,
Dy(fX)(t) = f'(8) X (t) + f(t) De(X)(1);
(2) Si X(t) = X(c(t)) ott X est un champ de vecteurs sur M, alors
(DX (1) = (Vo X)(®)):
Dans un systeme de coordonnées locale (z*) de M, on a :
(DyX)F = XF 4+ Tha" X9

Remarque E.11. Dans le cas d’une dérivée covariante définie sur les champs de vecteurs définis
le long d’une nappe paramétrée c(s,t), la courbure est définie par

D D D D
X

R(05, 00X = 55X = 5 5 %
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ANNEXE F. FORMES DIFFERENTIELLES EXTERIEURES

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Une forme alternée sur E est un tenseur covariant
w sur F d’ordre k qui satisfait
w(’uo(l), N ,'va(k)) = e(a)w(vl, e ,’Uk),

pour toute permutation o de {1,2,--- ,k}, €(0) désignant la signature de o et vq,..., vy, des
vecteurs de E. En composantes, cela signifie que wj, . ;, change de signe, dés qu’on permute

deux indices. L’espace des k-formes alternées sur E est noté /\k E*. On pourra remarquer que
A" E* = {0} si k > n et que

dim/k\E* - <Z>

Définition F.1 (Formes différentielles extérieures). Une forme différentielle extérieure de degré
k sur une variété M est une section lisse du fibré /\k T*M, autrement dit un champ de k-formes
alternées sur M. On dénotera cet espace de sections T'(A* T* M) par QF(M).

En coordonnées locales, une forme différentielles o de degré k sur une variété M de dimension
n s’écrit :
o= Z Qi dz™ A -+ A dx'*
1<iy <-<ip<n
otl (dz?) est la base duale de la base (9,:) de T, M et
't A Ada'oi= Y e(0)da™) @ da?) - @ da (k)
ceSy
Remarque F.2. Une forme différentielle de degré 0 est simplement une fonction sur M.
Définition F.3 (Produit extérieur). Le produit extérieur
OP(M) x QI(M) — QPTI(M), (o, B) = a A B,

correspond au produit tensoriel alterné?, définit par

1
(Oé A ﬁ)x(éla s ,£p+q) = p'—(]' Z E(J)a(éa(l)a s aé-O'(p))/B(gU(p-f—l)? s aga(p—l—q))a
0€6p+q
ou €(o) désigne la signature de la permutation o et &1,. .., &4 € T M, définition que 'on peut

encore écrire
alpf=(axp),

(1)® signifiant 1’anti-symétrisation.
Exemple F.4. Si o, 3 € Q'(M) alors

(@A B)a(€1,€2) = 02 (81)Be(82) — aa(§2)B:(61),
ou &1,& € Ty M.

Lemme F.5. Soient o € QP(M) et g € Q4(M) alors :
aAp=(=1PIEAa.
Lemme F.6. Soient ¢ un difféomorphisme et X un champ de vecteurs. Alors on a
o (N B)=¢ " a N d*p, et Ix(aNp)=Lxahp+anLxp.

Le produit intérieur d’un champ de vecteur X et d’une forme différentielle o est obtenu par
contraction.

4. Le facteur de normalisation ﬁ n’est pas universel et dépend des auteurs.
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Définition F.7 (Produit intérieur). Etant donné un champ de vecteur X sur une variété M,
on définit I'opérateur linéaire

ix : QP(M) — QP Y(M)
défini par :

(iXa)x(§17 ce 75]2—1) = a$(X$7 §1,. - afp—1)7
pour tout &1,...,&—1 € T M. Sip =0 (i.e. si a est une fonction), alors ixa = 0.
Lemme F.8. Soient o € QP (M) et € QI(M) alors :
ix(Oé VAN ﬂ) =ixa A+ (—1)p04 Nix [
Lemme F.9. Soient ¢ un difféomorphisme et X,Y des champs de vecteurs. Alors on a :
qS*(z'on) = i¢*X gb*oz, et gy(ixo&) :Z'gyxoé—{—ix(gya).

Définition F.10 (Différentielle extérieure). La différentielle extérieure

d: QP(M) — QPFYL(M)
étend la différentielle d’une fonction aux formes différentielles extérieures. Elle est définie récursivement
par la formule de Cartan
(Fl) Px =doix +ixod.
ou X € Vect(M) est un champ de vecteurs.

Exemple F.11. Si p = 0, alors f € Q%(M) est une fonction lisse sur M. Dans ce cas, on a
ixf =0 et on obtient :

df (X) = (ixod)f =Zxf
qui correspond bien & la définition de la différentielle de la fonction f. En coordonnées locales
(df)i = 0if.

Exemple F.12. Sip=1, a € Q}(M) et X,Y € Vect(M), alors ixa = a(X) est une fonction.
La formule de Leibnitz nous donne :

Zx(a(Y)) = (Zxa)(Y) + a(ZxY),
et on obtient :
do(X,Y) = Zx (a(Y)) = Ly (a(X)) — o([X,Y]).
En coordonnées locales, si @ = )" | dz', on a
(da)ij = Oz — 050y

Exemple F.13. Sip=2, a € Q*(M) et X,Y,Z € Vect(M), on obtient :

do(X,Y, 7)) = x(a(Y, Z)) + Ly (a(Z, X)) + Zz(a(X,Y))

+a(X,[Y,Z]) + a(Y,[Z,X]) + a(Z,[X,Y]).
En coordonnées locales, si a = Zl§i<j§n ijdzt A dz? on a
(da)iji, = Oz, — Ojoup, + Okvij.

Proposition F.14. La différentielle extérieure posséde les propriétés suivantes :

(1) dod=0;

(2) Lxod=do%Lx;

(3) dla A B) =daA B+ (=1)Pa AdB, pour tout o € QP(M) et 8 € QI(M) ;

(4) f*od=do f*, pour tout f € C>*°(M,N).

Définition F.15. Une forme différentielle a € QF(M) est dite fermée si da = 0. Elle est dite
ezacte si elle s’écrit dB avec B € QF~1(M).
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Comme d o d = 0, toute forme exacte est fermée. Une condition nécessaire pour étre exacte
est donc d’étre fermée, c’est ce qu’on appelle une condition de compatibilité. Le résultat suivant,
du & H. Poincaré entraine que toute forme fermée est localement exacte.

Lemme F.16 (Lemme de Poincaré). Soit a € QF(R™) (1 < k < n). Si da = 0, alors il existe
B € QFL(R™) tel que o = dp.

Remarque F.17. Une primitive 8 d’une forme différentielle fermée a définie sur R™, assurée par
le lemme de Poincaré, est de plus définie de maniere explicite. En effet, soit ¢'(x) = e'x le flot
du champ de vecteur radial X (x) = x. En posant

0
Ka:/ (¢ *ixadt,

—00

on obtient, en utilisant la formule de Cartan (F.1)

0 0
dKao = / (¢)* Lxadt = / %((qﬁt)*a) dt = «

—0o0

et donc B := K« est une primitive de a.. Dans le cas ou la forme « n’est pas fermée on a

0
(F.2) dKa = o — / (¢ *ixdadt

—00

ANNEXE G. FORMES VOLUMES, ELEMENTS D’AIRE

La notion de forme volume généralise aux variétés la notion de déterminant de n vecteurs dans
un espace vectoriel E' de dimension n. De fagon euristique, une forme volume est un <« champ
de déterminants >.

Définition G.1. Une forme volume sur une variété M de dimension n est un forme différentielle
de degré n qui ne s’annule en aucun point.

Remarque G.2. Une variété M qui possede une forme volume est nécessairement orientable, c’est
a dire qu’il existe un atlas sur M dont les changements de cartes sont & Jacobien positif [18,
Section 1.G]. Si M est connexe, il y a deux orientations possibles définies de la fagon suivante.
Soient w et w’ deux formes volumes sur M, il existe alors une fonction f € C*(M) qui ne
s’annule pas telle que ' = fw. Il y a donc deux possibilités (puisque M est connexe) soit f
est strictement positive, soit f est strictement négative. On dit que w et w’ définissent la méme
orientation si f > 0. C’est une relation d’équivalence. Le choix d’une orientation sur M revient
a choisir une de ces deux classes d’équivalence.

Théoréme G.3. Soit (M, g) une variété riemannienne orientable. Il existe alors une unique
forme volume w sur M (qu’on note vol, et qu’on désigne comme le volume riemannien) telle
que

Wm(el’ s ,en) = 15
pour toute base orthonormée directe de T, M et pour tout point m € M. Dans un systeme de
coordonnées locales (x') de M, cette forme volume s’écrit

(G.1) vol, = \/det g;j dx* A -+ A da™.

Remarque G.4. La notion de volume riemannien permet de définir le produit vectoriel de maniere
intrinseque sur n’importe quelle variété riemannienne orientable (M, g) de dimension 3. En effet,
en dimension 3, 'opérateur de Hodge

% : T M — A*(Ti M), &~ igvol,
est un isomorphisme. On définit alors le produit vectoriel sur T;, M en posant

Gqxp VOlg := a’ A bl’, a,be T, M.
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Théoréme G.5 (Variation du volume riemannien). Soit (M,g) une variété riemannienne et
considérons une variation dg de la métrique g, représentée par un chemin de métriques rieman-
niennes g(s) telle que g(0) = g et g(0) = dg. Alors

1
ovoly = 3 tr(gflég) vol,.
Démonstration. On va démontrer le théoréme en utilisant des coordonnées locales (x?). On a
donc d’apres (G.1)
voly(s) = y/det gij(s) da' A+ A da.

En dérivant cette expression par rapport a s en 0, on trouve

d d+/det g;;
VOlg(s) = (%) dzt A Adz™
s=0

ds

s=0
B 1 (ddet i;(s)
~ 2./det Gij ds

> dz' A - A dx™
s=0

1
= ———— (det g tr(g”10g)) daet A -+ A da™
5 detgij( et gij tr(g~'dg)) dx x

1
=3 tr(g~'dg) vol,.
g

Considérons maintenant une variété a bord M orientable. Soit w une forme volume sur M
et x € dM. Dans une carte locale au voisinage de x, on peut considérer la forme i,w ou n est
un vecteur avec une composante x1 strictement positive. La classe de cette forme volume définit
Iorientation induite sur 0M, dite convention de la normale sortante. Par exemple, considérons
le prototype dune variété & bord, | — 00,0] x R*! muni de l'orientation définie par la forme
volume dx! A --- A dz™. Alors l'orientation induite sur le bord R*~! de ] — 00,0] x R"! est
représentée par la forme volume dz? A - - - A da™.

Exemple G.6 (Element d’aire). Considérons une sous-variété a bord €2 dans l’espace affine
euclidien (&', q). Sur cette variété, la restriction & € du volume riemannien, noté voly définit une
forme volume. Soit m la normale unitaire sortante sur le bord 92. Alors la 2-forme %,,volg est une
< forme volume > sur la surface 992 qu’on appelle habituellement élément d’aire sur la surface
0f2. De plus, involy, qu’on notera ds, correspond au volume riemannien sur cette surface.

Théoréeme G.7. Soient Xy et ¥ deux surface orientées de lespace affine euclidien (&,q) et ¢,
un difféomorphisme de ¥ sur . Soit X un champ de vecteur de & défini sur ¥ (qui n’est pas
nécessairement tangent ¢ ). En notant F, = Ty, J, = det Fy, et par com(F,) la comatrice de
F,, ona

©* (X -n)ds) = com(Fy,)" (X o @) - ngdsy = J,F, 1 (X o) - mg dso.
Remarque G.8. Cette égalité est connue en mécanique sous la forme condensée dite de Nan-
son [34], souvent écrite

nds = J¢F;tno dsp.
Démonstration. Pour commencer, rappelons que la comatrice com(F) est définie par
com(F,,) := det(F,)(F, ')’
Ceci étant, on notera que, pour tous champs de vecteurs u, v tangents a >, on a
(X -n)ds)(u,v) = (X - n) det(n, u,v) = det(X,u,v) = (ix volg) (u,v).
On a donc
©* ((X -n)ds) = ¢ (ix volg) = iy=x ¢*volg = det(Fy,) igxx volg.
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Mais

ipex Volg = (0" X -mg)dsy, et "X =F, H(Xop)= (com(Fy,))' (X o),

L
det(F,)
d’ont

©*((X - m)ds) = com(F,)" (X o ¢) - ngdsg = J,F, (X o) - mgdso.

ANNEXE H. ANALYSE VECTORIELLE

Il existe deux notions de divergence sur une variété M ; la premiere nécessite ’existence
d’une forme volume sur M et ne s’applique qu’aux champs de vecteurs, la deuxieéme nécessite
I'existence d’une dérivée covariante sur M et s’étend aux champs de tenseurs contravariants.

Définition H.1 (Divergence). (1) Soit X un champ de vecteurs sur une variété M, munie
d’une d’une forme volume p. Alors, on définit la divergence de X par la relation
dixp _ Lxp
Iz Iz

(2) Soit X un champ de vecteurs sur une variété M, munie d'une dérivée covariante V. Alors,
on définit la divergence de X comme la trace du tenseur mixte VX, autrement dit

divV X = tr(VX).

divt X =

Remarque H.2. On a div* X = div¥ X, pour tout X € Vect(M), si et seulement si la forme
volume p est parallele, c’est a dire si Vi = 0. Ceci a lieu si (M, g) est une variété riemannienne,
p = voly est le volume riemannien et V est la connexion riemannienne.

La seconde définition s’étend a tout champ de tenseurs contravariants T, par contraction des
deux premiers indices du champ de tenseurs mixtes VT.

Exemple H.3. Soit o un champ de tenseurs contravariants d’ordre 2. Alors, dans tout systeme
de coordonnées locales, on a
(divY o)) := (Vg,0)".

Soit Z un champ de covecteurs sur M, on définit alors 'opérateurs différentiel D en posant
1
DZ(A, B) = 5 (VaZ)(B) + (V52)(4))
soit, en coordonnées locales

(DZ)y; = (@4+@z—r@@—ﬂzg.

1
9 J
Lemme H.4. Si (M,g) est une variété riemannienne et V désigne sa connexion canonique,
alors

Lxg=2DX",

pour tout champ de vecteurs X sur M.

Lemme H.5. Soit M une variété munie d’une dérivée covariante symétrique V. Soit o = (o),
un champ de tenseurs contravariants symétriques d’ordre 2 et Z = (Z;), un champ de tenseurs
covariants. On a

divV (e - Z)=divY(o) - Z+0o:DZ.

Remarque H.6 (Divergence du premier tenseur de Piola-Kirchoff). La notion de pullback d’une
dérivée covariante (voir définition E.8) permet de donner un sens rigoureux (et intrinseque) a
la divergence du premier tenseur de Piola-Kirchoff P. En effet, celui-ci apparait comme une
section du fibré p*T'Q, @ T au dessus de Qp, ot p*TQ, est le fibré pullback de TQ, par p
(voir définition E.6). On en déduit alors d’abord une dérivée covariante pullback p*V sur p*T'Q,
a partir de la dérivée covariante induite sur T2, par celle de '€ (voir définition E.8), puis par
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la regle de Leibniz, une dérivée covariante sur p*T'Q0, @ TQ. Dans un systeme de coordonnées
locales, cette dérivée covariante a pour composantes

(VP)Z,
ce qui permet de définir sa divergence de maniére intrinseque par
(div P)" := (VP)K,

Définition H.7 (Rotationnel). Soit (M, g) une variété riemannienne orientable de dimension
3. On peut alors définir le rotationnel d’un champ de vecteur X sur M de maniere intrinseque
en posant

irot x :=dX°, X & Vect(M).
Lemme H.8. Soit (M,g) une variété riemannienne orientable de dimension 3. Alors
rot(X xY)=(divY)X — (divX)Y — [X,Y],
pour tout champs de vecteurs X, Y.
Démonstration. On a (X x V) =iyix vol, d’ou1 I'on tire, grace a la formule de Cartan
Z'I‘Ot(XXY) VOlg = d(X X Y)b
= diyix VOlg
= gyix VOlg — iydiX VOlg
=19, x Voly + ix Ly voly, — iy Lxvol,
= i[y,x] Volg + ix (div Y)vol, — iy (div X)vol,

= Z‘(Gliv Y)X—(div X)Y —[X,Y] voly.

ANNEXE I. INTEGRATION D’UNE FORME DIFFERENTIELLE

Le but de cette section est d’expliquer comment on intéegre une forme différentielle de degré n
a support compact sur une variété de dimension n. L’ingrédient essentiel dans cette construction
repose sur la formule du changement de variable dans R™ :

fx)dx = [ f(p(x))Jp(x)dx,
R™ :3

pour toute fonction f a support compact et tout difffomorphisme ¢ ou J,, désigne son Jacobien.

Soit M une variété orientable de dimension n. Il existe alors un atlas formé par des cartes
(Uas o) telles que les changements de cartes ont des Jacobiens positifs. Commengons par
considérer une forme différentielle w de degré n sur M et dont le support est inclus dans une
carte locale (Uy, ¢o) de cet atlas. On peut alors considérer le pullback

Wa = (¢51) ' w = fadz' A--- Adz™,

qui est une forme différentielle sur R” et ou f, : R — R est une fonction a support compact
contenu dans l'ouvert ¢(U). On peut donc considérer l'intégrale (au sens de Riemann ou de
Lebesgue)

fa(x)dx,
Rn

qui est une quantité finie. Si maintenant (Ug, ¢g) est une autre carte contenant le support de w
et telle que le changement de carte

bap = g0 b5 pa(Ua NUg) = dg(Us N Ug).

ait un Jacobien positif, alors y = ¢ap(x) et

wa = [(651)* 0 (6p)*] wp = Pl w,
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soit
fa(x)dz' A Nda™ = (f3(Pap) (X)) (Pap) dat A+ A da.

On a donc
Fulx) = [ 5(60s(x) JGan)dx = [ () dx
Rn Rn Rn

en vertu de la formule de changement de variables dans les intégrales. On peut donc définir sans

ambiguité
[ o= [ @y
M n

puisque cette quantité est indépendante de la carte (Uy, ¢ ) choisie. On remarquera au passage
que I'application
w / w,
M
est une application linéaire.
Pour définir I'intégrale d’une forme w & support compact qui n’est pas contenu dans une carte,

on utilise une partition de l'unité (voir [18, Chapitre 1, Appendice H] pour plus de détails), c’est
a dire une famille de fonctions lisses a support compact po, définies sur M et telles que :

(1) Pour tout x € M, po(x) > 0;

(2) chaque p, a son support dans U, ;

(3) Pour chaque x € M, il existe seulement un nombre fini de valeur « telles que p,(z) # 0;
(4) >, pPa(z) =1 (il s’agit d’'une somme finie de termes non nuls).

On note alors que le support de p,w est contenu dans une carte et on peut donc définir :

feom fo ()= fome

qui est une somme finie puisque w est a support compact.
On en déduit le théoreme suivant.

Théoréme 1.1 (Formule du changement de variable). Soit p un plongement de A dans & et

w € QB3(p(A)), alors :
/ w= / prw.
p(#) #

Le théoréme suivant est fondamental dans la théorie de I'intégration des formes différentielles.
Il généralise le théoreme fondamental de l’intégration qui stipule que :

b
| r@ s =0 - fa),
si f est une fonction C* sur l'intervalle [a, b].

Théoréme 1.2 (Théoreme de Stokes). Soit M une variété différentielle orientée de dimension
n, et w une (n — 1)-forme différentielle a support compact sur M de classe C*. Alors, on a :

/dw:/ 7w
M oM

ot d désigne la dérivée extérieure, OM le bord de M (éventuellement vide), muni de l’orientation
sortante, et i : OM — M est l'injection canonique.

Il est intéressant de noter que toutes les formules intégrales issues de ’analyse vectorielle
classique dans R" sont des cas particuliers de cette formule générale.
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Exemple 1.3 (Formule de Green—Ostrogradski). Considérons le cas particulier ou §2 est un
domaine compact de Uespace euclidien R3, bordé par une surface lisse ¥ = 9. Soit X un
champ de vecteur lisse sur R? et volg := dx A dy A dz la forme volume canonique sur R3. Alors
on a :

dixvolg = div(X)volg.
Dans un systéme de coordonnée locales (u,v), la surface ¥ est représentée localement par :
f(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)).

La normale unitaire sortante n en un point de ¥ s’écrit alors :
1 . .
n = ﬁauf X Oy f, (produit vectoriel)

ou H = ||0,f x 0, f] et 'élément d’aire sur ¥ est donné par :
ds = Hdu A dv.
On trouve alors
J(ixvolg) = det(X, 0y f, 0y f)du A dv = (X - n)ds,

oll j : ¥ — R? est 'inclusion canonique. La formule de Stokes s’écrit alors :

(L1) / /2 (X -m)ds = / / /Q div(X) volg.

C’est la formule de Green—Ostrogradski (qui est encore valable en dimension n).

Exemple 1.4 (Formule de Stokes—Ampere). Soit ¥ une surface orientée de 'espace euclidien
R3 bordée par une courbe fermée C' munie de I’'orientation induite. Soit X un champ de vecteur
lisse sur R? et volg := dx A dy A dz, la forme volume canonique sur R3. Considérons la 1-forme
a sur R? définie par :

o= Xtdr + X?dy + X3dz.
Alors la 2-forme do s’écrit :

X3 X2 X1 X3 X2 X1
da = 8——8 dy Ndz — 0 _6_ dx N dz + 8——3— dx N\ dy,
y 0z 0z ox

autrement dit
dow = irot x VOlg.

Comme nous I’avons vu précédemment, si j : ¥ — R? est Iinclusion canonique, la restriction de
la forme da & X s’écrit :

J (do) = j* (irot xVOlq) = (rot X - m)ds,

ou n est la normale unitaire et ds I’élément d’aire. Considérons alors l'inclusion canonique
i: C — X, désignons par T la tangente unitaire orientée a C' et dl I’élément de longueur (qui
est une forme volume sur C'). Alors on a :

et la formule de Stokes nous donne :

(L.2) /C (X -7)dl = /C " (a) = /E dj*(a) = /E 7*(da) = /2 (rot X - n)ds

C’est la formule de Stokes—Ampeére.
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