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ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE POUR LA MÉCANIQUE DES MILIEUX

CONTINUS

B. KOLEV AND R. DESMORAT

Résumé. Ce texte est le résultat d’un dialogue entre un mathématicien et un mécanicien. Il est
destiné à faire le point sur le sujet des grandes déformations, d’un point de vue géométrique,
en y maintenant un discours mathématique rigoureux tout en restant accessible et proche des
préoccupations des mécaniciens.
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6.1. La dérivée d’Oldroyd 16
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1. L’espace des configurations en MMC

En mécanique des milieux continus (MMC), l’espace ambiant E est représenté par un espace
affine euclidien de dimension 3. En désignant par q la métrique euclidienne sur E , il vaut
mieux considérer cet espace comme une variété riemannienne (E ,q) et oublier, dans un premier
temps, cette structure affine de l’espace. De façon imagée, on peut considérer (E ,q) 1 comme le
≪ cahier de laboratoire tridimensionnel ≫ (ou système de référence) d’un observateur dans lequel
il consigne ses observations, après avoir choisi une unité de longueur (la métrique). Le milieu
matériel est paramétré par une variété à bord (compacte et orientable) de dimension 3, notée
B et dénommée habituellement par l’anglicisme body. Cette variété B est munie d’une forme
volume µ, la mesure de masse [49].

Remarque 1.1. La coutume veut que l’on désigne habituellement les grandeurs matérielles (i.e.
définies sur le body B) par des lettres majuscules alors que les grandeurs spatiales (i.e. définies
sur l’espace E ) sont représentées par des lettres minuscules.

Une configuration d’un milieu matériel est représentée par un plongement (les particules ne
peuvent occuper le même point de l’espace) de classe C∞

p : B → E

et dénommé placement en mécanique. La sous-variété Ω = p(B) correspond à une configuration
du système. L’application linéaire tangente Tp : TB → TE est traditionnellement désignée par
les mécaniciens comme le gradient de la transformation et notée F.

Remarque 1.2. Certains auteurs tiennent beaucoup à utiliser une configuration de référence

Ω0 = p0(B),

afin de pouvoir considérer le body comme une sous-variété de l’espace E . De fait, ils travaillent
alors avec l’application

ϕ := p ◦ p−1
0 , Ω0 → Ω,

alors dénommée la transformation [14, 21, 49, 50].

L’espace des configurations en MMC est donc l’ensemble, noté Emb(B,E ), des plongements
lisses de B dans E (plongement se dit embedding et parfois imbedding en anglais). Cet ensemble
peut être muni d’une structure de variété différentielle de dimension infinie [24] (une variété
de Fréchet). L’espace tangent à Emb(B,E ) en un point p ∈ Emb(B,E ) se décrit de la façon
suivante. Soit p(t) une courbe dans Emb(B,E ) telle que p(0) = p et (∂tp)(0) = pt(0) = V , alors
l’espace tangent en p ∈ Emb(B,E ) est l’ensemble

TpEmb(B,E ) = {V ∈ C∞(B, TE ); π ◦ V = p} ,

où V est décrit par le diagramme suivant :

TB
Tp //

π
��

TE

π
��

B

V

<<
②
②
②
②
②
②
②
②
② p // E

1. Pour être plus exact, la variété E n’est pas ≪ l’espace ≫ mais la fibre type, de dimension 3, d’une variété
fibrée de dimension 4 munie d’une structure galiléenne [27, 28, 11].
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On reconnâıt V comme une vitesse Lagrangienne. TEmb(B,E ) est l’ensemble des vitesses la-
grangiennes virtuelles. Lorsque l’on précise un chemin de plongements p(t), alors la vitesse la-
grangienne associée à l’instant t,V (t) = ∂tp(t) = pt(t) appartient à l’espace tangent Tp(t)Emb(B,E ).
Attention, il ne s’agit pas d’un champ de vecteurs, ni sur B, ni sur Ωp = p(B) ! On peut toutefois
fabriquer des champs de vecteurs à partir d’une courbe p(t,X) et de sa vitesse Lagrangienne
pt(t,X) :

— Sur B, en posant U(t,X) := (Tp−1.V )(t,X) ;
— Sur Ωp = p(B), en posant u(t,x) := (V ◦ p−1)(t,x).
Ces champs de vecteurs, respectivement dénommés vitesse eulerienne à gauche et vitesse

eulerienne à droite jouent des rôles fondamentaux en mécanique.

Remarque 1.3. La vitesse eulerienne à gauche (ou vitesse matérielle) intervient dans les équations
d’Euler de la dynamique du solide rigide [15], alors que la vitesse eulerienne à droite (ou vitesse
spatiale) intervient en mécanique des fluides (mais aussi en mécanique du solide déformable). Une
vision unifiée de ces équations a été proposée par Arnold dans un article dédié au bicentenaire
des équations d’Euler du solide rigide [2].

Depuis le programme d’Erlangen (1872) de Felix Klein [26], une géométrie, c’est un groupe !
ou plus exactement l’action d’un groupe sur un ensemble [46]. Il est donc important de détailler
les groupes qui ressortent naturellement dans ce modèle :

— Le groupe des difféomorphismes de B, noté Diff(B) ;
— Le groupe des difféomorphismes de B qui préservent la mesure de masse µ, noté Diffµ(B) ;
— Le groupe des difféomorphismes de E , noté Diff(E ) ;
— Le groupe des isométries de la variété riemannienne (E ,q), noté Isom(E ,q) (qui est le

groupe des déplacements de l’espace affine euclidien) ;
Une des difficultés en mécanique des grandes déformations vient du fait que certains auteurs

travaillent avec des variables matérielles et d’autres avec des variables spatiales, multipliant
par conséquent les définitions des concepts fondamentaux comme le taux de déformation ou
les contraintes. Sur le fond, cela n’est pas vraiment gênant, à condition de savoir jongler as-
tucieusement et rigoureusement entre ces jeux de variables. Cela est possible et même facile à
condition de mâıtriser les concepts mathématiques de pull-back et push-forward rappelés dans
l’Appendice C.

A chaque plongement p correspond une forme volume p∗µ sur la configuration Ωp = p(B). Par
ailleurs, la métrique riemannienne q induit sur Ωp une forme volume, notée volq. Par conséquent,
p∗µ est proportionnelle à volq

(1.1) p∗µ = ρ volq,

ce qui permet de définir la densité de masse ρ comme une fonction scalaire sur le domaine spatial
Ωp.

De même, à chaque plongement p ∈ Emb(B,E ) correspond une métrique riemannienne

γ = p∗q ∈ Met(B),

où Met(B) désigne l’ensemble des métriques riemanniennes définies sur B. On pourra noter
que la courbure riemannienne de γ est nulle quand B est une variété à bord de dimension 3
(ceci n’est évidemment plus vrai en théorie des coques où B est une variété de dimension 2). La
question suivante se pose alors naturellement. Soit

Φ : Emb(B,E ) → Met(B), p 7→ p∗q,

cette application est-elle injective ? La réponse est non et le défaut d’injectivité s’explique
facilement. Soit p un plongement et γ = Φ(p) alors étant donné n’importe quelle isométrie
g ∈ Isom(E ,q) et n’importe quelle isométrie h ∈ Isom(B,γ), on a

(g ◦ p ◦ h)∗q = h∗p∗(g∗q) = h∗p∗q = h∗γ = γ

et donc
Φ(g ◦ p ◦ h) = Φ(p).
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Inversement, considérons deux plongements p et p̄ tels que Φ(p) = Φ(p̄) = γ. Alors

ϕ := p̄ ◦ p−1 : Ωp → Ωp̄

est une isométrie. C’est donc la restriction à Ωp d’un déplacement g ∈ Isom(E ,q) tel que
Ωp̄ = g(Ωp). On a donc

p̄ = g ◦ p ◦ h,

où h := (p̄)−1 ◦ g ◦ p ∈ Isom(B,γ). On pourra noter, toutefois qu’en général, le groupe des
isométries Isom(B,γ) est réduit à l’identité, ce qui n’est pas le cas du groupe Isom(E ,q) qui est
un groupe de Lie de dimension 6.

Remarque 1.4. Le volume riemannien volγ sur Met(B) et la mesure de masse µ sont reliés par
une fonction positive définie sur B. Des relations

p∗µ = ρvolq, volγ = p∗volq,

on déduit que

µ = (p∗ρ)volγ .

Ceci nous amène à introduire la densité de masse intrinsèque (ou densité de masse sur le body)
comme

(1.2) ργ := p∗ρ =
µ

volγ
,

pour la métrique γ ou encore comme

(1.3) ργ0 := p∗ρ =
µ

volγ0

,

pour la métrique γ0.

2. Déformations et contraintes

Un mouvement en MMC correspond à une courbe p(t) dans Emb(B,E ) (un chemin de plon-
gements). A ce mouvement est associé une vitesse lagrangienne

∂tp(t,X) = V (t,X)

et une vitesse eulerienne (à droite)

u(t,x) = V (t, p−1(t,x)).

Traditionnellement, on définit le taux de déformation (sur Ωp) par la quantité

d̂ :=
1

2

(
∇u+ (∇u)t

)

où ∇u est la dérivée covariante de la vitesse eulerienne u et (∇u)t désigne la transposée (par
rapport à la métrique q, voir Appendice B) de l’opérateur linéaire w 7→ ∇wu. Les champs de

tenseurs d̂, ∇u et (∇u)t sont mixtes de type (1, 1). Dans un système de coordonnées locales,

leurs composantes respectives s’écrivent d̂ij, (∇u)ij et ((∇u)t)ij. Grâce à la métrique q sur Ωp,

on peut transformer le champ de tenseurs mixte d̂ en un champ de tenseurs covariants d’ordre

2, d := qd̂, c’est à dire

(2.1) dij = qikd̂
k
j.

Lemme 2.1. Le tenseur taux de déformation d satisfait l’équation

d =
1

2
L u q,

où L u est la dérivée de Lie par rapport à la vitesse eulerienne u et q est la métrique sur E .
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Démonstration. C’est une application directe du théorème E.5 pour k = q, sachant que par
définition ∇q = 0. En utilisant de plus la relation (B.1), on obtient donc

L u q = q∇u+ (∇u)⋆q = q∇u+ q(∇u)t = 2qd̂ = 2d,

(∇u)⋆, (∇u)t étant respectivement l’adjoint et le transposé de l’opérateur (∇u) par rapport à
la métrique q (voir Appendice B). �

A chaque plongement p correspond une métrique riemannienne γ := p∗q sur le body B.
Par ailleurs, on peut également définir D := p∗d, qui est un champ de tenseurs covariants
symétriques sur B.

Remarque 2.2. p étant une isométrie entre les variétés riemanniennes (B, γ) et (E ,q), on a
également

D = γ(∇γU)s,

où U désigne la vitesse eulerienne à gauche et 2D = γ∇γU + (∇γU)⋆γ = γ∇γU + γ(∇γU)t.

Théorème 2.3 (Rougée, 1980, 1991). Le long d’un chemin de déformation p(t), la métrique
riemannienne sur B, γ(t) = p(t)∗q, satisfait l’équation d’évolution

γt = 2D.

Démonstration. C’est une application directe du théorème D.7 avec k = γ et du lemme 2.1. On
obtient

γt = p∗(∂tq+ L u q) = p∗(2d) = 2D.

�

Le mécanicien considère très souvent une configuration de référence p0 : B → E avec Ω0 =
p0(B) et donc la vitesse lagrangienne sur celle-ci

V0 := ϕt = u ◦ ϕ = V ◦ p−1
0 .

Il introduit également les définitions suivantes de tenseurs métriques.

Définition 2.4. Soit ϕ = p ◦ p−1
0 . Le tenseur de Cauchy-Green droit, défini par

C := ϕ∗q = F⋆ϕqFϕ = qFtϕFϕ,

est un champ de tenseurs covariants symétriques sur la configuration de référence Ω0 = p0(B).
Le tenseur de Cauchy-Green gauche, défini par

b := ϕ∗q
−1 = Fϕq

−1F⋆ϕ = FϕF
t
ϕq

−1,

est un champ de tenseurs contravariants symétriques sur la configuration déformée Ωp = p(B).

Remarque 2.5. On a :

p∗0C = p∗0ϕ
∗q = p∗q = γ,

et

p∗b = p∗ϕ∗q
−1 = p∗0q

−1 = γ−1
0 .

La notion de contraintes est duale de celle des déformations. Le concept le plus commun est
celui de tenseur des contraintes de Cauchy σ, défini sur la configuration Ωp = p(B) et qui est
un champ de tenseurs d’ordre 2 contravariants et symétriques (on utilisera également sa forme
mixte : σ̂ := σq). A ce concept dual des déformations est associé une forme linéaire

P(d) =

∫

Ω
(σ :d) volq =

∫

Ω
(τ :d) ρ volq,

où τ := σ/ρ est le tenseur des contraintes de Kirchhoff.

Remarque 2.6. Cette forme linéaire correspond en mécanique à l’opposée de la puissance virtuelle
des efforts intérieurs.
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Ceci nous amène à introduire un tenseur des contraintes sur le Body [38], ou tenseur de
Rougée, contravariant et symétrique, θ := p∗τ , qui apparâıt naturellement à partir de la formule
du changement de variables

P(d) =

∫

Ω
(τ :d) ρvolq =

∫

B
(θ :D)µ.

Un second tenseur des contraintes, également contravariant et symétrique,

(2.2) SSS := p∗σ = ργ θ

peut être défini sur le Body [35], de sorte que

(2.3) P =

∫

Ω
(σ :d) volq =

∫

B
(SSS :D) volγ .

Le tenseur SSS sera dénommé tenseur des contraintes intrinsèque ou tenseur de Noll.
On définit également habituellement les deux tenseurs de contraintes de Piola-Kirchhoff.

Définition 2.7. Soit ϕ = p ◦ p−1
0 et Fϕ = Tϕ. Le premier tenseur de Piola-Kirchhoff, noté P =

(P iJ), contravariant et non symétrique, et le second tenseur de Piola-Kirchhoff, noté S = (SIJ),
contravariant et symétrique, sont définis sur Ω0 par :

P := ρ0FϕS, S := ϕ∗τ .

On utilisera également la forme mixte du premier P̂ = Pq.

Remarque 2.8. S est un champ de tenseurs sur la configuration de référence Ω0, P n’est pas
un champ de tenseurs sur Ω0 (tout comme les vitesses lagrangiennes V et V0 ne sont pas des
champs de vecteurs, cf section 1). Il fait en fait intervenir deux configurations et non pas une
seule : la source Ω0 et le but TΩp ⊗ T ⋆Ω0. Pour cette raison, P est parfois dénommé dans la
littérature [33] un ≪ two-points tensor ≫.

Notons finalement, qu’afin de rester cohérent avec la notion de pull-back (et comme dans [38,
40, 41]), les tenseurs de Kirchhoff τ = σ/ρ, de Piola-Kirchhoff S = ϕ∗τ et de Rougée θ = p∗τ
ont été définis à partir de σ/ρ et non pas à partir de (Jϕ ◦ ϕ−1)σ où

(2.4) Jϕ :=
ρ0
ρ ◦ ϕ

,

comme dans les textes classiques [14, 49, 21, 50, 33, 32, 6, 22, 42, 47].

3. La variété des métriques riemanniennes

L’ensemble Met(B), des métriques riemanniennes définies sur B acquiert donc une certaine
importance en MMC. Le lecteur pourra se référer aux travaux de Rougée [40, 41] pour une
formulation géométrique de l’hyper-élasticité comme comme un champ de vecteurs sur Met(B),
autrement dit comme une section F : Met(B) → TMet(B) du fibré tangent TMet(B). La for-
mulation des lois d’hypo-élasticité (5.1) est quant à elle interprétée géométriquement en Sections
5–6.

Il se trouve que Met(B) est lui-même une variété de Fréchet, en fait un ouvert convexe de
l’espace vectoriel de dimension infinie (un espace de Fréchet et non un espace de Banach)

Γ(S2T ⋆B),

des sections C∞ du fibré des tenseurs covariants d’ordre 2 symétriques. L’espace tangent TγMet(B)
s’identifie donc canoniquement avec l’espace vectoriel Γ(S2T ⋆B) et le fibré tangent TMet(B)
est trivial

TMet(B) = Met(B)× Γ(S2T ⋆B).

On peut munir la variété des métriques Met(B) d’une structure Riemannienne naturelle, en
posant

(3.1) Gµγ(ε
1, ε2) :=

∫

B
tr(γ−1ε1γ−1ε2)µ, ε1, ε2 ∈ TγMet(B),
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où tr(γ−1ε1γ−1ε2) = γijε1ikγ
klε2jl, dans un système de coordonnées locales. Celle-ci a été intro-

duite par Rougée [40, 41] et semble bien adaptée pour la formulation géométrique de plusieurs
concepts en mécanique du solide. Nous la dénommerons pour cette raison la métrique de Rougée.

Remarque 3.1. Dans (3.1), un point X ∈ B étant fixé, l’intégrant correspond à un produit
scalaire sur l’espace (de dimension finie) des matrices symétriques et cette métrique peut s’in-
terpréter comme la ≪ moyenne ≫ de ces produits scalaires. Il s’agit d’un cas particulier de
métriques dites affines [1] et dont la structure est assez riche.

En relativité générale, où aucune forme volume n’est définie a priori, on utilise plutôt une
variante de cette métrique, la métrique d’Ebin [13, 17, 8] définie par

(3.2) Gγ(ε
1, ε2) :=

∫

B
tr(γ−1ε1γ−1ε2) volγ , ε1, ε2 ∈ TγMet(B).

où volγ désigne le volume riemannien associé à la métrique γ. Une propriété importante de
la métrique d’Ebin est qu’elle est invariante par le groupe des difféomorphismes Diff(B). Plus
précisément :

Gϕ∗γ(ϕ
∗ε1, ϕ∗ε2) = Gγ(ε

1, ε2), ∀ϕ ∈ Diff(B).

Contrairement à la métrique d’Ebin G, la métrique de Rougée Gµ, elle, n’est pas invariante par
le groupe des difféomorphismes Diff(B) mais seulement par son sous-groupe

Diffµ(B) := {ϕ ∈ Diff(B); ϕ∗µ = µ} ,

des difféomorphismes qui préservent la forme volume µ (la mesure de masse).
Ces structures riemanniennes sur Met(B) sont relativement bien comprises et ont été in-

tensément étudiées ces dernières années [12, 13, 17, 19, 8]. On notera toutefois des différences
fondamentales importantes entre la géométrie riemannienne sur une variété de dimension finie
ou sur une variété de Fréchet.

Une métrique riemannienne G définie sur une variété M (de dimension finie ou infinie) induit
une application

G : TM → T ⋆M

qui est injective (une métrique est, en chaque point, une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée). Si M est de dimension finie cette application est nécessairement bijective mais ceci
n’est plus nécessairement vrai en dimension infinie. On distinguera alors une métrique rieman-
nienne forte (si G est bijective) d’une métrique riemannienne faible (si G est seulement injective).

3.1. Dérivées covariantes. Sur un espace vectoriel de Fréchet, seule la notion de dérivée
directionnelle a un sens. Sur Γ(S2T ⋆B), celle-ci s’écrit

(3.3) ∂tε := ∂tε(t,X),

étant entendu que ε est un champ de vecteurs dépendant du temps et que la dérivée partielle
par rapport au temps t s’effectue dans chaque espace vectoriel (de dimension finie) T ⋆XB.

Plus généralement, une dérivée covariante sur TMet(B) est un opérateur linéaire D qui associe
à chaque champ de vecteurs ε(t) défini le long d’une courbe γ(t) ∈ Met(B) (i.e. π ◦ε(t) = γ(t)),
un champ de vecteurs Dtε défini le long de γ(t) et qui satisfait la règle de Leibniz

Dt(fε) = ftε+ fDt(ε),

pour toute fonction numérique f : t 7→ f(t). Dans le cas où on a besoin d’insister sur la
dépendance de cette dérivée covariante par rapport au chemin de métriques γ̃ : t 7→ γ(t), on
utilisera de préférence la notation

Dγ̃ ε

Dt
.

En particulier, ∂t définit une dérivée covariante sur l’espace vectoriel Γ(S2T ⋆B) qui induit,
par restriction sur l’ouvert Met(B), une dérivée covariante que l’on peut considérer comme
canonique. Tout autre dérivée covariante sur TMet(B) pourra donc s’écrire

Dtε = ∂tε+ Γγ(γt, ε).
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La connexion riemannienne associée à une métrique G sur Met(B) est caractérisée, d’une
part, par le fait d’être compatible avec la métrique G, c’est à dire

d

dt
Gγ(t)(ε

1(t), ε2(t)) = Gγ(t)(Dtε
1(t), ε2(t)) +Gγ(t)(ε

1(t),Dtε
2(t)),

pour toute famille à un paramètre γ(t) ∈ Met(B) et tous champs de vecteurs ε1(t), ε2(t) définis
le long de γ(t) et, d’autre part, par le fait qu’elle soit symétrique, c’est à dire

Ds∂tγ(t, s) = Dt∂sγ(t, s).

pour toute famille à deux paramètres γ(t, s) ∈ Met(B). Il faut noter, toutefois, que pour une
métrique riemannienne faible, comme c’est le cas de la structure riemannienne sur Met(B), seule
l’unicité d’une dérivée covariante symétrique qui préserve la métrique (connexion de Levi-Civita)
est assurée mais pas son existence, a priori.

Théorème 3.2. La métrique de Rougée Gµ définie par (3.1) sur Met(B) admet l’unique dérivée
covariante symétrique suivante compatible avec elle

(3.4) Dtε := ∂tε−
1

2

(
γtγ

−1ε+ εγ−1γt
)
.

Remarque 3.3. Sa courbure, définie par

R(∂s, ∂t)ε =
D

Ds

D

Dt
ε−

D

Dt

D

Ds
ε

est non nulle et s’écrit

R(∂s, ∂t)ε =
1

4
γ
[
[γ−1γt,γ

−1γs],γ
−1ε
]

où la notation [·, ·] siginifie le commutateur de deux tenseurs mixtes d’ordre 2.

On pourra observer le fait notable suivant : bien que la métrique de Rougée dépendent ex-
plicitement de la forme volume µ, la dérivée covariante associée n’en dépend pas. Cette dérivée
covariante est de plus invariante par l’action de tout le groupe des difféomorphismes sur Met(B)
(alors que la métrique n’est invariante que par le groupe des difféomorphismes qui préservent
la forme volume µ). Autrement dit, étant donné un difféomorphisme ψ ∈ Diff(B), une courbe
γ̃ : t 7→ γ(t) sur Met(B) et une courbe ε(t) sur TMet(B) définie le long de γ, alors

Dψ∗γ̃ (ψ
∗ε)

Dt
= ψ∗

(
Dγ̃ ε

Dt

)

et donc

Γψ∗γ(ψ
∗γt, ψ

∗ε) = ψ∗ (Γγ(γt, ε)) .

Remarque 3.4. La dérivée covariante associée à la métrique d’Ebin (3.2) sur Met(B) a été
calculée dans [19]. Elle est légèrement plus compliquée et s’écrit :

(3.5) Dtε := ∂tε−
1

2

(
γtγ

−1ε+ εγ−1γt +
1

2
tr(γ−1γtγ

−1ε)γ −
1

2
tr(γ−1γt)ε−

1

2
tr(γ−1ε)γt

)
.

Elle est également invariante par Diff(B).

Le dual T ⋆γMet(B) est un espace de tenseurs-distributions, c’est à dire de formes linéaires
continues sur l’espace des champs de déformations virtuelles TγMet(B). Toute dérivée covariante
sur TMet(B) induit formellement une dérivée covariante sur le fibré cotangent T ⋆Met(B), grâce
à la règle de Leibniz, définie par

(3.6) (DtP )(ε) = ∂t(P (ε))− P (Dtε) ,

pour tout champ de covecteur P et tout champ de vecteurs ε définis le long d’une courbe
γ(t) ∈ Met(B).
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Soit maintenant θ un champ de tenseurs contravariants d’ordre 2 sur B. Alors, sa ≪ puis-
sance ≫

(3.7) P (ε) =

∫

B
(θ : ε)µ, ε ∈ Γ(S2T ⋆B)

définit une forme linéaire continue sur TγMet(B) ≃ Γ(S2T ⋆B) et s’interprète donc comme un
élément de T ⋆γMet(B). On a de plus

DtP (ε) =

∫

B
(∂tθ : ε− θ : Γγ(γt, ε)) µ.

Lorsque cette dernière expression possède une densité, on dit que la dérivée covariante D préserve
les distributions à densité et on s’autorisera alors l’abus de notation suivant :

DtP (ε) =

∫

B
(Dtθ : ε)µ.

3.2. Géodésiques et transport parallèle. En géométrie riemannienne, les géodésiques sont
définies comme les extrémales de la fonctionnelle énergie

E(γ) :=
1

2

∫ 1

0
〈γt,γt〉 dt.

Pour la métrique de Rougée, elle sont donc solutions de l’équation d’Euler-Lagrange associée
qui s’écrit :

Dtγt = γtt − γtγ
−1γt = 0,

où les dérivées partielles doivent être comprises comme des dérivées dans l’espace vectoriel de
dimension fini S2T ⋆XB, X étant fixé. Cette équation est équivalente à

∂t(γ
−1γt) = 0.

L’équation des géodésiques est une équation différentielle du deuxième ordre sur Met(B). Étant
donné des valeurs initiales (γ0, ε0), on introduit le tenseur mixte ε̂0 := γ−1

0 ε0 et on obtient

γ(t) = γ0 exp (tε̂0) .

On en déduit l’expression de l’exponentielle Riemannienne associée à la métrique de Rougée
Gµ. Celle-ci est définie comme le temps 1 du flot géodésique Φ(t,γ0, ε), où (γ0, ε) sont les données
initiales (position–vitesse) à l’instant t = 0 de la géodésique γ(t) = Φ(t,γ0, ε). On a donc :

Expγ0
(ε) = γ0 exp

(
γ−1
0 ε

)
.

Cette application exponentielle est de plus un difféomorphisme local [19, Theorem 3.4].
Un champ de vecteurs sur Met(B), défini le long d’une courbe γ(t) est dit parallèle pour la

métrique de Rougée si

Dtε = ∂tε−
1

2

(
γtγ

−1ε+ εγ−1γt
)
= 0.

Cette équation se réécrit

∂t(γ
−1ε) =

1

2

(
γ−1εγ−1γt − γ−1γtγ

−1ε
)
= ε̂γ̂t − γ̂tε̂,

avec ε̂ := γ−1ε et γ̂t := γ−1γt. Soit ĥ(t) le tenseur mixte, solution de l’équation linéaire

ĥt = (ĥγ̂t)/2. Alors, l’équation
∂tε̂ = ε̂γ̂t − γ̂tε̂

s’intègre en

∂t

(
ĥε̂ĥ−1

)
= 0,

ce qui nous donne

ε̂(t) = ĥ−1(t)
(
ĥ0ε̂0ĥ

−1
0

)
ĥ(t).

Remarque 3.5. Tout champ de vecteurs parallèle ε sur Met(B) pour la métrique de Rougée est
isospectral, dans le sens où ε̂(t) et ε̂0 ont les mêmes valeurs propres.
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3.3. La variété Met(B) comme produit de variétés riemanniennes. Met(B) étant un
ouvert de Γ(S2T ⋆B), on peut également voir γ ∈ Met(B) comme un élément de TγMet(B) et
donc considérer l’application

γ 7→ γ, Met(B) → TMet(B)

comme une section du fibré tangent, c’est à dire un champ de vecteurs. On peut donc écrire

(3.8) TγMet(B) = C∞(B)γ ⊕ (C∞(B)γ)⊥,

où l’orthogonalité peut se référer, soit à la métrique d’Ebin (3.2), soit à la métrique de Rougée (3.1).
Dans les deux cas, l’espace (C∞(B)γ)⊥ s’écrit

(C∞(B)γ)⊥ =
{
ε ∈ Γ(S2T ⋆B); tr(γ−1ε) = 0

}
,

et on a le résultat suivant.

Lemme 3.6. Soit p ∈ Emb(B,E ), k un champ de tenseurs covariant d’ordre 2 sur Ωp = p(B)
et

k = kH + kD,

sa décomposition en partie sphérique (on dit encore hydrostatique) et déviateur (par rapport à
la métrique q sur E ). Alors, le pullback de cette décomposition

p∗k = p∗kH + p∗kD

correspond à la décomposition orthogonale (3.8).

A la décomposition du fibré tangent (3.8) correspond une structure de variété riemannienne
produit de (Met(B), G) [9]. En effet, soit Vol(B) l’ensemble des formes volumes positives sur B.
Il s’agit d’un cône ouvert dans l’espace vectoriel Ω3(B), des formes différentielles de degré 3 sur

B (c.f. Appendice F). Étant donnée une forme volume µ sur B, on définit alors la sous-variété

Metµ(B) := {γ ∈ Met(B); volγ = µ}

de Met(B) et l’application

Ψµ : Vol(B)×Metµ(B) → Met(B), (ν,γ) 7→ (ν/µ)2/3γ.

Alors, cette application est une isométrie riemannienne si on munit Met(B) de la métrique
de Rougée Gµ, ainsi que la sous-variété Metµ(B) et si l’on introduit sur Vol(B) la métrique
riemannienne suivante

Gν(ω1, ω2) :=
4

3

∫

B

(ω1

ν

)(ω2

ν

)
µ.

La variété riemannienne (Met(B), Gµ) est donc un produit de variétés riemanniennes.

4. Covariance générale – Indifférence matérielle – Objectivité

La mécanique classique est un système de croyance : chacun d’entre nous croit vivre, à chaque
instant, dans un espace affine euclidien orienté de dimension 3 et disposer d’un temps absolu.
Ces hypothèses semblent confirmées par l’expérience dans une bonne approximation, du moins à
l’échelle quotidienne. En paraphrasant Jean-Marie Souriau [45], nos horloges sont théoriquement
synchrones et nous nous attendons à ce que, quelque soit le destin de chacun d’entre nous, elles
indiquent la même heure à chacune de nos rencontres et par extension que le temps soit le
même partout. De même, les longueurs semblent avoir un sens absolu. L’univers newtonien M
est donc modélisé par un espace euclidien tridimensionnel E et une flèche du temps absolu T .
Le choix d’un repère de temps et d’un repère d’espace orthonormé permet ainsi de localiser tout
événement de l’univers par un quadruplet de nombre réels (t, x, y, z) qui sont les coordonnées
de cet événement dans ce référentiel et que l’on écrira de manière plus condensée sous la forme
(t,x). Par conséquent, il est traditionnellement fait le postulat qu’un changement d’observateur
conduit à une transformation

(t̄, x̄) = (t+ t0, g(t)x), g(t)x = a(t)x+ bbb(t), a(t) ∈ O(3), bbb(t) ∈ R
3,
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où g(t) est un déplacement de l’espace affine euclidien E dépendant du temps.
La notion d’objectivité ou d’indifférence matérielle, en langage moderne, bien que souvent

confuse et sujet à controverse dans la littérature mécanique, semble remonter aux travaux d’Ol-
royd [36] et au célèbre ouvrage de Truesdell et Noll [49], qui ont cherché à formuler des principes
de covariance que devaient respecter les lois de comportement. Nous n’entrerons pas dans le
débat sur le bien-fondé de ces hypothèses ici mais nous chercherons à clarifier la définition
mathématique du concept d’objectivité.

Définition 4.1. Soit F : p̃ 7→ tp̃ une application qui à tout chemin de plongements p̃ := (p(t))
associe un champ de tenseurs (ou une fonction scalaire) tp̃, dépendant du temps t et défini, à
chaque instant t, sur Ωp(t) := p(t)(B). Soit g̃ := (g(t)), un chemin de déplacements de l’espace
E et notons g̃ ⋆ p̃, le chemin de plongements défini à l’instant t par g(t) ◦ p(t). On dira que :

(1) F est objective si
tg̃⋆p̃(t) = g(t)∗ tp̃(t),

pour tout chemin de plongements p̃ et tout chemin de déplacements g̃ ;

(2) F est covariante générale si

tϕ̃⋆p̃(t) = ϕ(t)∗ tp̃(t),

pour tout chemin de plongements p̃ et tout chemin de difféomorphismes ϕ̃ := (ϕ(t)) de
l’espace ;

où g(t)∗ et ϕ(t)∗ signifient les push-forward par g(t) et par ϕ(t).

Remarque 4.2. En language mathématique plus rigoureux, l’application F correspond à une
section (le long d’une courbe p̃) du fibré vectoriel

E =
⊔

p∈Emb(B,E )

Ep

où
Ep := {t ∈ C∞(Ωp,T); π ◦ t = id}

est l’espace vectoriel des champs de tenseurs d’un type donné T sur E mais définis a priori
uniquement sur Ωp. L’objectivité (ou la covariance générale) se traduisent par des propriétés
d’équivariance de ces sections.

Remarque 4.3. Il est évident que toute application F covariante générale est également objective
mais l’inverse n’est pas vrai.

Exemple 4.4. Soit T un champ de tenseurs défini sur B et soit F (p̃) = tp̃, avec tp̃(t) = p(t)∗T.
Alors F est covariante générale et donc objective.

Exemple 4.5. Étant donné un champ de tenseurs t défini sur E , soit F (p̃) = tp̃, où tp̃(t) est la
restriction de t à Ωp(t) = p(t)(B). Alors F est objective si et seulement si g∗t = t quelque soit le
déplacement g. En particulier, si t est une fonction scalaire, alors elle est constante. Si t est un
champ de vecteurs, alors t = 0. Si t est un champ de tenseurs covariants d’ordre 2 symétriques,
alors t = λq est sphérique. Si t est un champ de tenseurs covariants alternés d’ordre 3, alors
t = λvolq est proportionnel à la forme volume canonique euclidienne.

Remarque 4.6. Deux exemples physiques complémentaires de vecteurs et de tenseurs d’ordre 2
non objectifs viennent illustrer l’exemple précédent.

— Les champs électrique EEE et magnétique BBB, aucunement liés à la configuration Ω et définis
sur tout l’espace E , ne sont pas des grandeurs objectives.

— Dans un milieu homogène isotrope défini par une permittivité électrique ǫ0 et une perméabilité
magnétique µ0, le tenseur électromagnétique de Maxwell, d’ordre 2, ici covariant,

ǫ0

(
EEE ⊗EEE −

1

2
‖EEE‖2 q

)
+

1

µ0

(
BBB ⊗BBB −

1

2
‖BBB‖2 q

)

n’est pas objectif. En particulier, ni EEE ⊗EEE ni BBB ⊗BBB ne sont objectifs.
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Exemple 4.7. Soit F : p̃ 7→ up̃, l’application qui à tout chemin de plongements p̃ associe sa
vitesse eulerienne (à droite)

up̃(t) := (∂tp) ◦ p(t)
−1,

qui est un champ de vecteurs sur Ωp(t). Alors, on a :

ug̃⋆p̃(t) = g(t)∗up̃(t) +w(t),

où w(t) := (∂tg) ◦ g(t)
−1 est la vitesse d’entrâınement. La vitesse eulerienne n’est donc pas

objective.

Exemple 4.8. Lorsque l’on passe de p(t) à p̄(t) = g(t)◦p(t), où g(t)x = a(t)x+b(t), le gradient
de la vitesse eulerienne se transforme de la façon suivante

∇up̄ = a(∇up)a
t + ω,

où ω := ȧa−1 est antisymétrique. L’application p̃ 7→ ∇up̃ n’est donc pas objective mais le taux
de déformation

d̂p̃ :=
1

2

(
∇up̃ +∇up̃

t
)

l’est. Il n’est toutefois pas covariant général.

La notion d’objectivité (et de covariance générale) s’étend, sans difficulté, des champs de
tenseurs aux tenseurs-distributions, c’est à dire aux formes linéaires sur les champs de tenseurs
et en particulier aux puissances virtuelles. Plus précisément, soit Pp̃ un chemin de tenseurs-
distributions sur l’espace des champs de tenseurs covariants symétriques d’ordre 2 et soit g̃ un
chemin de déplacements. On dira que Pp̃ est objectif si

Pg̃⋆p̃(t) = g̃(t)∗Pp̃(t),

où

(g̃∗Pp̃)(k) := Pp̃(g̃
∗k),

pour tout champ de tenseurs covariants symétriques d’ordre 2 défini sur Ωp. Cette définition
étendue nous permet de formuler le résultat suivant dénommé théorème de Noll [49].

Théorème 4.9. La puissance virtuelle d’une distribution à densité

Pp̃(k) :=

∫

Ωp

σp̃ :k volq

est objective si et seulement si le champ de tenseurs σp̃ l’est.

Démonstration. La puissance virtuelle Pp̃ est objective si et seulement si

Pg̃⋆p̃(t) = g(t)∗Pp̃(t),

ce qui se réécrit, en utilisant la relation g∗Pp̃(k) = Pp̃(g
∗k) définissant l’action de g,

∫

Ωp̄(t)

σg̃(t)⋆p̃(t) : k̄ volq =

∫

Ωp(t)

σp̃(t) :(g(t)
∗k̄) volq,

pour tout champ k̄ défini sur Ωp̄ et où on a posé p̄(t) = g(t) ◦ p(t). Mais

σp̃(t) :(g(t)
∗k̄) volq = g(t)∗

(
g(t)∗σp̃(t) : k̄ volq

)

car g(t)∗volq = volq. L’objectivité de Pp̃ se traduit donc, après utilisation de la formule de
changement de variable, par

∫

Ωp̄(t)

σg̃⋆p̃(t) : k̄ volq =

∫

Ωp̄(t)

g(t)∗σp̃(t) : k̄ volq.

Ceci étant vrai pour tout champ k̄, on a bien l’équivalence entre Pg̃⋆p̃(t) = g(t)∗Pp̃(t) et
σg̃⋆p̃(t) = g(t)∗σp̃(t), ce qui achève la preuve. �
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5. Dérivées matérielles

La notion d’objectivité a été étendue, en mécanique des milieux continus, aux dérivées tempo-
relles. Celles-ci interviennent de manière récurrente en mécanique des matériaux et sont l’objet
d’une littérature abondante, bien que cette notion semble rarement définie avec rigueur. Rap-
pelons également que ces dérivées, notées dp̃/dt dans ces notes et le plus souvent appliquées à
des grandeurs objectives, sont souvent utilisées pour formuler des lois d’hypo-élasticité sur la
configuration déformée [25, 48]. Par exemple pour les matériaux solides on écrit parfois :

(5.1)
dp̃ τ

dt
= E : d

(
dp̃ τ

dt

ij

= Eijkldkl

)

où τ est le tenseur des contraintes de Kirchhoff (éventuellement, le tenseur de Cauchy σ), d le
taux de déformation, et E le tenseur d’(hypo-)élasticité, d’ordre 4, a priori fonction de l’état
de déformation [5, 44]. En mécanique des fluides, une relative élasticité du milieu fluide est
introduite en écrivant par exemple [36] :

(5.2) σ + λ
dp̃ σ

dt
= 2η q−1dq−1,

où η est la viscosité dynamique, et λ le temps de relaxation.

Définition 5.1. Une dérivée matérielle est un opérateur linéaire dp̃/dt opérant sur les champs
de tenseurs tp̃ définis le long d’un chemin de plongements p̃ : t 7→ p(t) et satisfaisant de plus la
règle de Leibniz

dp̃
dt

(ft) = (∂tf)t+ f
dp̃
dt

(t),

pour toute fonction f : t 7→ f(t).

Remarque 5.2. En langage mathématique plus rigoureux, une dérivée matérielle correspond à
une dérivée covariante sur le fibré vectoriel (de dimension infinie) E défini dans la remarque 4.2.

L’exemple le plus connu de dérivée matérielle est sans doute la dérivée particulaire, définie de
la manière suivante. Soit p̃ : t 7→ p(t) un chemin de plongements et t un champ de tenseurs défini
sur Ωp(t) = p(t)(B). Fixons une particule indexée par X ∈ B. Alors son ≪ histoire ≫ est décrite
par une courbe x̃ : t 7→ p(t,X) sur E et t(t) := t(t, p(t,X)) est un champ de tenseurs sur Ωp(t)
défini le long de x̃. Si la dérivée partielle de t(t,x) par rapport à t a un sens car il s’agit d’une
dérivée dans l’espace vectoriel fixe TxE , la dérivée partielle par rapport à x nécessite la définition
d’une dérivée covariante sur E , que nous choisirons comme étant la dérivée riemannienne associée
à q. On peut donc calculer la dérivée covariante de t(t) le long de x̃. Celle-ci s’écrit, u étant la
vitesse eulerienne à droite,

(5.3) ṫ := ∂tt+∇ut.

C’est la dérivée particulaire de t, qui peut s’interpréter également par la formule

∂t(t ◦ p) ◦ p
−1,

qui définit une dérivée covariante sur le fibré E défini dans la remarque 4.2.

Remarque 5.3. L’accélération lagrangienne d’une particule indexée par X ∈ B est définie par

(5.4)
∂2p

∂2t
(t,X) =

∂V

∂t
(t,X) = (u̇ ◦ p)(t,X),

son accélération eulerienne à droite comme

(5.5)
∂V

∂t
◦ p−1 = u̇ = ∂tu+∇uu,

et son accélération eulerienne à gauche comme

(5.6) Tp−1 ◦
∂V

∂t
= Tp−1 ◦ u̇ ◦ p = p∗u̇ = ∂tU +∇γ

UU ,

U = Tp−1 ◦ V , étant la vitesse eulerienne à gauche.
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L’extension de la notion d’objectivité pour les dérivées matérielles s’obtient naturellement en
requérant que celles-ci transforment des quantités objectives en quantités objectives, autrement
dit, en demandant que

dg̃⋆p̃
dt

tg̃⋆p̃ =
dg̃⋆p̃
dt

(g̃∗tp̃) = g̃∗

(
dp̃ tp̃
dt

)
,

pour tout champ de tenseurs tp̃ objectif, où on a posé (g̃∗tp̃)(t) = g(t)∗tp̃(t). Ceci nous amène à
formuler les définitions suivantes.

Définition 5.4. (1) Une dérivée matérielle dp̃/dt est objective si

dg̃⋆p̃
dt

(g̃∗t) = g̃∗

(
dp̃ t

dt

)
,

pour tout chemin de plongements p̃, tout chemin de déplacements g̃ et tout champ de
tenseurs t défini le long de p̃ ;

(2) Une dérivée matérielle dp̃/dt est covariante générale si

dϕ̃⋆p̃
dt

(ϕ̃∗t) = ϕ̃∗

(
dp̃ t

dt

)
,

pour tout chemin de plongements p̃, tout chemin de difféomorphismes ϕ̃ := (ϕ(t)) de
l’espace et tout champ de tenseurs t défini le long de p̃.

Exemple 5.5 (La dérivée particulaire). La dérivée particulaire définie par (5.3) n’est pas ob-
jective. En effet :

dg̃⋆p̃
dt

(g̃∗t) = g̃∗
(
∂tt+∇ut+ L w t+∇g̃∗wt

)
,

w := ∂tg ◦ g
−1 étant la vitesse d’entrâınement, alors que

g̃∗

(
dp̃ t

dt

)
= g̃∗ (∂tt+∇ut) .

Exemple 5.6 (La dérivée de Lie). Une autre façon d’obtenir une dérivée matérielle est de poser

(5.7)
▽

t:= ∂tt+ L u t.

Cette dernière, contrairement à la dérivée particulaire est non seulement objective mais également
covariante générale. En effet :

dϕ̃⋆p̃
dt

(ϕ̃∗t) = ∂t(ϕ̃∗t) + L ū(ϕ̃∗t).

où ū, la vitesse eulerienne du chemin de plongements p̄(t) := ϕ(t) ◦ p(t), s’écrit

ū := ∂tp̄ ◦ p̄
−1 = w + ϕ∗u

et w := ∂tϕ ◦ ϕ−1 est la vitesse d’entrâınement. Par ailleurs (voir Appendice D), on a

∂t(ϕ̃∗t) = ϕ̃∗ (∂tt− L w t) , et ϕ̃∗ (L v t) = L ϕ̃∗v (ϕ̃∗t) .

On a donc

∂t(ϕ̃∗t) + L ū(ϕ̃∗t) = ϕ̃∗ (∂tt+ L u t) = ϕ̃∗

(
dp̃ t

dt

)
.

La dérivée matérielle
▽

t définie par (5.7) peut se réécrire à l’aide du lemme D.7 sous la forme

(5.8)
dp̃ t

dt
:= p̃∗ (∂t(p̃

∗t)) ,

ce qui nous amène à la reformulation suivante. Dans le cas d’un d’un champ de tenseurs cova-
riants d’ordre 2, la formule (5.8) s’interprète comme le push-forward de la dérivée covariante
canonique (3.3) sur Met(B). Comme il n’y a par ailleurs aucune raison de limiter cette in-
terprétation à la seule dérivée covariante canonique sur Met(B), ceci nous offre la possibilité
de produire de cette façon, une infinité de dérivées matérielles pour les champs de tenseurs
covariants d’ordre 2 et nous amène à la définition suivante.
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Définition 5.7. SoitD une dérivée covariante sur Met(B), p̃ = (p(t)) un chemin de plongements
et γ̃ le chemin de métriques γ(t) = p(t)∗q. On définit alors une dérivée matérielle sur les champs
de tenseurs covariants d’ordre 2, en posant

(5.9)
dp̃ k

dt
:= p̃∗

(
Dγ̃

Dt
(p̃∗k)

)
,

pour tout champ de tenseurs objectif k défini le long de p̃.

On a par ailleurs, le résultat notable suivant.

Théorème 5.8. Quelque soit la dérivée covariante D sur Met(B), la dérivée matérielle (5.9)
est objective.

Remarque 5.9. On notera toutefois que ces dérivées matérielles objectives n’ont aucune raison
d’être, en générale, covariantes par rapport à un mouvement non rigide de l’espace.

Démonstration. Toute dérivation covariante sur Met(B) s’écrit

Dtε = ∂tε+ Γγ(γt, ε),

où Γ est un opérateur bilinéaire qui dépend de γ. On a donc

dg̃⋆p̃
dt

(g̃∗k) = (g̃ ⋆ p̃)∗(∂t(g̃ ⋆ p̃)
∗k) + (g̃ ⋆ p̃)∗Γg̃⋆γ̃ ((g̃ ⋆ γ̃)t, (g̃ ⋆ p̃)

∗k)

= p̃∗∂t(p̃
∗k) + (g̃ ⋆ p̃)∗Γg̃⋆γ̃ ((g̃ ⋆ γ̃)t, (g̃ ⋆ p̃)

∗k) ,

en vertu de la remarque 5.6. Mais (g̃ ⋆ p̃)∗q = p̃∗q = γ̃ quelque soit le chemin g̃ de déplacements
euclidiens dans E . Par suite

(g̃ ⋆ p̃)∗Γg̃⋆γ̃ ((g̃ ⋆ γ̃)t, (g̃ ⋆ p̃)
∗k) = g̃∗

(
p̃∗Γγ̃(γ̃t, p̃

∗(g̃∗k))
)
.

On en déduit donc

dg̃⋆p̃ (g̃∗k)

dt
= g̃∗

(
dp̃ k

dt

)
,

ce qui achève la preuve. �

Le théorème 5.8 s’étend aux champs de tenseurs-distributions et en particulier aux champs
de tenseurs d’ordre 2 contravariants, lorsque la connexion induite sur T ⋆Met(B) préserve les
distributions à densité.

Théorème 5.10. Toute dérivée covariante D sur T ⋆Met(B), qui préserve les distributions à
densité, définit une dérivée matérielle objective

dp̃ τ

dt
:= p̃∗

(
Dp̃

Dt
(p̃∗τ )

)
.

sur les champs de tenseurs contravariants τ d’ordre 2.

Remarque 5.11. On pourra observer que la définition même de Dtθ conduit à la relation

Dtθ : ε = ∂tθ : ε− θ : Γγ(γt, ε), ∀θ, ε.

Cette dernière relation nous permet alors d’établir la règle de Leibniz suivante pour la dérivée
matérielle

(5.10)
dp̃ τ

dt
: k+ τ :

dp̃ k

dt
= p∗ (∂tp

∗(τ : k)) .
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Démonstration du théorème 5.10. Soit p̄(t) = g(t) ◦ p(t) où g(t) est un chemin de déplacements
euclidiens dans E . On a donc en vertu de (5.10) :

dg̃⋆p̃
dt

(g∗τ ) : g∗k = (p∗ ◦ ∂t ◦ p
∗)(g∗τ : g∗k)− g∗τ :

dg̃⋆p̃
dt

(g∗k)

= g∗ [(p∗ ◦ ∂t ◦ p
∗)(τ : k)]− g∗τ : g∗

(
dp̃ k

dt

)

= g∗

[
(p∗ ◦ ∂t ◦ p

∗)(τ : k)− τ :

(
dp̃ k

dt

)]

= g∗

(
dp̃ τ

dt
: k

)
= g∗

(
dp̃ τ

dt

)
: g∗k,

pour tous τ et k, et donc

dg̃⋆p̃
dt

(g∗τ ) = g̃∗

(
dp̃ τ

dt

)
,

ce qui achève la preuve. �

Remarque 5.12. La définition d’une distribution à densité dans T ⋆γMet(B) aurait également pu
se faire en utilisant le volume riemannien volγ plutôt que la mesure de masse µ, ce qui revient
à considérer

(5.11) P(ε) =

∫

B
(SSS : ε)volγ , ε ∈ Γ(S2T ⋆B),

en lieu et place de ∫

B
(θ : ε)µ,

où µ = ργ volγ , ργ = p∗(ρ), SSS := p∗σ et θ := p∗τ . Dans ce cas, la donnée d’une dérivée
covariante sur T ⋆Met(B), qui préserve les distributions à densité, induit une autre dérivée
matérielle objective sur les tenseurs contravariants symétriques σ d’ordre 2 en écrivant [48] :

ρ
dp̃
dt

(
σ

ρ

)
.

6. Les dérivées objectives de la littérature

Nous montrons dans cette section que toutes les dérivées matérielles objectives que l’on trouve
dans la littérature sont induites par des dérivées covariantes définies sur l’espace des métriques
Met(B).

6.1. La dérivée d’Oldroyd. Celle-ci, introduite dans [36], parfois également dénommée dérivée
de Lie, correspond à la dérivée covariante sur T ⋆Met(B) induite par la dérivée covariante cano-
nique Dt = ∂t sur TMet(B). Elle s’écrit :

▽
σ= ∂tσ + L u σ = σ̇ − (∇u)σ − σ(∇u)⋆.

6.2. La dérivée de Truesdell. Celle-ci, introduite dans [48], correspond à la variante de la
dérive d’Oldroyd introduite dans la remarque 5.12. Elle s’écrit :

◦
σ= ρ p̃∗

(
∂tp̃

∗

(
σ

ρ

))
= σ̇ − (∇u)σ − σ(∇u)⋆ + (divu)σ,

car, du fait de la conservation de la masse ρt + div(ρu) = 0, on a

ρp̃∗

(
∂tp̃

∗

(
1

ρ

))
= divu.
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6.3. La dérivée de Zaremba–Jaumann. Celle-ci, introduite dans [52, 25], s’écrit (voir également [29,
30, 31]) :

(6.1)
△
τ= τ̇ − ŵτ − τ ŵ⋆,

où

ŵ = (∇u)a =
1

2

(
∇u− (∇u)t

)
.

C’est Paul Rougée [38, 39, 41] qui a réalisé, pour la première fois, que cette dérivée objective
correspondait à la dérivée covariante associée à la métrique Gµ (3.1).

Théorème 6.1 (Rougée, 1991). La dérivée de Zaremba–Jaumann correspond à la dérivée co-
variante

Dtε := ∂tε−
1

2

(
γtγ

−1ε+ εγ−1γt
)
.

Celle-ci préserve les distributions à densité et on a :

(6.2)
dp̃ k

dt
= k̇+ kŵ + ŵ⋆k,

pour tout champ de 2-tenseurs covariants k et

(6.3)
dp̃ τ

dt
= τ̇ − ŵτ − τ ŵ⋆,

pour tout champ de 2-tenseurs contravariants τ .

Démonstration. Commençons par observer que la dérivée covariante

Dtε := ∂tε−
1

2

(
γtγ

−1ε+ εγ−1γt
)
.

préserve les distributions à densité. En effet :

θ : Γµγ(γt, ε) = −
1

2
θ :
(
γtγ

−1ε+ εγ−1γt
)
= −

1

2

(
θγtγ

−1 + γ−1γtθ
)
: ε,

ce qui permet de définir

Dtθ := ∂tθ +
1

2

(
θγtγ

−1 + γ−1γtθ
)
.

On d’autre part

dp̃ k

dt
= p∗ (Dt(p

∗k))

= p∗∂t(p
∗k)−

1

2
p∗
(
γtγ

−1(p∗k) + (p∗k)γ−1γt
)

= ∂tk+ L u k−
(
dq−1k+ kq−1d

)

= ∂tk+ L u k− ((∇u)s)⋆k− k(∇u)s

= ∂tk+∇uk+ (∇u)⋆k+ k(∇u)− ((∇u)s)⋆k− k(∇u)s

= k̇+ k(∇u)a + ((∇u)a)⋆k

= k̇+ kŵ + ŵ⋆k,

car p∗γt = 2d = 2q(∇u)s (théorème 2.3), dq−1 = ((∇u)s)⋆ et L u k = ∇uk+(∇u)⋆k+k(∇u),
en vertu du théorème E.5. De la même façon, on établit que

dp̃ τ

dt
= p∗ (Dt(p

∗τ )) = τ̇ − ŵτ − τ ŵ⋆.

�
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6.4. La dérivée de Fiala. De manière similaire à la façon dont Rougée [38, 39] a retrouvé la
dérivée de Zaremba-Jaumann à partir de la dérivée covariante associée à la métrique (3.1), Fiala
a proposé dans [16] une nouvelle dérivée objective sur les tenseurs covariants d’ordre 2, à partir
de la dérivée covariante (3.5) associée à la métrique d’Ebin (3.2).

Théorème 6.2. La dérivée covariante (3.5) associée à la métrique d’Ebin (3.2) induit sur
T ⋆Met(B) une dérivée covariante qui préserve les distributions à densité. La dérivée objective
correspondante sur les champs de tenseurs covariants k d’ordre 2 s’écrit :

(6.4)
dp̃ k

dt
:= k̇+ kŵ + ŵ⋆k+

1

2

(
(tr d̂)k+ tr(q−1k)d− tr(d̂q−1k)q

)
,

et celle sur les champs de tenseurs contravariants τ d’ordre 2 est donnée par :

(6.5)
dp̃ τ

dt
= τ̇ − ŵτ − τ ŵ⋆ +

1

2

(
tr(τq)d̂q−1 − tr(d̂)τ − tr(τd)q−1

)
.

où

ŵ = (∇u)a =
1

2

(
∇u− (∇u)t

)
, ŵ⋆ = −qŵq−1.

Démonstration. La preuve est très similaire à celle donnée pour la dérivée de Zaremba–Jaumann
et sera juste esquissée. Concernant le fait que cette dérivée covariante préserve les distributions
à densité, on pourra vérifier que θ : Γγ(γt, ε) = Dtθ : ε, où

Dtθ := ∂tθ +
1

2

(
θγtγ

−1 + γ−1γtθ +
1

2
tr(θγ)γ−1γtγ

−1 −
1

2
tr(γ−1γt)θ −

1

2
tr(θγt)γ

−1

)
.

Le calcul des dérivées objective s’obtient alors facilement en observant que

p∗θ = τ , p∗γ = q, p∗γt = 2q(∇u)s = qd̂ = d.

�

Remarque 6.3. En suivant Truesdell [48] (voir également la remarque 5.12), on définit une autre
dérivée objective issue de (3.5) en posant

(6.6)
dp̃ σ

dt
:= ρ

dp̃ τ

dt
= σ̇ − ŵσ − σŵ⋆ +

1

2

(
tr(qσ)d̂q−1 + tr(d̂)σ − tr(σd)q−1

)
,

où l’on a utilisé l’équation de conservation de la masse ρ̇ = −ρ tr d̂ et le fait que

p̃∗∂t(p̃
∗ρ) = ρ̇.

Terminons par une remarque liée aux chargements hydrostatiques (pour lesquels σ = −Pq−1

où P est la pression).

Remarque 6.4. La dérivée de Fiala du tenseur métrique q s’écrit :

dp̃ q

dt
=

3

2
d =

3

4
L u q,

celle de son inverse q−1 :

dp̃ q
−1

dt
=

3

2
d̂q−1 − (tr d̂)q−1,

et

ρ
dp̃
dt

(
q−1

ρ

)
=

3

2
d̂q−1

alors que pour les dérivées de Zaremba-Jaumann (6.2) et de Green-Naghdi (6.7), celles-ci sont
nulles.



MÉCANIQUE DES MILIEUX CONTINUS 19

6.5. La dérivée de Green-Naghdi. Celle-ci, introduite dans [20], est définie à partir d’une
configuration de référence p0 : B → Ω0. Elle s’écrit :

(6.7)
�
τ= τ̇ − τω̂⋆ − ω̂τ ,

où
ω̂(t,x) := Rt(t, ϕ

−1(x))R−1(t,x)

est un tenseur mixte antisymétrique de type (1, 1), que l’on écrit plus simplement ω̂ = RtR
−1

et
R : Tx0Ω0 → TxΩ

est l’isométrie euclidienne dans la décomposition polaire

Fϕ = RU,

de l’application linéaire tangente Fϕ = Tϕ (où ϕ = p◦p−1
0 ). Cette décomposition est caractérisée

par les relations suivantes
Rt = R−1, Ut = U,

de sorte que
U2 = q−1C, où C = ϕ∗q = F⋆ϕqFϕ.

Le tenseur mixte U est donc défini comme l’unique racine carrée positive du tenseur de Cauchy-
Green droit mixte q−1C et R = FϕU

−1.
Cette dérivée objective provient également d’une dérivée covariante sur Met(B). Pour le

formuler, on introduira les notations suivantes :

γ0 = p∗0q, U0 = p∗0U,

ainsi que l’application linéaire

LU0 : Ends(TB) → Ends(TB), M 7→ U0M +MU0,

définie sur l’espace Ends(TB) des endomorphismes symétriques de TB (relativement à la
métrique γ0). Celle-ci peut s’écrire également sous la forme

LU0 = Id⊗U0 +U0 ⊗ Id
(
(LU0)

i
jk
l = δikU

l
0j + U i0kδ

l
j

)
.

Lorsque U0 est définie positive, on peut vérifier que LU0 est inversible.

Théorème 6.5. La dérivée de Green-Naghdi correspond à la dérivée covariante

Dtε := ∂tε− ε
(
U−1

0 LU0
−1(γ−1

0 γt)
)
−
(
U−1

0 LU0
−1(γ−1

0 γt)
)⋆

ε

sur Met(B). Celle-ci préserve les distributions à densité et on a

Dtθ := ∂tθ +
(
U−1

0 LU0
−1(γ−1

0 γt)
)
θ + θ

(
U−1

0 LU0
−1(γ−1

0 γt)
)⋆

sur T ⋆Met(B). De plus les dérivées matérielles objectives correspondantes s’écrivent

dp̃ k

dt
= k̇+ kω̂ + ω̂⋆k

pour un champ k de tenseurs covariants d’ordre 2 et

dp̃ τ

dt
= τ̇ − τω̂⋆ − ω̂τ ,

pour un champ τ de tenseurs contravariants d’ordre 2.

Démonstration. On cherche une dérivée covariante Dt sur Met(B), sous la forme

Dtε = ∂tε+ Γγ(γt, ε),

telle que
p∗(Dt(p

∗k)) = k̇+ kω̂ + ω̂⋆k.

Grâce au lemme D.7, on a donc

kt + L u k+ p∗(Γγ(γt, p
∗k)) = k̇+ kω̂ + ω̂⋆k,
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puis

p∗(Γγ(γt, p
∗k)) = k (ω̂ −∇u) + (ω̂ −∇u)⋆ k,

en utilisant le théorème E.5, et donc

Γγ(γt, ε) = ε p∗(ω̂ −∇u) + p∗(ω̂ −∇u)⋆ ε.

Or

∇u = (Fϕ)tF
−1
ϕ = (RtU+RUt)(RU)−1 = RtR

−1 +Fϕ(U
−1Ut)F

−1
ϕ = ω̂ + ϕ∗(U

−1Ut),

d’où l’on tire

(6.8) ω̂ −∇u = −ϕ∗(U
−1Ut).

Posons U0 := p∗0U. Alors U0t = p∗0Ut et donc

p∗(ω̂ −∇u) = p∗0ϕ
∗(ω̂ −∇u) = −p∗0(U

−1Ut) = −U−1
0 U0t.

On a donc

Γγ(γt, ε) = −ε
(
U−1

0 U0t

)
−
(
U−1

0 U0t

)⋆
ε.

Maintenant,

γ = p∗q = p∗0C = p∗0(qU
2) = γ0U

2
0,

d’où l’on tire

U0 U0t +U0tU0 = γ−1
0 γt.

Autrement dit

U0t = LU0
−1(γ−1

0 γt),

U0 étant l’unique racine carrée positive de γ−1
0 γ. On a donc finalement

Γγ(γt, ε) = −ε
(
U−1

0 LU0
−1(γ−1

0 γt)
)
−
(
U−1

0 LU0
−1(γ−1

0 γt)
)⋆

ε.

Il nous reste à vérifier que cette dérivée covariante préserve les distributions à densité. Or, si
l’on pose A := U−1

0 LU0
−1(γ−1

0 γt), on obtient

θ : Γγ(γt, ε) = − tr (θ εA+ θA⋆ε) = − (Aθ + θA⋆) : ε.

L’expression Dtθ est donc bien définie et s’écrit :

Dtθ = ∂tθ +
(
U−1

0 LU0
−1(γ−1

0 γt)
)
θ + θ

(
U−1

0 LU0
−1(γ−1

0 γt)
)⋆
.

�

Remarque 6.6. Dans la cas limite U0 → Id des déformations négligeables, on obtient

U0t = LU0
−1(γ−1

0 γt) ≈
1

2
γ−1
0 γt,

et l’on retrouve alors que la dérivée de Green-Naghdi est proche de celle de Zaremba-Jaumann.
Sur Met(B), cela se traduit par

Dtθ ≈
U0→Id

∂tθ +
1

2

(
γ−1
0 γt θ + θ γtγ

−1
0

)
.

6.6. Les dérivées objectives de Xiao-Bruhns-Meyers. Une famille de dérivées objectives
a été proposée dans [51], sous la forme

(6.9)
dp̃ τ

dt
= τ̇ − Ω̂τ − τ Ω̂⋆, Ω̂ = ŵ + Υ̂

(
b̂, d̂

)
,

avec

Υ̂
(
b̂, d̂

)
:= ν1(b̂)

(
b̂d̂
)a

+ ν2(b̂)
(
b̂2d̂

)a
+ ν3(b̂)

(
b̂d̂b̂2

)a
,

où ŵ = (∇u)a, b̂ = bq = (ϕ∗q
−1)q est le tenseur de Cauchy-Green gauche mixte 2.4, d̂ = (∇u)s

est le tenseur mixte des taux de déformation et les scalaires νk(b̂) sont des invariants isotropes

de b̂.



MÉCANIQUE DES MILIEUX CONTINUS 21

Remarque 6.7. Cette famille contient la dérivée de Jaumann, qui correspond à

Υ̂
(
b̂, d̂

)
= 0

ainsi que celle de Green-Naghdi, lorsque

Υ̂
(
b̂, d̂

)
= d̂− b̂− 1

2L
b̂

1
2
(b̂d̂),

car ∇u = d̂ + ŵ, ϕ∗Ct = d, ϕ∗q
−1 = b, ϕ∗U

2 = bq = b̂ (et où l’on a utilisé (6.8)). Elle ne
contient par contre pas les dérivées objectives (6.5) et (6.6) (de type Ebin–Fiala).

Les dérivées objectives (6.9) sur les tenseurs d’ordre 2 contravariants τ sont associées, par la
règle de Leibniz, aux dérivées objectives

dp̃ k

dt
= k̇+ k Ω̂+ Ω̂⋆k,

définies sur les champs de tenseurs d’ordre 2 covariants k. On peut alors énoncer le résultat
suivant.

Théorème 6.8. La famille de dérivées objectives de Xiao-Bruhns-Meyers

dp̃ k

dt
= k̇+ k Ω̂+ Ω̂⋆k, Ω̂ = ŵ + Υ̂

(
b̂, d̂

)
, ŵ = (∇u)a,

correspond à la famille de dérivées covariantes sur TMet(B)

Dp̃ ε

Dt
:= ∂tε−

1

2

(
γtγ

−1ε+ εγ−1γt
)
+ εΥ

(
γ−1
0 γ,

1

2
γ−1γt

)
+

(
Υ
(
γ−1
0 γ,

1

2
γ−1γt

))⋆
ε.

Celles-ci préservent les distributions à densité et on a

Dp̃ θ

Dt
:= ∂tθ +

1

2

(
θγtγ

−1 + γ−1γtθ
)
−Υ

(
γ−1
0 γ,

1

2
γ−1γt

)
θ − θ

(
Υ
(
γ−1
0 γ,

1

2
γ−1γt

))⋆
.

Démonstration. On note que ces dérivées s’écrivent

dp̃ k

dt
=

△

k +k Υ̂
(
b̂, d̂

)
+ Υ̂

(
b̂, d̂

)⋆
k,

△

k désignant la dérivée de Jaumann de k. On utilise ensuite le fait (voir remarque 2.5) que

p∗d =
1

2
γt, et p∗b = γ−1

0 ,

d’où l’on tire :

p∗
(
d̂
)
= p∗(q−1d) =

1

2
γ−1γt, p∗

(
b̂
)
= p∗(bq) = γ−1

0 γ,

puis

p∗
(
b̂d̂
)a

=
1

2
p∗
(
b̂d̂− d̂b̂

)
,

p∗
(
b̂2d̂

)a
=

1

2
p∗
(
b̂2d̂− d̂b̂2

)
,

p∗
(
b̂d̂b̂2

)a
=

1

2
p∗
(
b̂d̂b̂2 − b̂2d̂b̂

)
.

Par ailleurs, νk(b̂) est une fonction fk de tr b̂, tr(b̂2), tr(b̂3) et donc

p∗νk(b̂) = fk(tr(p
∗b̂), tr(p∗b̂2), tr p∗(b̂3))

On en déduit donc (voir théorème 6.1) que :

p∗
(
dp̃ p∗(ε)

dt

)
= ∂tε+ Γγ(ε,γt)

avec

Γγ(ε,γt) = −
1

2

(
γtγ

−1ε+ εγ−1γt
)
+ εΥ

(
γ−1
0 γ,

1

2
γ−1γt

)
+
(
Υ
(
γ−1
0 γ,

1

2
γ−1γt

))⋆
ε,
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où l’on a substitué dans Υ̂
(
b̂, d̂

)
, b̂ par γ−1

0 γ et d̂ par 1
2γ

−1γt. Enfin, on vérifie que la re-
marque 5.11 s’applique. �

7. Les équations d’équilibre

Dans cette section, on formulera les équations d’équilibre telles qu’elles sont données dans la
littérature classique mais directement sur le body.

7.1. Conservation de la masse.

Théorème 7.1 (Conservation de la masse). Étant donnée une configuration de référence p0 et
une autre configuration p, on a :

(7.1) ρ0 = (ϕ∗ρ)Jϕ = (ρ ◦ ϕ)Jϕ,

où Jϕ est le Jacobien de la transformation ϕ := p ◦ p0
−1.

Remarque 7.2. Le Jacobien Jϕ est défini implicitement par l’équation

ϕ∗volq = Jϕvolq,

c’est à dire, Jϕ = detFϕ avec Fϕ = Tϕ = Tp ◦ Tp−1
0 . Le mécanicien écrit la relation (7.1) de

manière plus courte
ρ0 = ρJϕ = ρdetFϕ

car il considère implicitement ρ0 = ρ0(x0) et ρ = ρ(x) = ρ(ϕ(x0)).

Démonstration. On part de la définition de la densité de masse (1.1)

(p0)∗µ = ρ0volq, p∗µ = ρvolq,

et on utilise la définition de ϕ = p ◦ p−1
0 , qui nous donne

ϕ∗ = (p−1
0 )∗p∗ = (p0)∗p

∗.

On obtient d’abord
µ = (p0)

∗(ρ0volq) = p∗(ρvolq),

et on en déduit

ρ0volq = (p0)∗µ = (p0)∗p
∗(ρvolq) = ϕ∗(ρvolq) = (ϕ∗ρ)ϕ∗volq = (ρ ◦ ϕ)Jϕvolq,

d’où (7.1). �

Corollaire 7.3 (Version dynamique de la conservation de la masse). Considérons un chemin
de plongements p(t). Alors

(7.2) ρt + div(ρu) = ρt +∇uρ+ ρdivu = 0.

Démonstration. On part de la relation (7.1). En dérivant par rapport au temps, on obtient

d

dt
((ρ ◦ ϕ)Jϕ) = [(ρt ◦ ϕ) + (∇uρ) ◦ ϕ] Jϕ + (ρ ◦ ϕ)∂tJϕ,

car ∂tϕ = u ◦ ϕ. Par ailleurs, soit Fϕ := Tϕ = ∂ϕ/∂x0, on a

(7.3) ∂tFϕ = ∂t

(
∂ϕ

∂x0

)
=

∂

∂x0
(∂tϕ) = (∇u ◦ ϕ)Fϕ,

d’où l’on tire
∂tJϕ = tr

(
F−1
ϕ ∂tFϕ

)
Jϕ = (divu) ◦ ϕ.

On a donc finalement
ρt +∇uρ+ ρdivu = 0.

que le mécanicien écrit ρ̇+ ρdivu = 0 avec ρ̇ := ρt +∇uρ la dérivée particulaire de ρ. �

Remarque 7.4. Un milieu continu est dit incompressible si divu = 0. Dans ce cas, ϕ est une
transformation qui préserve la forme volume volq.
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Corollaire 7.5 (Version dynamique de la conservation de la masse formulée sur le body). Soit
ργ = p∗ρ la densité sur B, U = p∗u la vitesse eulerienne à gauche, alors

(ργ)t + ργ divγ U = 0.

Démonstration. On a, en vertu du théorème E.5 et du lemme D.7

p∗(ρt +∇uρ+ ρdivu) = p∗(ρt + L u ρ+ ρdivu) = (ργ)t + ργ divγ U .

�

7.2. Relation fondamentale de la dynamique. Les efforts extérieurs volumiques, exercés
sur le système, sont représentés par une densité vectorielle fv(x, t) définie sur Ωp(t). La relation
fondamentale de la dynamique s’écrit :

(7.4) divσ + fv = ρ(∂tu+∇uu),

où σ est le tenseur des contraintes de Cauchy qui représente les efforts intérieurs du milieux et
qui est un tenseur d’ordre 2, contravariant et symétrique.

Remarque 7.6. Les relations (7.2) et (7.4) forment donc un système de 4 équations scalaires pour
les 10 inconnues ρ, u1, u2, u3, σ11, σ22, σ33, σ12, σ13, σ23. Le système est donc sous-déterminé. Il
doit être complété par les diverses lois de comportement que proposent la mécanique des fluides,
la théorie de l’élasticité, etc.

En remarquant que L u u = [u,u] = 0 (c.f. théorème E.5) et donc, par le lemme D.7, que

p∗u̇ = p∗(∂tu+ L u u+∇uu) = ∂tU +∇γ
UU ,

le pull-back de la relation fondamentale de la dynamique (7.4) sur le body B s’écrit :

(7.5) divγSSS+ Fv = ργ
(
∂tU +∇γ

U U
)
, U̇ := ∂tU +∇γ

U U ,

où SSS = p∗σ est le tenseur des contraintes intrinsèque (2.2), U = p∗u = F−1(u ◦ p) = F−1V est

la vitesse eulerienne à gauche (voir section 1), U̇ est l’accélération eulerienne à gauche, ργ = p∗ρ
est la densité intrinsèque (sur B), et Fv = p∗fv = F−1(fv ◦p) est la force volumique intrinsèque
(sur B). Enfin,

divγSSS := tr (∇γ
SSS) ,

est la divergence du tenseur des contraintes SSS sur le body B pour la métrique γ.

Remarque 7.7. SSS est symétrique et est un champ de tenseurs, contrairement au premier tenseur
de Kirchhoff P = ρ0FϕS (c.f. définition 2.7 et remarque 2.8) habituellement utilisé pour écrire
les équations d’équilibre

(7.6) divP+ fv ◦ ϕ = ρ0∂tV ,

sur la configuration de référence Ω0 (alors confondue avec B, de sorte que V = V0 := ϕt).

Pour la définition rigoureuse des divergences divγ
SSS et divP, voir Appendice H.

8. Lois de comportement élastiques

Pour les fluides comme pour les solides, l’état de contrainte est déterminé par ≪ l’état métrique≫.
Paul Rougée propose dans [40, 41] de définir une loi de comportement élastique (au sens de Cau-
chy) comme un champ de vecteurs sur Met(B), autrement dit comme une section

F : Met(B) → TMet(B)

du fibré tangent TMet(B). La donnée d’une métrique riemannienne sur Met(B), par exemple (3.1),
permet alors d’écrire

(8.1) θ = γ−1F (γ)γ−1,

et par push-forward d’obtenir

(8.2) σ = ρq−1p∗(F (γ))q
−1.
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Définition 8.1. La loi (8.1) est dite hyper-élastique (ou élastique au sens de Green) si F est
le gradient (pour une métrique riemannienne sur Met(B)) d’une fonctionnelle H définie sur
Met(B). Dans le cas contraire elle est dite hypo-élastique.

Remarque 8.2. Une loi hyper-élastique est une loi élastique, et pour ne pas compliquer la clas-
sification nous supposerons qu’une loi élastique est hypo-élastique. Les réciproques ne sont en
général pas vraies [5, 44].

8.1. Gaz parfaits. La loi de comportement d’un gaz parfait s’écrit :

σ = −P q−1,

où P = ρrT est la loi des gaz parfaits, r est une constante et T est la température absolue. On
peut retrouver cette loi dans ce cadre géométrique [40, 41].

Théorème 8.3 (Rougée, 1997, 2006). Considérons la fonctionnelle (invariante par difféomorphismes)

H(γ) :=

∫

B
k volγ ,

où k = −2rT . Alors, le gradient de H pour la métrique d’Ebin (3.2) correspond à la loi de
comportement d’un gaz parfait où r est la constante du gaz.

Démonstration. On a

dγH.ε =
k

2

∫

B
tr(γ−1ε) volγ =

k

2
Gγ(γ, ε),

G étant la métrique d’Ebin (3.2). Par conséquent,

F (γ) = gradGH =
k

2
γ,

qui nous donne

θ =
k

2
γ−1, σ = ρ

k

2
q−1 = −ρrT q−1.

�

8.2. Fluides barotropes. Un fluide barotrope est un fluide non visqueux pour lequel la pression
P ne dépend que de la densité ρ, c’est à dire que

σ = −P (ρ)q−1.

On peut également retrouver cette loi dans ce cadre géométrique [41].

Théorème 8.4 (Rougée, 2006). Un fluide barotrope correspond à une loi de comportement

F (γ) = f
(
ln(ρ−1

γ )
)
γ, ργ := p∗ρ =

(
volγ
µ

)−1

,

où f est une fonction numérique. Celle-ci est hyper-élastique par rapport à la métrique de
Rougée (3.1) et dérive de la fonctionnelle

(8.3) H(γ) =

∫

B
h
(
ln(ρ−1

γ )
)
µ,

où h est une primitive de f .

Démonstration. De la définition de ργ (1.2), soit µ = ργvolγ , on tire

δργ
ργ

= −
1

2
tr(γ−1ε),

d’où

δH =

∫

B

1

2
h′
(
ln(ρ−1

γ )
)
tr(γ−1ε)µ = Gµγ

(
1

2
h′
(
ln(ρ−1

γ )
)
γ, ε

)
,
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Gµ étant la métrique de Rougée (3.1). Par conséquent,

F (γ) = gradG
µ

H =
1

2
h′
(
ln(ρ−1

γ )
)
γ,

qui nous donne, par (8.1),

θ =
1

2
h′
(
ln(ρ−1

γ )
)
γ−1,

puis

σ = ρp∗θ = −P (ρ)q−1, avec P (ρ) = −
1

2
ρh′
(
ln(ρ−1)

)
,

car ρ = p∗ργ = ργ ◦ p. �

Remarque 8.5. Contrairement au cas des gaz parfaits, la fonctionnelle de Hilbert obtenue n’est
pas invariante par difféomorphisme mais seulement par les difféomorphismes qui préservent le
volume.

8.3. Hyper-élasticité générale isotrope. Il est nécessaire d’introduire une configuration de
référence pour formaliser géométriquement l’hyper-élasticité. Deux tenseurs de type déformation
ont alors un rôle fondamental (c.f. définition 2.4) : le tenseur de Cauchy-Green droit (covariant

C ou mixte Ĉ = q−1C) défini sur Ω0 = p0(B) comme le pull-back de la métrique q sur Ω,

C = ϕ∗q = qĈ, Ĉ = FtϕFϕ, Fϕ = Tϕ,

et le tenseur de Cauchy-Green gauche (contravariant b ou mixte b̂ = bq) défini sur Ω = p(B) =
ϕ(Ω0) comme le push-forward de l’inverse de la métrique q−1 sur Ω0,

b := ϕ∗q
−1 = b̂q−1, b̂ = FϕF

t
ϕ ◦ ϕ−1.

Rappelons que leurs pull-back sur le body B sont (Remarque 2.5) :

p∗0C = γ, p∗b = γ−1
0 , p∗0Ĉ = p∗b̂ = γ−1

0 γ.

La puissance P (2.3) se réécrit alors

P =

∫

Ωp

1

2
ρ(τ :L u q) volq =

∫

Ωp0

1

2
ρ0(S : ∂tC) volq =

∫

Ωp0

ρ0(P̂ : ∂tFϕ) volq =

∫

B

1

2
(θ : ∂tγ)µ,

où τ = σ/ρ est le tenseur de Kirchhoff, S = ϕ∗τ = p0∗θ le second tenseur de Piola-Kirchhoff,

P̂ = Pq le premier tenseur de Piola-Kirchhoff (2.7), mixte et non symétrique, et θ est le tenseur
de Rougée.

Pour le mécanicien, les lois de comportements hyper-élastiques, isotropes ou non, sont des lois

locales entre grandeurs duales (S,C), (P̂,Fϕ), (τ ,q)..., et dérivent généralement d’une énergie
libre spécifique (souvent définie sur la configuration de référence). Comme l’a souligné Rougée
il est possible de formuler l’hyper-élasticité directement sur le body, en utilisant les grandeurs
duales (θ,γ).

Théorème 8.6. Soit γ0 = p∗0 q la métrique sur B associée à une configuration de référence Ω0.
L’hyper-élasticité locale isotrope se formule à partir du potentiel hyper-élastique

(8.4) Hγ0(γ) =

∫

B
h(I1, I2, I3)µ

défini sur Met(B), où Ik = tr((γ−1
0 γ)k). Elle s’écrit

(8.5) θ =
∂h

∂γ
= k

(
∂h

∂Ik
(γ)

)
(γ−1

0 γ)k−1γ−1
0 .

Démonstration. On a

δHγ0 =

∫

B

∂h

∂Ik
δIk µ

avec

δIk = k tr
[
(γ−1

0 γ)k−1γ−1
0 ε

]
= k tr

[
γ−1(γ(γ−1

0 γ)k)γ−1ε
]
.
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On en déduit

Fγ0(γ) = gradG
µ

Hγ0 = k

(
∂h

∂Ik
(γ)

)
γ(γ−1

0 γ)k,

puis

θ = γ−1Fγ0(γ)γ
−1 = k

(
∂h

∂Ik
(γ)

)
(γ−1

0 γ)k−1γ−1
0 =

∂h

∂γ
.

�

Les invariants isotropes de γ−1
0 γ peuvent se réécrire à l’aide, soit de b = p∗γ

−1
0 , soit de

C = (p0)∗γ. En effet, comme le push-forward commute avec toutes les contractions tensorielles,
on a

p∗Ik = Ik ◦ p
−1 = tr((bq)k), (p0)∗Ik = Ik ◦ p

−1
0 = tr((q−1C)k),

et par suite
∂p∗Ik
∂b

= kq(bq)k−1 et
∂(p0)∗Ik
∂C

= k(q−1C)k−1q−1.

On retrouve d’une part la loi d’hyper-élasticité usuelle

(8.6) S = 2
∂ψ

∂C
,

exprimée sur la configuration de référence par push-forward de (8.5) sur Ω0 car

S = (p0)∗θ = k

(
∂h

∂Ik
(γ) ◦ p0

)
(q−1C)k−1q−1 = 2

∂ψ

∂C
,

où l’on a posé ψ(C) = 1
2h(I1 ◦ p

−1
0 , I2 ◦ p

−1
0 , I3 ◦ p

−1
0 ), et, d’autre part, les loi d’hyper-élasticité

isotrope usuelles

(8.7) τ = 2q−1∂ψ

∂b
b = 2

∂ψ

∂q
.

exprimées sur la configuration déformée par push-forward de (8.5) sur Ωp car

τ = p∗θ = k

(
∂h

∂Ik
(γ) ◦ p

)
(bq)k−1b,

où l’on a posé ψ(b) = 1
2h(I1 ◦ p−1, I2 ◦ p−1, I3 ◦ p−1). L’égalité τ = 2∂ψ∂q est la relation de

Doyle-Ericksen [10] encore valide dans le cas anisotrope. On a utilisé dans le calcul précédent la
propriété

∂

∂q
tr((bq)k) = q−1

(
∂

∂b
tr((bq)k)

)
b = b

(
∂

∂b
tr((qb)k)

)
q−1.

Remarque 8.7. Une formulation équivalente à (8.6) et à (8.7), définie sur Ω0, est fournie en
introduisant le premier tenseur de Piola-Kirchhoff (2.7),

(8.8) P = ρ0FϕS = ρ0q
−1 ∂ψ

∂Fϕ

(
P iJ = ρ0(Fϕ)

i
KS

KJ = ρ0q
ik ∂ψ

∂(Fϕ)kJ

)
.

Remarque 8.8. Dans les énergies libres utilisées par les mécaniciens, l’invariant I3 (exprimé sur

Ω0) est très souvent remplacé par l’invariant Jϕ = detFϕ =
√

det(q−1C). Or, par la conservation
de la masse la mesure de masse µ est

µ = p∗0(ρ0Jϕvolq) = p∗0(ρ0Jϕ)volγ ,

de sorte que l’argument

ρ−1
γ =

volγ
µ

=
Jϕ
ρ0

◦ p−1
0

de la fonctionnelle H(γ) (8.3) n’est autre que, à la densité ρ0 près (une constante du matériau),
l’inverse de l’invariant classique Jϕ = detFϕ. Le cas des fluides barotropes (comme celui des gaz
parfaits) est donc un cas particulier de (8.4).
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8.4. Loi hyper-élastique de Kirchhoff-Saint Venant. Si l’on choisit la densité du potentiel
hyper-élastique (8.4) sur B sous la forme

h =
ℓ

4
(I1 − 3)2 +

m

2
(I2 − 2I1 + 3),

{
I1 = tr(γ−1

0 γ),

I2 = tr(γ−1
0 γγ−1

0 γ)

avec ℓ etm deux constantes matérielles, on obtient le potentiel hyper-élastique de Kirchhoff-Saint
Venant 2ψ = h ◦ p−1

0 (sur la configuration de référence Ω0),

2ψ =
ℓ

4
(I1 − 3)2 +

m

2
(I2 − 2I1 + 3),

{
I1 = tr(q−1C),

I2 = tr(q−1Cq−1C)

Elle conduit à la contrainte intrinsèque

(8.9) SSS = ργθ, θ =
∂h

∂γ
=
ℓ

2
(tr(γ−1

0 γ)− 3)γ−1
0 +m(γ−1

0 γγ−1
0 − γ−1

0 )

Cette loi est bien la forme intrinsèque (exprimé sur le body B) de la loi d’hyper-élasticité de
Kirchhoff-Saint Venant,

ρ0S = 2ρ0
∂ψ

∂C
= λ0(trE)q−1 + 2µ0q

−1Eq−1, E =
1

2
(C− q) ,

avec ici E le tenseur des déformations de Green-Lagrange 2, λ0 = ρ0ℓ, µ0 = ρ0m les coefficients
de Lamé et ψ l’énergie libre spécifique.

Réécriture hypo-élastique. Prendre la dérivée covariante canonique (avec connexion nulle) de loi
d’hyper-élasticité (8.9) conduit à

θt =
ℓ

2
tr(γ−1

0 γt)γ
−1
0 +mγ−1

0 γtγ
−1
0 =

(
ℓ

2
γ−1
0 ⊗ γ−1

0 +mγ−1
0 ⊗γ−1

0

)
: γt

où l’on a défini (A⊗B)ijkl = 1
2(A

ikBjl+AilBjk). La loi hyper-élastique (8.9) se réécrit sous une
forme hypo-élastique (5.1) (l’inverse est rarement vrai [5, 44]),

dp̃ τ

dt
=

(
1

2
ℓb⊗ b+mb⊗b

)
: d

mais ici avec
dp̃ τ

dt la dérivée objective d’Oldroyd-Lie du tenseur de Kirchhoff,

dp̃ τ

dt
=

▽
τ= τ̇ + L u τ

et avec un tenseur d’élasticité non constant (fonction de l’état de déformation via b = ϕ∗q
−1)

dans la configuration déformée Ωp.

Remarque 8.9. Une famille de potentiels polyconvexes (au sens de Ball [3]) généralisant le modèle
de Kirchhoff-Saint Venant a été proposé par Ciarlet et Geymonat [7] (c.f. [47]). Parmi celles-ci :

ρ0ψ =
κ0
2

(
J2
ϕ − 1− ln Jϕ

)
+
µ0
2

(
tr(q−1C)− 3− 2 ln Jϕ

)

où κ0 = (3λ0 + 2µ0)/3 est le module de compressibilité du matériau, et qui se traduit sur B en

h = 2ψ ◦ p0 =
k

2

((ρ0 ◦ p0
ργ

)2
− 1

)
+
m

2

(
tr(γ−1

0 γ)− 3
)
−
k + 2m

2
ln

(
ρ0 ◦ p0
ργ

)

où l’on a posé k = κ0/ρ0 et utilisé la remarque 8.8.

2. à ne pas confondre avec le tenseur d’ordre 4 d’(hypo-)élasticité E de (5.1).
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9. Prise en compte des conditions aux limites en hyper-élasticité

Les équations d’équilibre et les lois de comportement ne suffisent pas à traiter complètement
un problème de mécanique des milieux continus. En effet, un système mécanique représenté, à
un instant donné par un domaine de l’espace Ωp, n’est généralement pas isolé et subit des liaisons
ou des contraintes avec des éléments extérieurs à travers son bord ∂Ωp. La prise en compte de
ces données extérieurs sur le bord est l’objet de la formulation des conditions limites. Celles-
ci complètent les équations d’équilibre, les lois de comportement et les équations d’état pour
traiter un problème d’élasticité en statique (il faudra toutefois ajouter également des conditions
initiales en dynamique).

La puissance virtuelle des efforts intérieurs s’écrit

Pint(ǫǫǫ) = −

∫

Ωp

(σ : ǫǫǫ) volq.

Si l’on fait de plus l’hypothèse que le champ de déformations virtuelles dérive d’un déplacement
virtuel u, c’est à dire que

ǫǫǫ =
1

2
Luq,

alors on peut écrire (voir Appendice H)

Pint(ǫǫǫ) = −

∫

∂Ωp

(σ̂n · u)ds+

∫

Ωp

(divσ · u) volq,

n étant la normale unitaire sortante au bord ∂Ωp et ds, l’élément d’aire. Les équations d’équilibre
permettent de réécrire le second terme de droite à l’aide des efforts extérieurs mais la formulation
de conditions limites est nécessaire pour lever l’indétermination sur le terme de bord, c’est à
dire le premier terme de droite. Dans la suite de cette section, on détaillera quelques types de
conditions limites qui interviennent en hyper-élasticité. On les formulera sur la configuration
dans l’espace mais également sur le body.

Remarque 9.1. Il peut être intéressant de réécrire les termes de bord et de volume ci-dessus
en fonction des diverses notions de contraintes que nous avons introduites dans la section 2 et
utilisées lors de la formulation de l’hyper-élasticité (section 8.3). Nous avons ainsi

∫

∂Ωp

(σ̂n · u)ds =

∫

∂B
〈ŜSSN,U〉γdS =

∫

∂Ω0

(P̂n0 · V0)ds0 =

∫

∂B
(π̂ππN0 · V )dS0,

∫

Ωp

(divσ · u) volq =

∫

B
〈divγ

SSS,U〉γ volγ =

∫

Ω0

(divP · V0) volq,

où

(1) ŜSS = p∗σ̂ = SSSγ est le tenseur des contraintes intrinsèque dans sa forme mixte, π̂ππ =
JFSSSγ0 où J = ργ0/ργ est également un tenseur des contraintes mixte, U = p∗u =
F−1V est la vitesse eulerienne à gauche (définie sur le body), et N et dS, N0 et dS0 sont
relatifs respectivement à la métrique γ et à la métrique γ0 sur B ;

(2) P̂ = Pq est le premier tenseur de Piola-Kirchhoff dans sa forme mixte, V0 := ϕt =
V ◦ p−1

0 = u ◦ ϕ est la vitesse lagrangienne sur la configuration de référence Ω0, et n0 et
ds0 sont relatifs à la métrique q sur Ω0.

Pour la définition rigoureuse des divergences divγ
SSS et divP, voir Appendice H. Pour le lien

entre les termes de bord sur ∂B, on a utilisé la relation de Nanson (remarque G.8) qui conduit
à γNdS = J γ0N0dS0 lorsqu’exprimée sur le body.

On définira le déplacement soit comme

ξ(ϕ) = ϕ− id

lorsque défini sur Ωp0 (mais à valeur dans Ωp), soit comme

ξ(p) = p− p0
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lorsque défini sur définie sur B (toujours à valeur dans Ωp). Tout comme la vitesse lagrangienne,
le déplacement ξ n’est pas un champ de vecteur (ni sur B, ni sur Ωp0 ni sur Ωp) mais une section
d’un fibré pull-back (voir définition E.6).

Un même système mécanique peut être l’objet de conditions limites de natures différentes sur
son bord. Pour formuler un tel problème mixte, il est utile de partitionner le bord du domaine
en plusieurs surfaces. Par exemple, pour décrire un problème mixte de type Dirichlet/Neumann,
on écrira

∂Ωp = ∂Ωϕp ∪ ∂Ωtttp ∪k Σ
k

où ∂Ωϕp est la partie de ∂Ωp sur laquelle est imposée un déplacement ξ = ξ (condition de type

Dirichlet ξ|∂Ωϕ
p
= ξ, soit ϕ|∂Ωϕ

p
= ϕ) et ∂Ωtttp ∪k Σ

k est la partie de ∂Ωp sur laquelle est imposée

un effort surfacique (condition de type Neumann) dans ce qui suit de deux types : soit de type
charge morte (surface ∂Ωtttp), soit de type pression imposée (surfaces Σk). Dans le cas de charges
dites mortes, de direction et d’intensité indépendantes de la déformation du milieu, la condition
de Neumann associée correspond à la donnée d’un vecteur force surfacique imposée défini sur la
partie du bord ∂Ωtttp0 = ϕ(Ωtttp) de la configuration de référence.

Nous traitons ci-dessous deux exemples explicites en hyper-élasticité où les conditions limites
sont elles-mêmes définies à partir d’un Lagrangien,

— celui d’une charge morte définie par une force surfacique imposée ttt0,
— celui type pression P = P k imposée sur des parties Σk du bord.

Dans les deux cas, on impose la condition de Dirichlet ξ = ξ de déplacement imposé sur la surface
∂Ωϕp 6= ∅. Dans le second, une condition, dite d’intégrabilité, devra de plus être satisfaite.

9.1. Charge morte. Pour le premier exemple étudié, on considère le lagrangien bien connu [3]

(9.1) L0(ϕ) =

∫

Ω0

ρ0ψ(Fϕ)volq −

∫

∂Ωttt
0

(ξ(ϕ) · ttt0) ds0, ξ(ϕ) = ϕ− id,

dans lequel la force surfacique imposée ttt0 est donnée sur la partie ∂Ωttt0. Le calcul de variation
s’effectue en considérant ϕ = ϕ(s) avec ϕ(0) = ϕ et ϕ̇(0) = δϕ (vitesse lagrangienne virtuelle)
satisfaisant δϕ = 0 sur ∂Ωϕp . On obtient

δL0 =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

L0(ϕ(s)) =

∫

Ω0

ρ0

(
∂ψ

∂Fϕ

)

i

J

(δFϕ)
i
Jvolq −

∫

∂Ω0

(δϕ · ttt0) ds0

où

δFϕ = ∂s
∂ϕ

∂x0
=

∂

∂x0
(∂sϕ) =

∂

∂x0
δϕ.

De la loi d’hyper-élasticité (8.8) on tire

ρ0

(
∂ψ

∂Fϕ

)
= qP = qP̂q−1,

soit

ρ0

(
∂ψ

∂Fϕ

)

i

J

(δFϕ)
i
J = ρ0

[
q−1

(
∂ψ

∂Fϕ

)
q

]
: δFϕ = P̂ : δFϕ,

de sorte que
∫

Ω0

ρ0

(
∂ψ

∂Fϕ

)

i

J

(δFϕ)
i
Jvolq =

∫

Ω0

(
P̂ :

∂

∂x0
δϕ
)
volq

=

∫

Ω0

(
div (δϕ ·P)− δϕ · divP

)
volq

=

∫

∂Ω0

δϕ · P̂n0 ds0 −

∫

Ω0

δϕ · divP volq.

Ainsi

δL0 =

∫

∂Ωttt
0

δϕ · (P̂n0 − ttt0)ds0 −

∫

Ω0

(δϕ · divP) volq = 0,
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pour toute vitesse virtuelle δϕ. En prenant δϕ nulle sur le bord, on retrouve les équations
d’équilibre (7.6) (ici sans force volumique ni dynamique),

divP = 0,
(
P iJ ,J = 0

)
.

On obtient ensuite les conditions aux limites usuelles de type charge morte,

(9.2) P̂n0

∣∣∣
∂Ωttt

0

= ttt0,

(
P̂ iJn

J
0

∣∣∣
∂Ωttt

0

= t
i
0

)
.

En hyper-élasticité isotrope, l’énergie libre spécifique ψ est fonction des invariants Ik = tr Ĉk

et le lagrangien (9.1) se réécrit sur le body B (c.f. Section 8.3 pour la partie volumique),

L0 =

∫

B
ψ(Ik ◦ p0)µ −

∫

∂Bttt

((p − p0) · ttt0 ◦ p0) dS0

avec Ik ◦ p0 = tr
(
(γ−1

0 γ)k
)
, µ = p∗0(ρ0volq) = ργ0volγ0 la mesure de masse sur le body et

dS0 = p∗0(ds0) = iNNN0
volγ0 , NNN0 = p∗0n0 = F−1

0 n0 ◦ p0.

Remarque 9.2. On peut également effectuer le calcul de variation directement sur le body. En
effet :

δL0 =

∫

B
ργ
∂ψ

∂γ
: δγ volγ −

∫

∂Bttt

(δp · ttt0 ◦ p0) dS0,

=

∫

B
SSS : γ(∇γU)s volγ −

∫

∂Bttt

(δp · ttt0 ◦ p0) dS0,

=

∫

∂B
〈ŜSSN,U〉γdS −

∫

B
〈divγ

SSS,U〉γ volγ −

∫

∂Bttt

(δp · ttt0 ◦ p0) dS0,

=

∫

∂Bttt

(
π̂ππN0 − ttt0 ◦ p0

)
· δp dS0 −

∫

B
〈divγ

SSS,U〉γ volγ ,

où

δγ =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

p(s)∗q = p∗ L u q = 2γ(∇γU)s,

U = F−1V = F−1δp, SSS = 2ργ
∂ψ
∂γ = SSS

t et où l’on a utilisé la remarque 9.1. En choisissant

des vitesses virtuelles nulles sur le bord, on retrouve les équations d’équilibre (7.5) mais ici sans
force volumique ni dynamique (divγ

SSS = 0). On obtient ensuite les conditions aux limites de
type charge morte, exprimées cette fois sur B :

(9.3) π̂ππN0|∂Bttt = JFSSSγ0NNN0|∂Bttt = ttt0 ◦ p0, J =
ργ0

ργ
.

9.2. Pression imposée. La question de l’existence d’un Lagrangien pour les problèmes d’hyper-
élasticité avec conditions aux limites de type pression imposée

(9.4) σ̂n|Σ = −Pn,
(
σ̂ijn

j
∣∣
Σ
= −Pni

)
,

sur une ou plusieurs composantes Σ du bord a été abordée dans [37, 43, 4, 3]. Dans l’exemple
que nous traitons ici, nous supposons P uniforme, i.e. P = Pk sur chaque composante Σk où la
pression est imposée. La contribution à la puissance virtuelle de ces pressions imposées s’écrit
donc

(9.5)
∑

k

Pk

∫

Σk

(u · n) ds.

où u est la vitesse virtuelle eulerienne. Nous commencerons par réécrire cette contribution sur
la configuration de référence. En appliquant le théorème G.7 au champ u, on obtient d’abord∫

Σ
(u · n) ds =

∫

Σ0

ϕ∗((u · n) ds) =

∫

Σ0

JϕF
−1
ϕ δϕ · n0 ds0,

où Σ0 = ϕ−1(Σ) et δϕ = u ◦ ϕ = δϕ est une vitesse lagrangienne virtuelle sur Ω0.
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On va maintenant utiliser la puissance du calcul différentiel (utilisé ici en dimension infinie)
pour expliciter une formulation variationnelle de ce problème. Pour commencer, notons que
l’espace des configurations sur lequel on travaille, en l’occurence Emb(Ω0,E ), n’est pas un espace
vectoriel mais un ouvert de l’espace vectoriel C∞(Ω0,E ). On établit pour commencer le résultat
suivant.

Lemme 9.3. La forme différentielle

Wϕ(δϕ) =

∫

Σ0

JϕFϕ
−1δϕ · n0 ds0 =

∫

Σ
(u · n) ds

définie sur Emb(Ω0,E ) n’est pas fermée. Plus précisément, sa différentielle extérieure s’écrit

(9.6) dW (δ1ϕ, δ2ϕ) =

∮

∂Σ0

(δ2ϕ× δ1ϕ) · Fϕdℓℓℓ0,

avec dℓℓℓ0 = τ0 dℓ0, τ0 étant le vecteur tangent unitaire à la courbe ∂Σ0 et dℓ0 son élément de
longueur.

Démonstration. Soit ϕ(s) une seconde variation de ϕ, c’est à dire ϕ(0) = ϕ et ϕ̇(0) = δ2ϕ. On a

δ2 (W (δ1ϕ)) :=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Wϕ(s)(δ1ϕ)

=

∫

Σ0

(
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Jϕ(s)

)
Fϕ

−1δ1ϕ · n0 ds0 +

∫

Σ0

Jϕ

(
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Fϕ(s)
−1

)
δ1ϕ · n0 ds0

Or
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Jϕ(s) = Jϕ tr(δ2FϕFϕ
−1) = Jϕ tr(∇u2) ◦ ϕ = Jϕ divu2 ◦ ϕ,

car δ2FϕFϕ
−1 = ∇u2 ◦ ϕ avec u2 = δ2ϕ ◦ ϕ−1 et

d

ds

∣∣∣∣
s=0

Fϕ(s)
−1 = −Fϕ

−1 δ2FϕFϕ
−1 = −Fϕ

−1(∇u2 ◦ ϕ),

d’où (
d

ds

∣∣∣∣
s=0

F−1
ϕ(s)

)
δ1ϕ = −Fϕ

−1(∇u1u2 ◦ ϕ),

avec u1 = δ1ϕ ◦ ϕ−1. On a donc

δ2 (W (δ1ϕ)) =

∫

Σ0

(divu2 ◦ ϕ)Fϕ
−1(u1 ◦ ϕ) · n0 Jϕds0 −

∫

Σ0

(Fϕ
−1(∇u1u2 ◦ ϕ) · n0 Jϕds0

=

∫

Σ0

[(divu2)u1 ◦ ϕ] · Fϕ
−tn0 Jϕds0 −

∫

Σ0

(∇u1u2 ◦ ϕ) · Fϕ
−tn0 Jϕds0

Maintenant, en utilisant la formule de Nanson (voir théorème G.7), on obtient finalement

δ2 (W (δ1ϕ)) =

∫

Σ
[(divu2)u1 −∇u1u2] · n ds.

On en déduit donc,

dW (δ1ϕ, δϕ2) = δ1 (W (δ2ϕ))− δ2 (W (δ1ϕ))

=

∫

Σ
[(divu1)u2 − (divu2)u1 +∇u1u2 −∇u2u1] · n ds.

On va alors utiliser le fait que∇u1u2−∇u2u1 = [u1,u2] et le lemme H.8 pour obtenir finalement

dW (δ1ϕ, δϕ2) = −

∫

Σ
rot (u1 × u2) · n ds =

∮

∂Σ
(u2 × u1) · dℓℓℓ =

∮

∂Σ0

(δ2ϕ× δ1ϕ) · Fϕdℓℓℓ0,

d’après la formule de Stokes–Ampère (I.2) et le fait que dℓℓℓ ◦ ϕ = Fϕdℓℓℓ0. �
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Toutefois, en imposant des conditions supplémentaires sur les variations δϕ (des contraintes
non-holonomes, donc), on arrive quand même à réaliser la condition aux limites de type pression
imposée sur Σ comme la variation d’un Lagrangien L1(p) défini sur TEmb(Ω0,E ) [37, 4], ce que
nous proposons de détailler maintenant dans le cas d’une pression unitaire. La formulation
explicitée étant intrinsèque, il est tout à fait possible de la définir également sur le body B, ce
que nous allons faire. Pour l’interpréter sur la configuration de référence Ω0 = p0(B), il suffit
donc de poser p0 = id, F0 = Tp0 = Id, ϕ = p et Fϕ = Tp = F. Enfin, pour comprendre
comment on obtient le potentiel proposé à l’aide du lemme de Poincaré F.16, on se restreindra,
dans un premier temps, à travailler sur le voisinage d’une configuration de référence p0, défini
par

Up0 :=

{
p ∈ C∞(B,E ); sup

B
‖F−F0‖ < 1

}
,

qui est un ouvert convexe de C∞(B,E ), inclus dans Emb(B,E ).
Si la forme différentielle W était fermée, le lemme de Poincaré F.16, nous fournirait explici-

tement le potentiel suivant

(9.7) L1(p) =

∫ 0

−∞

[(φt)∗iξW ]p dt

où φt(p) = etp+(1− et)p0 est le flot du champ radial ξ(p) = p− p0 (qui se trouve être le champ
de déplacement) et

(9.8) Wp(δp) :=

∫

Σ
(u · n) ds =

∫

Σ
iuvolq =

∫

ΣB

ip∗up
∗volq =

∫

ΣB

volq(δp,Fp·,Fp·).

Cette intégrale se calcule en observant que

[(φt)∗iξW ]p = [W (ξ)](φt(p)) =Wφt(p)(e
tξ(p)),

avec

Wφt(p)(e
tξ(p)) =

∫

ΣB

volq(e
tξ(p), (etF+ (1− et)F0)·, (e

tF+ (1− et)F0)·),

car Fφt(p) = T (etp+ (1− et)p0) = etF+ (1− et)F0. On a donc

∫ 0

−∞

[(φt)∗iξW ]p dt =

∫

ΣB

volq(p− p0,F·,F·)

∫ 0

−∞

e3t dt

+

∫

ΣB

(volq(p− p0,F·,F0·) + volq(ξ(p),F0·,F·))

∫ 0

−∞

et(1− et) dt

+

∫

ΣB

volq(p− p0,F·,F·)

∫ 0

−∞

et(1− et)2 dt,

soit

L1(p) =
1

3

∫

ΣB

volq(ξ,F·,F·) +
1

2
(volq(ξ,F·,F0·) + volq(ξ,F0·,F·)) + volq(ξ,F0·,F0·).

Malheureusement, W n’est pas fermée d’après le lemme 9.3. On a toutefois d’après la for-
mule (F.2)

dL1 =W −

∫ 0

−∞

(φt)∗iξdW dt,

où

dWp(δp1, δp2) =

∫

∂ΣB

(δp2 × δp1) · FpdLLL ,

et FdLLL = dℓℓℓ ◦ p. Calculons donc cette obstruction à l’existence d’un potentiel. On a d’abord

(φt)∗iξdW = i(φt)∗ξ(φ
t)∗dW = iξ(φ

t)∗dW
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car (φt)∗ξ = ξ, puis

[
iξ(φ

t)∗dW
]
p
(δp) =

[
(φt)∗dW

]
p
(ξ(p), δp)

= dWφt(p)(Tφ
t.ξ(p), Tφt.δp)

= dWφt(p)(Tφ
t.ξ(p), Tφt.δp)

= dWφt(p)(e
tξ(p), etδp).

On a donc
∫ 0

−∞

(φt)∗iξ(p)dWp dt(δp) =

∫ 0

−∞

∫

∂Σ0

(
etδp × etξ(p)

)
· Fφt(p)dLLL dt

=

∫

∂Σ0

(δp × ξ(p)) ·

(∫ 0

−∞

(e3tF+ (e2t − e3t)F0)dt

)
dLLL

=
1

6

∫

∂ΣB

(δξ × ξ(p))) · (2F + F0)dLLL ,

car Fφt(p) = T (etp+ (1− et)p0) = etF+ (1− et)F0.

Remarque 9.4. Le calcul précédent formule sur le body, tout en les précisant, les conditions
d’intégrabilité de Sewell–Beatty [43, 4]. En effet, nous venons de montrer que les conditions
optimales d’intégrabilité se traduisent en fait par l’unique condition

∮

∂ΣB

(ξ × δξ) · (2F + F0)dLLL = 0,

alors que Beatty obtenait deux conditions, exprimées sur la configuration de référence (i.e. dans
le cas particulier où ΣB = Σ0, dLLL = dℓℓℓ0, F0 = Id, F = Fϕ),

(9.9)

∮

∂Σ0

(ξ × δξ) · dℓℓℓ0 =

∮

∂Σ0

(ξ × δξ) · Fϕdℓℓℓ0 = 0.

On résumera l’ensemble de ces considérations par la formulation du théorème qui suit. Bien
qu’il ne soit pas nécessaire de fournir une nouvelle preuve de celui-ci, nous fournissons plus loin
une nouvelle vérification de ce résultat par le calcul des variations et qui ne nécessite plus de se
restreindre à un ouvert convexe.

Théorème 9.5. Considérons la fonctionnelle

(9.10) L1(p) =
1

3

∫

ΣB

volq(ξ,F·,F·) +
1

2
(volq(ξ,F·,F0·) + volq(ξ,F0·,F·)) + volq(ξ,F0·,F0·),

définie sur Emb(B,E ), où ξ := p−p0 est le champ de déplacements et ΣB = p−1
0 (Σ0) = p−1(Σ).

Alors

δL1 =

∫

Σ
(u · n) ds+

1

6

∮

∂ΣB

(ξ × δξ) · (2F + F0)dLLL ,

dLLL étant l’élément de longueur vectoriel relatif à la métrique γ0 = p∗0q sur B.

Démonstration. La preuve que nous proposons ici est basée sur l’observation suivante. Un plon-
gement p : B → E ou une variation de ce plongement δp : B → TE peuvent être considérés
comme des fonctions à valeurs vectorielles, une fois choisi un repère affine de E (orthonormé ou
pas). Ainsi, V désignant un champ de vecteur sur B, on pourra définir la dérivée de Lie de p ou
δp dans la direction V comme celui d’une fonction et on écrira

Tp.V = LV p, T δp.V = LV δp.
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Ceci restant valable bien sûr si on considère les restrictions de p et δp à ∂B et si V est un champ
de vecteur sur ∂B. Ces précisions étant faites, on introduit les 2-formes suivantes sur ∂B :

ω1(V,W ) := volq(ξ,F.V,F.W ) = volq(ξ,LV p,LW p),

ω2(V,W ) :=
1

2
(volq(ξ,F.V,F0.W ) + volq(ξ,F0.V,F.W ))

=
1

2
(volq(ξ,LV p,LW p0) + volq(ξ,LV p0,LW p)) ,

ω3(V,W ) := volq(ξ,F0.V,F0.W ) = volq(ξ,LV p0,LW p0),

V et W étant des champs de vecteurs sur ∂B. On a donc (en utilisant le fait que δp = δξ)

δω1(V,W ) = volq(δξ,LV p,LW p) + volq(ξ,LV δξ,LW p) + volq(ξ,LV p,LW δξ),

δω2(V,W ) =
1

2
(volq(δξ,LV p,LW p0) + volq(ξ,LV δξ,LW p0)

+volq(δξ,LV p0,LW p) + volq(ξ,LV p0,LW δξ)) ,

et
δω3(V,W ) = volq(δξ,LV p0,LW p0).

Par conséquent

δL1 =
1

6

∫

ΣB

δω,

où

δω(V,W ) := 2 (δω1(V,W ) + δω2(V,W ) + δω3(V,W ))

= volq(δξ,LV p,LW (2p + p0)) + volq(δξ,LV p0,LW (2p0 + p))

+ volq(ξ,LV δξ,LW (2p + p0))− volq(ξ,LW δξ,LV (2p + p0)).

Il nous faut maintenant procéder à une intégration par partie pour se débarrasser des termes
qui contiennent des dérivées de Lie de δξ et finir le calcul. On introduit pour cela la 1-forme α
sur ∂B définie par

α(V ) := volq(ξ, δξ,LV (2p + p0)).

On a alors (exemple F.12)

dα(V,W ) = LV α(W )− LWα(V )− α([V,W ]),

avec

LV α(W ) = volq(LV ξ, δξ,LW (2p + p0)) + volq(ξ,LV δξ,LW (2p + p0))

+ volq(ξ, δξ,LV LW (2p + p0)),

LWα(V ) = volq(LW ξ, δξ,LV (2p+ p0)) + volq(ξ,LW δξ,LV (2p + p0))

+ volq(ξ, δξ,LWLV (2p+ p0))

et
α([V,W ]) = volq(ξ, δξ,L[V,W ](2p + p0)).

Compte tenu du fait (voir corollaire D.5) que

LV LW (2p + p0)− LWLV (2p + p0) = L[V,W ](2p + p0))

on a donc finalement

dα(V,W ) = volq(LV ξ, δξ,LW (2p+ p0))− volq(LW ξ, δξ,LV (2p+ p0))

+ volq(ξ,LV δξ,LW (2p + p0))− volq(ξ,LW δξ,LV (2p + p0)).

Par suite, après simplification, on obtient

δω(V,W ) = dα(V,W ) + 6volq(δξ,LV p,LW p).
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On en déduit que

δL1 =
1

6

∫

ΣB

δω =

∫

ΣB

volq(δξ,F·,F·) +
1

6

∫

∂ΣB

α,

où la restriction de α à ∂ΣB s’écrit

α = volq(ξ, δξ, (F0 + 2F)·) = (ξ × δξ) · (F0 + 2F)dLLL ,

dLLL étant l’élément de longueur vectoriel relatif à la métrique γ0 = p∗0q sur B. Par conséquent,
en utilisant (9.8), on obtient finalement

δL1 =

∫

Σ
(u · n) ds+

1

6

∮

∂ΣB

(ξ × δξ) · (2F + F0)dLLL .

�

Remarque 9.6. Dans le cas particulier où on assimile le body B à une configuration de référence
Ω0, et où on choisit une base orthonormée (ei) de l’espace E , on a alors F0 = Id, F = Fϕ et
ξ = ϕ− id. Dans ce cas

ω1 = volq(ξ,Fϕ·,Fϕ·) = (detFϕ)iFϕ
−1ξvolq = JϕFϕ

−1ξ · n0 ds0,

ω2 =
1

2
(volq(ξ,Fϕ·, ·) + volq(ξ, ·,Fϕ·)) =

1

2
((trFϕ)ξ − Fϕξ) · n0 ds0,

ω3 = volq(ξ, ·, ·) = iξvolq = ξ · n0 ds0.

En effet, la deuxième égalité résulte du calcul suivant :

ω2(V,W ) =
1

2

(
volq(ξ, V

i∂iϕ,W
jej) + volq(ξ, V

iei,W
j∂jϕ)

)
,

=
1

2
(det(ξ, ∂iϕ,ej) + det(ξ,ei, ∂jϕ)) V

iW j,

=
1

2
det(ξ, ∂iϕ,ej)

(
V iW j − V jW i

)
,

=
1

2
εpqrξ

p∂iϕ
qδrj
(
V iW j − V jW i

)
,

=
1

2
εpqjξ

p∂iϕ
q
(
V iW j − V jW i

)
.

Or ω2 est proportionnelle à la forme volume ds0 = in0volq (c.f. Appendice F et Appendice G)
qui s’écrit

ds0(V,W ) = volq(n0, V,W ) = εrijn
r
0V

iW j =
1

2
εrijn

r
0

(
V iW j − V jW i

)
.

On a donc
ω2(V,W ) = λds0(V,W ),

soit
εpqjξ

p∂iϕ
q = λ εrijn

r
0, ∀i, j,

de sorte que, en utilisant (A.5), on obtient

εkijεpqjξ
p∂iϕ

q = λ εkijεrijn
r
0 = 2λ δkrn

r
0 = 2λnk0 ,

d’où, grâce à la formule (A.4),

λ =
1

2
εkijεpqjξ

p∂iϕ
qn0k

=
1

2

(
δkpδ

i
q − δkq δ

i
p

)
ξp∂iϕ

qn0k

=
1

2

(
ξk∂qϕ

q − ξi∂iϕ
k
)
n0k

=
1

2
((trFϕ)ξ − Fϕξ) · n0.
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On peut donc écrire

(9.11) L1(ϕ) =
1

3

∫

Σ0

(
JϕFϕ

−1ξ +
1

2

(
(trFϕ)ξ − Fϕξ

)
+ ξ

)
· n0 ds0,

qui est l’expression obtenue par Beatty [4] sous les conditions d’intégrabilité non optimales (9.9).

9.3. Bilan. Pour conclure, nous reprenons les résultats des sections 8.3, 9.1 et 9.2, que nous
synthétisons ici. Le théorème 9.7 formule sur le body l’hyper-élasticité en grandes transformation,
sous la forme d’un Lagrangien à minimiser lorsque des conditions d’intégrabilité sont satisfaites.
La formulation sur la configuration de référence est obtenue comme le cas particulier B = Ω0,
p0 = id, p = ϕ, F0 = Id, F = Fϕ, µ = ρ0volq, dS0 = ds0, et en se référant à la remarque 9.6
pour les termes de pression.

Théorème 9.7. On considère le problème suivant d’hyper-élasticité isotrope avec pour condi-
tions limites :

— des déplacement imposés ϕ− id = ξ sur la surface ∂Ωϕ0 = p0(∂Bϕ),

— des pressions uniformes Pk imposées sur les surfaces Σk = ϕ(Σk0) = p(ΣkB) ⊂ ∂Ωp,
— des charges mortes ttt0 imposées sur la surface ∂Ωttt0 = p0(∂Ω

ttt
B),

satisfaisant δp|∂Bϕ = 0 ainsi que les conditions non-holonomes sur les déplacements

(9.12)

∮

∂Σk
0

(ξ × δξ) · (2F + F0)dLLL = 0.

Alors les solutions de ce problème correspondent aux extrémales du Lagrangien

L(p) =

∫

B
ψ(Ik ◦ p0)µ−

∫

∂Bttt

(
(p − p0) · ttt0 ◦ p0

)
dS0

+
1

3

∑

k

Pk

∫

Σk
B

volq(ξ,F·,F·) +
1

2
(volq(ξ,F·,F0·) + volq(ξ,F0·,F·)) + volq(ξ,F0·,F0·),

sur la variété des plongements Emb(B,E ), où p− p0 = ξ est le champ de déplacement.

Remarque 9.8. Les conditions (9.12) sont satisfaites lorsque les contours fermés ∂Σk0 sont des
frontières de zones à déplacement imposés (de conditions de type Dirichlet δξ = 0, cf [3]).
Plus généralement, et comme remarqué par Beatty [4], afin qu’elles soient vérifiées il suffit
que le vecteur vitesse lagrangienne V = δp (resp. δϕ = V0) reste colinéaire au déplacement
ξ(p) = p − p0 (resp. ξ(ϕ) = ϕ − id) le long de chaque contour ∂ΣkB (resp. ∂Σk0). Enfin elles

sont trivialement satisfaites lorsque p0(∂Σ
k
B) = ∂Σk0 = ∅ (comme dans le cas d’une pression P

imposée sur toute la surface externe à une structure ou encore sur toute la surface d’une cavité
non débouchante).

On a L = L0 + L1 avec L0 défini par (9.1) et L1 par (9.10) (théorème 9.5). Le calcul de
variation première donne δL = δL0 + δL1 = 0, U = F−1δp étant le vecteur vitesse (eulerienne
à gauche) virtuelle. On obtient, par la remarque 9.2 et le théorème 9.5,

δL =

∫

∂Bttt

(
π̂ππN0 − ttt0 ◦ p0

)
· δp dS0 +

∑

k

∫

ΣB

〈U ,ŜSSNNN + PkNNN〉γ dS −

∫

B
〈divγ

SSS,U〉γ volγ = 0.

On retrouve les équations d’équilibre divγ
SSS = 0, les conditions aux limites de type charge

morte π̂ππN0|∂Bttt = JFSSSγ0NNN0|∂Bttt = ttt0 ◦ p0, ainsi que celles de type pression imposée

(9.13) ŜSSNNN
∣∣∣
Σk

B

= −PkNNN,

toutes exprimées sur le body.

Remarque 9.9. Par push-forward de (9.3) sur ∂Ωttt0, en utilisant F = FϕF0, JFSSS = ργ0Fθ, on
obtient

ρ0Sqn0 = (p0)∗((ρ0 ◦ p0)θγ0NNN0) = (p0)∗(F
−1ttt0 ◦ p0) = F0F

−1ttt0 = Fϕ
−1ttt0
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et l’on retrouve la condition de charge morte P̂n0

∣∣
∂Ωttt

0
= ttt0 (9.2) formulée sur la configuration de

référence. Par push-forward de (9.13) sur la surface Σk de la configuration déformée, on obtient

σ̂n = p∗(SSSγNNN) = −p∗(PkNNN) = −Pk nnn

qui est bien la condition de pression imposé (9.4) sur Σk.

Annexe A. Quelques formules utiles dans R
3

On considère L’espace euclidien orienté R
3 où la métrique q est représentée dans la base

canonique par les symboles de Kronecker (δij) et le déterminant dans la base canonique, par
les symboles de Levi-Civita (εijk). Ceci est encore vrai dans n’importe quelle base orthonormée
directe (ei). On a en particulier dans toute base orthonormée directe

(A.1) det(u,v,w) = εijku
ivjwk, u,v,w ∈ R

3.

Le produit vectoriel est défini implicitement par la relation

(u× v) ·w = det(u,v,w)

On rappelle que si L : R3 → R
3 est une application linéaire, on a

det(Lu, Lv, Lw) = (detL) det(u,v,w), u,v,w ∈ R
3.

Soit A = (Aij) une matrice carré et Ai,j, la sous-matrice carrée d’ordre 2 déduite de A en
supprimant la i-ème ligne et la j-ème colonne. On définit alors le cofacteur d’indice i, j de A,
noté (comA)i,j en posant

(comA)i,j := (−1)i+j det (Ai,j) .

On peut montrer de plus que si A est inversible, alors

(A.2) A−1 =
1

detA
(comA)t,

et l’on a la propriété
(comA)t = com(At).

Ceci permet d’établir la relation

com(P−1AP )t = P (comA)tP−1,

et montre que la transposé de la comatrice d’une application linéaire inversible L est définie
intrinsèquement (alors que comL n’est définie que relativement à une base orthonormée). On
en déduit, toutefois, la formule bien pratique suivante, valable dans toute base orthonormée :

(A.3) Lu× Lv = (comL)(u× v).

Considérons maintenant six vecteurs u1, u2, u3, v1, v2 et v3. Il est facile de montrer que

det(u1,u2,u3) det(v1,v2,v3) = det(ui · vj).

On en déduit que si (ei) est une base orthonormée directe, on a la relation suivantes entre les
symboles de Kronecker et ceux de Levi-Civita

εijkεlmn =

∣∣∣∣∣∣

δil δim δin
δjl δjm δjn
δkl δkm δkn

∣∣∣∣∣∣
.

Par contraction des indices i et l, on en déduit ensuite

(A.4) εijkεimn = δjmδ
k
n − δjnδ

k
m,
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puis

(A.5) εijkεijn = 2δkn,

et enfin

(A.6) εijkεijk = 6.

Lemme A.1. Dans toute base orthonormée directe (ei), on a

[(comA)t]kr =
1

2
εijkεpqrA

p
iA

q
j .

En particulier, pour tout vecteur u, on a

(comA)tu =
1

2
εijk det(Aei, Aej ,u)ek.

Démonstration. On part de la relation

det(Au, Av,w) = det(u,v, (comA)tw), u,v,w ∈ R
3.

En prenant une base orthonormée directe (ei) et en posant u = ei, v = ej et w = er, on tire
alors

εpqrA
p
iA

q
j = εijl[(comA)t]lr, ∀i, j, r.

On contracte ensuite cette dernière relation avec εijk et on obtient, grâce à (A.5) :

εijkεpqrA
p
iA

q
j = εijkεijl[(comA)t]lr

= 2δkl [(comA)t]lr = 2[(comA)t]kr .

La deuxième assertion provient du fait que

det(Aei, Aej ,u) = εpqrA
p
iA

q
ju
r.

�

Annexe B. Dualité, transposée, adjoint

Étant donné un espace vectoriel E (de dimension fini) défini sur un corps K, on définit le
dual de E, noté E⋆ comme l’espace vectoriel des applications linéaires de E dans K. On pourra
remarquer que E et E⋆ ont même dimension. Le crochet de dualité entre E⋆ et E est défini
comme suit :

(α,v) := α(v), α ∈ E⋆,v ∈ E.

C’est une application bilinéaire définie sur E⋆×E. Si on se donne une base (ei) de E, on définit
une base (ei) de E⋆, appelée base duale de (ei) en posant

(ei,ej) = δij .

Remarque B.1. Une remarque fondamentale de l’algèbre linéaire est qu’il n’existe pas d’isomor-
phisme canonique (i.e. indépendant du choix d’une base) entre un espace vectoriel E et son dual
E⋆.

Une application bilinéaire b : E × E → K est dite non-dégénérée si

b(u,v) = 0,∀v ∈ E =⇒ u = 0.

On a le résultat suivant qui montre que tout isomorphisme entre E et son dual E⋆ correspond
à la donnée d’une application bilinéaire non-dégénérée sur E.

Théorème B.2. Tout isomorphisme κ : E → E⋆ est équivalent à la donnée d’une application
bilinéaire b non dégénérée sur E. Inversement, toute application bilinéaire non dégénérée b sur
E définit un isomorphisme entre E et E⋆.
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Démonstration. Soit κ : E → E⋆ un isomorphisme et posons

bκ(u,v) := (κ(u),v).

Alors, bκ est une application bilinéaire définie sur E, qui est de plus non dégénérée si κ est un
isomorphisme. Inversement, si b est une application bilinéaire non dégénérée sur E, alors on
peut vérifier que l’application linéaire

κb : u 7→ b(u, ·), E → E⋆

est un isomorphisme. �

Exemple B.3. Soit (ei) une base de E et

κ : u =
∑

i

uiei 7→
∑

i

uiei, E → E⋆.

Posons b(u,v) := (κ(u),v). Alors, dans la base (ei), on a

b(u,v) =
∑

i

uivi

qui correspond à un produit scalaire sur E.

Étant donnée une application linéaire L ∈ L (E,F ) entre deux espaces vectoriels E et F , on
définit l’application linéaire L⋆ ∈ L (F ⋆, E⋆), appelée adjoint 3 (ou application linéaire duale)
de L entre les duaux respectifs F ⋆ et E⋆ de F et E par la formule

L⋆a := a ◦ L, a ∈ F ⋆.

Remarque B.4. On pourra observer les relations suivantes

(L 1 L 2)
⋆ = L ⋆

2 L ⋆
1, (L−1)⋆ = (L⋆)−1.

Lorsque les espaces vectoriels E et F sont respectivement équipés de produits scalaires, qu’on
notera qE et qF respectivement, alors on définit l’application transposée de L ∈ L (E,F ) par
rapport à ces produits scalaires et notée Lt à partir du diagramme suivant

E⋆ F ⋆
L⋆

oo

E

qE

OO

L // F

Lt

cc

qF

OO

Autrement dit

(B.1) qE L
t = L⋆ qF ,

ou encore Lt = q−1
E L⋆ qF .

Annexe C. Pull-back et push-forward

Le concept fondamental en géométrie différentielle qui permet de passer des variables matérielles
aux variables spatiales (et inversement) sont les opérations pull-back et push-forward. Pour les
fonctions numériques, ces opérations sont définies par

p∗f = f ◦ p (pull-back), p∗F = F ◦ p−1 (push-forward),

où f ∈ C∞(Ω,R) et F ∈ C∞(B,R). Pour les champs de vecteurs, on se concentrera sur le
diagramme suivant

TB
Tp //

π
��

TE

π
��

B

U

BB

p // E

u

\\

3. Notation utilisée par Noll [35].
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afin d’obtenir les définitions naturelles

p∗u = Tp−1 ◦ u ◦ p (pull-back), p∗U = Tp ◦U ◦ p−1 (push-forward).

Ainsi, si u ∈ Vect(Ω), alors p∗u ∈ Vect(B) et réciproquement, si U ∈ Vect(B), alors p∗U ∈
Vect(Ω). Pour les champs de covecteurs, le diagramme suivant

T ⋆B

π
��

T ⋆E

π
��

Tp⋆oo

B

A

AA

p // E

a

]]

où Tp⋆ est l’adjoint de l’application linéaire Tp, nous aide à obtenir les définitions suivantes

p∗a = Tp⋆ ◦ a ◦ p (pull-back), p∗A = (Tp⋆)−1 ◦ A ◦ p−1 (push-forward).

Une fois comprises ces règles du jeu, les opérations pull-back et push-forward s’étendent sans
problème, aux champs de tenseurs contravariants d’ordre plus élevé, aux champs de tenseurs
covariants d’ordre plus élevé, et enfin aux champs de tenseurs mixtes.

Remarque C.1. Il est intéressant de noter que les opérations de pull-back et push-forward sont
inverses l’une de l’autre, i.e. que p∗ = (p∗)

−1 = (p−1)∗.

Dans des systèmes de coordonnées locales, (XI) sur B et (xi) dans E , où on a posé p(X) = x,
l’application linéaire tangente

Tp : TB → TE

est représentée par la matrice carrée F définie par

F iJ =
∂xi

∂XJ
= ∂Jx

i,

et son application linéaire tangente duale

Tp⋆ : T ⋆xE → T ⋆XB,

par

(F⋆)I
j =

∂xj

∂XI
= ∂Ix

j,

avec Ft = q−1F⋆q et F−⋆ := (F⋆)−1 = (F−1)⋆.

Exemple C.2. Pour des champs de vecteurs contravariants W = (W I), w = (wi) , on a

(p∗W)i = FiK(W
K ◦ p−1), (p∗w)I = (F−1)

I
k(w

k ◦ p),

soit, sous forme matricielle,

p∗W = F(W ◦ p−1), p∗w = F−1(w ◦ p).

Exemple C.3. Pour des champ de vecteurs covariants A = (AI), a = (ai), on a

(p∗A)i = (F−⋆)i
K
(AK ◦ p−1), (p∗a)I = (F⋆)I

k(ak ◦ p),

soit, sous forme matricielle,

p∗A = A(F−1 ◦ p−1), p∗a = a(F ◦ p).

Exemple C.4. Pour des champs de tenseurs d’ordre 2 covariants K = (KIJ), k = (kij), on a

(p∗K)ij = (F−⋆)i
K
(F−⋆)j

L
(KKL ◦ p−1), (p∗k)IJ = (F⋆)I

k(F⋆)J
l(kkl ◦ p),

soit, sous forme matricielle,

p∗K = F−⋆K(F−1 ◦ p−1), p∗k = F⋆k(F ◦ p).
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Exemple C.5. Pour des champs de tenseurs d’ordre 2 contravariants θ = (θIJ) et τ = (τ ij),
on a

(p∗θ)
ij = FiKF

j
L(θ

KL ◦ p−1), (p∗τ )IJ = (F−1)Ik(F
−1)J l(τ

kl ◦ p−1),

soit, sous forme matricielle,

p∗θ = Fθ(F⋆ ◦ p−1), p∗τ = F−1τ (F−⋆ ◦ p).

Exemple C.6. Pour des champs de tenseurs d’ordre 2 mixtes M = (M I
J) et m = (mi

j), on a

(p∗M)ij = FiK(F−⋆)j
L
(MK

L ◦ p−1), (p∗m)I J = (F−1)Ik(F
⋆)J

l(mk
l ◦ p

−1),

soit, sous forme matricielle,

p∗M = FM(F−1 ◦ p−1), p∗m = F−1m(F ◦ p).

Plus généralement, pour des champs de tenseurs mixtes quelconques, on a :

(p∗T)
i1···ip

j1···jq
= Fi1K1

· · ·F
ip
Kp

(F−⋆) L1
j1

· · · (F−⋆)
Lq

jq
(T

K1···Kp

L1···Lq
◦ p−1);(C.1)

(p∗t)
I1···Ip

J1···Jq
= (F−1)I1k1 · · · (F

−1)
Ip
kp
(F⋆) l1

J1
· · · (F⋆)

lq
Jq

(t
k1···kp

l1···lq
◦ p);(C.2)

Remarque C.7. Les opérations de push-forward et de pull-back commutent avec la contraction
entre tenseurs covariants et contravariants. On obtient donc en particulier

(p∗A) · (p∗U) = p∗(A ·U), (p∗θ) : (p∗K) = p∗(θ : K), tr(p∗M) = p∗(trM).

Annexe D. Dérivée de Lie

Le groupe des difféomorphismes Diff(M) d’une variété différentielle M agit linéairement sur
tout espace T(M), de champs de tenseurs sur M . Plus précisément, il existe un morphisme de
groupe

ρ : Diff(M) → GL(T(M)), ϕ 7→ ρ(ϕ) = ϕ∗.

Pour des raisons historiques, c’est en général l’action (à droite) ϕ∗ = (ϕ−1)∗ qui est plutôt
considérée. La dérivée de Lie d’un champ de tenseurs t ∈ T(M) correspond à l’action infi-
nitésimale de cette action.

Définition D.1 (Dérivée de Lie). Soit u un champ de vecteurs sur M et ϕ(t) son flot. Soit
t un champ de tenseurs sur M . On définit la dérivée de Lie, L u t, de t par rapport à u par
l’expression

L u t :=
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

ϕ(t)∗t.

Remarque D.2. Lorsque t est un champ de vecteurs v, on a L u v = [u,v], où l’expression [u,v]
désigne le crochet de Lie des champs u et v.

Le fait que la dérivée de Lie corresponde à l’action infinitésimale d’une représentation (à
droite) ρ du groupe des difféomorphismes, c’est à dire que

ρ(ϕ1 ◦ ϕ2) = ρ(ϕ2)ρ(ϕ1),

nous permet de déduire le lemme suivant.

Lemme D.3. Soit u ∈ Vect(M), un champ de vecteurs sur M , ϕ(t) son flot et t ∈ T(M), un
champ de tenseurs sur M . On a :

∂

∂t
ϕ(t)∗t = ϕ(t)∗ L u t.

On a également les résultats suivants.

Lemme D.4. Soit u ∈ Vect(M), un champ de vecteurs sur M , ϕ un difféomorphisme et
t ∈ T(M), un champ de tenseurs sur M . Alors :

ϕ∗ L u t = L ϕ∗u ϕ
∗t.
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Corollaire D.5. Soit u,v ∈ Vect(M), des champs de vecteurs sur M et t ∈ T(M), un champ
de tenseurs sur M . Alors

L [u,v] t = L u L v t− L v L u t.

Remarque D.6. Considérons maintenant un chemin (lisse) quelconque ϕ(t) dans le groupe des
difféomorphismes et introduisons sa vitesse eulerienne

u(t) := ϕt ◦ ϕ
−1,

qui définit un champ de vecteurs dépendant du temps. Alors, la notion de dérivée de Lie s’étend
sans difficulté dans ce cadre et le lemme D.3 demeure valable.

Le résultat suivant étend le lemme D.3 dans le cas où le chemin de difféomorphismes ϕ(t) est
remplacé par un chemin de plongements p(t) : B → E .

Lemme D.7. Soit p(t) un chemin de plongements, u = (∂tp) ◦ p
−1 sa vitesse eulerienne (à

droite) et t un champ de tenseurs défini le long de p(t) (i.e. sur Ωp(t) = p(t)(B) et dépendant
éventuellement du temps). Alors

∂t(p
∗t) = p∗ (∂tt+ L u t) .

Démonstration. Le lemme est vrai pour une fonction, car

∂t(p
∗f) = ∂t(f ◦ p) = (∂tf +∇uf) ◦ p = (∂tf + L u f) ◦ p.

On va maintenant le montrer pour un champ de vecteurs w. Dans une carte locale, on a

(p∗w)(t,X) = F−1(t,X).w(t, p(t,X)),

d’après C.2, d’où l’on tire

∂t(p
∗w) = ∂t(F

−1).(w ◦ p) + F−1.∂t(w ◦ p)

= −(F−1(∂tF)F
−1).(w ◦ p) + F−1.(∂tw +∇uw) ◦ p.

Or (∂tF)F
−1 = (∇u) ◦ p et donc

∂t(p
∗w) = F−1.(−∇wu+ ∂tw +∇uw) ◦ p

= F−1.(∂tw + [u,w]) ◦ p

= p∗(∂tw + L uw).

On montre ensuite le lemme pour un champ de covecteurs α. Soit W un champ de vecteurs
indépendant du temps sur B et w = p∗W. On a

∂t(p
∗α)(W) = ∂t

(
(p∗α)(W)

)
= ∂t

(
(p∗α)(p∗w)

)

= ∂t
(
p∗(α(w))

)
= ∂t

(
(α(w)) ◦ p

)

= p∗
(
∂t(α(w)) + L u(α(w))

)

= p∗
(
(∂tα)(w) + α(∂tw) + (L u α)(w) + α(L uw)

)

= p∗(∂tα+ L u α)(W) + (p∗α)
(
∂t(W)

)

= p∗(∂tα+ L u α)(W).

On montre enfin, et de la même manière, que le résultat est encore vrai pour n’importe quel
champ de tenseurs t, ce qui achève la preuve. �

Annexe E. Dérivées covariantes

Définition E.1 (Dérivée covariante). Une dérivée covariante sur un fibré vectoriel E de base
M est un opérateur linéaire

∇ : Γ(E) → Γ(T ⋆M ⊗ E), s 7→ ∇s,
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entre l’espace Γ(E) des sections de E et celui des sections de T ⋆M⊗E qui vérifie de plus l’identité
de Leibniz

∇(fs) = df ⊗ s+ f ∇s,

pour toute fonction f ∈ C∞(M) et toute section s ∈ Γ(E).

Définition E.2 (Courbure). Étant donnée une dérivée covariante sur un fibré vectoriel E de
base M , on définit un champ de tenseurs covariants d’ordre 2 antisymétrique (une 2-forme) sur
M à valeur dans End(E) en posant :

R(X,Y )s := ∇X∇Y s−∇Y∇Xs−∇[X,Y ]s.

C’est le tenseur de courbure de ∇.

Dans le cas particulier où E = TM est le fibré tangent d’une variété M , on peut définir la
torsion de cette dérivé covariante, par la formule

T (X,Y ) := ∇XY −∇YX − [X,Y ], X, Y ∈ Vect(M),

qui est un champ de tenseurs mixte de type (1, 2). Le tenseur de courbure de ∇ est, quant à lui,
un champ de tenseurs mixte de type (1, 3) qui s’écrit

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, X, Y, Z ∈ Vect(M).

Définition E.3. Une dérivée covariante sur le fibré tangent TM d’une variété M est symétrique
si sa torsion est nulle, c’est à dire si

∇vw −∇wv = [v,w], ∀v,w ∈ Vect(M),

où [v,w] est le crochet de Lie des champs de vecteurs v et w.

Remarque E.4. On peut montrer l’existence sur toute variété différentielle M d’une dérivée
covariante. Toutefois, il existe une infinité de telles dérivées et aucune d’entre elle ne joue un
rôle particulier. En revanche, si une variété M est munie d’une métrique riemannienne g, alors
il existe une unique dérivée covariante symétrique ∇ telle que ∇g = 0 (voir par exemple [18,
Theorem 2.51]), c’est la dérivée covariante riemannienne.

Toute dérivée covariante sur TM induit par la règle de Leibniz une dérivée covariante sur tous
les fibrés tensoriels de M . Le lien entre la dérivée de Lie et une dérivée covariante symétrique
est alors rappelé dans le théorème suivant, dans le cas d’une variété riemannienne (M,g).

Théorème E.5. SoitM une variété différentielle munie d’une dérivée covariante ∇ symétrique.
On a alors les relations suivantes :

(1) Dérivée de Lie d’une fonction f :

L u f = ∇uf = df.u;

(2) Dérivée de Lie d’un champ de vecteurs w = (wi) :

L uw = [u,w] = ∇uw −∇wu;

(3) Dérivée de Lie d’un champ de covecteurs (1-forme) α = (αi) :

L u α = ∇uα+ (∇u)⋆α;

(4) Dérivée de Lie d’un champ de tenseurs covariants d’ordre deux, k = (kij) :

L u k = ∇uk+ (∇u)⋆k+ k(∇u);

(5) Dérivée de Lie d’un champ de tenseurs contravariants d’ordre deux, σ = (σij) :

L u σ = ∇uσ − (∇u)σ − σ(∇u)⋆;
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Afin de définir de manière intrinsèque l’équation des géodésiques d’une variété riemannienne
mais également la dérivée covariante de la vitesse lagrangienne, il est nécessaire d’étendre la
notion de dérivée covariante pour les champs de vecteurs (et plus généralement les champs de
tenseurs) qui ne sont définis que le long d’une application f : K → M , entre deux variétés K
et M . La formulation rigoureuse d’une telle définition nécessite d’abord d’introduire la notion
depull-back d’un fibré vectoriel [23].

Définition E.6. Soit π : E → M un fibré vectoriel et soit f : K → M , une application lisse.
Alors l’ensemble

f∗E :=
⊔

k∈K

Ef(k) ⊂ E

est un fibré vectoriel au dessus de K, dénommé pull-back par f du fibré vectoriel E. Une section
de ce fibré est donc une application s : K → E, telle que π(s(k)) = f(k).

Exemple E.7. Un champ de vecteurs défini le long d’une courbe c : I → M est une courbe
X : I → TM , telle que X(t) ∈ Tc(t)M , pour tout t ∈ I.

Définition E.8. Soit π : E → M un fibré vectoriel, muni d’une dérivée covariante ∇ et soit
f : K → M , une application lisse. Alors, il existe une unique dérivée covariante, noté f∗∇, sur
f∗E et appelée le pull-back de ∇ telle que

(f∗∇)X(f ◦ s) = f∗ (∇Tf.Xs)

pour toute section s de E et tout champ de vecteur X sur K.

Exemple E.9. Considérons le cas où K = B, M = E , E = TE est le fibré tangent de E et

f = p : B → E ,

est un plongement de B dans E . Considérons un système de coordonnées locales (XI) sur B et
un système de coordonnées locales (xi) sur E , dans laquelle les symboles de Christoffel s’écrivent
Γkij. Soit V une section de p∗TE , c’est à dire une application

V : B → TE , telle que π(V (X)) = p(X),

alors, on a

[(p∗∇)∂
XI
V ]k = ∂XIV k + Γkij

∂pi

∂XI

V j .

Exemple E.10. Soit (M,γ) une variété riemannienne et ∇ la dérivée covariante associée. Soit
c : I →M une courbe. Alors, le pull-back de ∇ par c, souvent notée Dt est définie sur l’espace
vectoriel des champs de vecteurs définis le long de c. Elle est caractérisée par les propriétés
suivantes :

(1) pour toute fonction f : I → R,

Dt(fX)(t) = f ′(t)X(t) + f(t)Dt(X)(t);

(2) Si X(t) = X̃(c(t)) où X̃ est un champ de vecteurs sur M , alors

(DtX)(t) = (∇c′(t)X̃)((t)).

Dans un système de coordonnées locale (xi) de M , on a :

(DtX)k = Ẋk + Γkijẋ
iXj .

Remarque E.11. Dans le cas d’une dérivée covariante définie sur les champs de vecteurs définis
le long d’une nappe paramétrée c(s, t), la courbure est définie par

R(∂s, ∂t)X =
D

Ds

D

Dt
X −

D

Dt

D

Ds
X.
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Annexe F. Formes différentielles extérieures

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Une forme alternée sur E est un tenseur covariant
ω sur E d’ordre k qui satisfait

ω(vσ(1), . . . ,vσ(k)) = ǫ(σ)ω(v1, . . . ,vk),

pour toute permutation σ de {1, 2, · · · , k}, ǫ(σ) désignant la signature de σ et v1, . . . ,vk, des
vecteurs de E. En composantes, cela signifie que ωi1...ik change de signe, dés qu’on permute

deux indices. L’espace des k-formes alternées sur E est noté
∧k E∗. On pourra remarquer que∧k E∗ = {0} si k ≥ n et que

dim
k∧
E∗ =

(
n

k

)
.

Définition F.1 (Formes différentielles extérieures). Une forme différentielle extérieure de degré

k sur une variété M est une section lisse du fibré
∧k T ∗M , autrement dit un champ de k-formes

alternées sur M . On dénotera cet espace de sections Γ(
∧k T ∗M) par Ωk(M).

En coordonnées locales, une forme différentielles α de degré k sur une variété M de dimension
n s’écrit :

α =
∑

1≤i1<···<ik≤n

αi1···ik dx
i1 ∧ · · · ∧ dxik

où (dxi) est la base duale de la base (∂xi) de TxM et

dxi1 ∧ · · · ∧ dxik :=
∑

σ∈Sk

ǫ(σ)dxσ(i1) ⊗ dxσ(i2) · · · ⊗ dxσ(ik).

Remarque F.2. Une forme différentielle de degré 0 est simplement une fonction sur M .

Définition F.3 (Produit extérieur). Le produit extérieur

Ωp(M)× Ωq(M) → Ωp+q(M), (α, β) 7→ α ∧ β,

correspond au produit tensoriel alterné 4, définit par

(α ∧ β)x(ξ1, . . . , ξp+q) :=
1

p! q!

∑

σ∈Sp+q

ǫ(σ)α(ξσ(1), . . . , ξσ(p))β(ξσ(p+1), . . . , ξσ(p+q)),

où ǫ(σ) désigne la signature de la permutation σ et ξ1, . . . , ξp+q ∈ TxM , définition que l’on peut
encore écrire

α ∧ β = (α⊗ β)a,

(·)a signifiant l’anti-symétrisation.

Exemple F.4. Si α, β ∈ Ω1(M) alors

(α ∧ β)x(ξ1, ξ2) = αx(ξ1)βx(ξ2)− αx(ξ2)βx(ξ1),

où ξ1, ξ2 ∈ TxM .

Lemme F.5. Soient α ∈ Ωp(M) et β ∈ Ωq(M) alors :

α ∧ β = (−1)pqβ ∧ α.

Lemme F.6. Soient φ un difféomorphisme et X un champ de vecteurs. Alors on a

φ∗(α ∧ β) = φ∗α ∧ φ∗β, et LX(α ∧ β) = LXα ∧ β + α ∧ LXβ.

Le produit intérieur d’un champ de vecteur X et d’une forme différentielle α est obtenu par
contraction.

4. Le facteur de normalisation 1
p! q!

n’est pas universel et dépend des auteurs.



46 B. KOLEV AND R. DESMORAT

Définition F.7 (Produit intérieur). Étant donné un champ de vecteur X sur une variété M ,
on définit l’opérateur linéaire

iX : Ωp(M) → Ωp−1(M)

défini par :

(iXα)x(ξ1, . . . , ξp−1) := αx(Xx, ξ1, . . . , ξp−1),

pour tout ξ1, . . . , ξp−1 ∈ TxM . Si p = 0 (i.e. si α est une fonction), alors iXα = 0.

Lemme F.8. Soient α ∈ Ωp(M) et β ∈ Ωq(M) alors :

iX(α ∧ β) = iXα ∧ β + (−1)pα ∧ iXβ

Lemme F.9. Soient φ un difféomorphisme et X,Y des champs de vecteurs. Alors on a :

φ∗(iXα) = iφ∗X φ
∗α, et LY (iXα) = iLY X α+ iX(LY α).

Définition F.10 (Différentielle extérieure). La différentielle extérieure

d : Ωp(M) → Ωp+1(M)

étend la différentielle d’une fonction aux formes différentielles extérieures. Elle est définie récursivement
par la formule de Cartan

(F.1) LX = d ◦ iX + iX ◦ d.

où X ∈ Vect(M) est un champ de vecteurs.

Exemple F.11. Si p = 0, alors f ∈ Ω0(M) est une fonction lisse sur M . Dans ce cas, on a
iXf = 0 et on obtient :

df(X) = (iX ◦ d)f = LXf

qui correspond bien à la définition de la différentielle de la fonction f . En coordonnées locales

(df)i = ∂if.

Exemple F.12. Si p = 1, α ∈ Ω1(M) et X,Y ∈ Vect(M), alors iXα = α(X) est une fonction.
La formule de Leibnitz nous donne :

LX(α(Y )) = (LXα)(Y ) + α(LXY ),

et on obtient :

dα(X,Y ) = LX(α(Y ))− LY (α(X)) − α([X,Y ]).

En coordonnées locales, si α =
∑n

i=1 αi dx
i, on a

(dα)ij = ∂iαj − ∂jαi.

Exemple F.13. Si p = 2, α ∈ Ω2(M) et X,Y,Z ∈ Vect(M), on obtient :

dα(X,Y,Z) = LX(α(Y,Z)) + LY (α(Z,X)) + LZ(α(X,Y ))

+ α(X, [Y,Z]) + α(Y, [Z,X]) + α(Z, [X,Y ]).

En coordonnées locales, si α =
∑

1≤i<j≤n αij dx
i ∧ dxj on a

(dα)ijk = ∂iαjk − ∂jαik + ∂kαij .

Proposition F.14. La différentielle extérieure possède les propriétés suivantes :

(1) d ◦ d = 0 ;

(2) LX ◦ d = d ◦ LX ;

(3) d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ, pour tout α ∈ Ωp(M) et β ∈ Ωq(M) ;

(4) f∗ ◦ d = d ◦ f∗, pour tout f ∈ C∞(M,N).

Définition F.15. Une forme différentielle α ∈ Ωk(M) est dite fermée si dα = 0. Elle est dite
exacte si elle s’écrit dβ avec β ∈ Ωk−1(M).
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Comme d ◦ d = 0, toute forme exacte est fermée. Une condition nécessaire pour être exacte
est donc d’être fermée, c’est ce qu’on appelle une condition de compatibilité. Le résultat suivant,
du à H. Poincaré entrâıne que toute forme fermée est localement exacte.

Lemme F.16 (Lemme de Poincaré). Soit α ∈ Ωk(Rn) (1 ≤ k ≤ n). Si dα = 0, alors il existe
β ∈ Ωk−1(Rn) tel que α = dβ.

Remarque F.17. Une primitive β d’une forme différentielle fermée α définie sur Rn, assurée par
le lemme de Poincaré, est de plus définie de manière explicite. En effet, soit φt(x) = etx le flot
du champ de vecteur radial X(x) = x. En posant

Kα =

∫ 0

−∞

(φt)∗iXα dt,

on obtient, en utilisant la formule de Cartan (F.1)

dKα =

∫ 0

−∞

(φt)∗LXα dt =

∫ 0

−∞

d

dt
((φt)∗α) dt = α

et donc β := Kα est une primitive de α. Dans le cas où la forme α n’est pas fermée on a

(F.2) dKα = α−

∫ 0

−∞

(φt)∗iXdα dt

Annexe G. Formes volumes, éléments d’aire

La notion de forme volume généralise aux variétés la notion de déterminant de n vecteurs dans
un espace vectoriel E de dimension n. De façon euristique, une forme volume est un ≪ champ
de déterminants ≫.

Définition G.1. Une forme volume sur une variétéM de dimension n est un forme différentielle
de degré n qui ne s’annule en aucun point.

Remarque G.2. Une variété M qui possède une forme volume est nécessairement orientable, c’est
à dire qu’il existe un atlas sur M dont les changements de cartes sont à Jacobien positif [18,
Section 1.G]. Si M est connexe, il y a deux orientations possibles définies de la façon suivante.
Soient ω et ω′ deux formes volumes sur M , il existe alors une fonction f ∈ C∞(M) qui ne
s’annule pas telle que ω′ = fω. Il y a donc deux possibilités (puisque M est connexe) soit f
est strictement positive, soit f est strictement négative. On dit que ω et ω′ définissent la même
orientation si f > 0. C’est une relation d’équivalence. Le choix d’une orientation sur M revient
à choisir une de ces deux classes d’équivalence.

Théorème G.3. Soit (M,g) une variété riemannienne orientable. Il existe alors une unique
forme volume ω sur M (qu’on note volg et qu’on désigne comme le volume riemannien) telle
que

ωm(e1, . . . , en) = 1,

pour toute base orthonormée directe de TmM et pour tout point m ∈ M . Dans un système de
coordonnées locales (xi) de M , cette forme volume s’écrit

(G.1) volg =
√

det gij dx
1 ∧ · · · ∧ dxn.

Remarque G.4. La notion de volume riemannien permet de définir le produit vectoriel de manière
intrinsèque sur n’importe quelle variété riemannienne orientable (M,g) de dimension 3. En effet,
en dimension 3, l’opérateur de Hodge

∗ : TmM → Λ2(T ∗
mM), ξ 7→ iξ volg

est un isomorphisme. On définit alors le produit vectoriel sur TmM en posant

ia×b volg := a♭ ∧ b♭, a, b ∈ TmM.
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Théorème G.5 (Variation du volume riemannien). Soit (M,g) une variété riemannienne et
considérons une variation δg de la métrique g, représentée par un chemin de métriques rieman-
niennes g(s) telle que g(0) = g et ġ(0) = δg. Alors

δvolg =
1

2
tr(g−1δg) volg.

Démonstration. On va démontrer le théorème en utilisant des coordonnées locales (xi). On a
donc d’après (G.1)

volg(s) =
√

det gij(s) dx
1 ∧ · · · ∧ dxn.

En dérivant cette expression par rapport à s en 0, on trouve

d

ds

∣∣∣∣
s=0

volg(s) =

(
d
√

det gij(s)

ds

)

s=0

dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=
1

2
√

det gij

(
ddet gij(s)

ds

)

s=0

dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=
1

2
√

det gij

(
det gij tr(g

−1δg)
)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=
1

2
tr(g−1δg) volg.

�

Considérons maintenant une variété à bord M orientable. Soit ω une forme volume sur M
et x ∈ ∂M . Dans une carte locale au voisinage de x, on peut considérer la forme inω où n est
un vecteur avec une composante x1 strictement positive. La classe de cette forme volume définit
l’orientation induite sur ∂M , dite convention de la normale sortante. Par exemple, considérons
le prototype d’une variété à bord, ] − ∞, 0] × R

n−1 muni de l’orientation définie par la forme
volume dx1 ∧ · · · ∧ dxn. Alors l’orientation induite sur le bord R

n−1 de ] − ∞, 0] × R
n−1 est

représentée par la forme volume dx2 ∧ · · · ∧ dxn.

Exemple G.6 (Element d’aire). Considérons une sous-variété à bord Ω dans l’espace affine
euclidien (E ,q). Sur cette variété, la restriction à Ω du volume riemannien, noté volq définit une
forme volume. Soit n la normale unitaire sortante sur le bord ∂Ω. Alors la 2-forme involq est une
≪ forme volume ≫ sur la surface ∂Ω qu’on appelle habituellement élément d’aire sur la surface
∂Ω. De plus, involq, qu’on notera ds, correspond au volume riemannien sur cette surface.

Théorème G.7. Soient Σ0 et Σ deux surface orientées de l’espace affine euclidien (E ,q) et ϕ,
un difféomorphisme de Σ0 sur Σ. Soit X un champ de vecteur de E défini sur Σ (qui n’est pas
nécessairement tangent à Σ). En notant Fϕ = Tϕ, Jϕ = detFϕ et par com(Fϕ) la comatrice de
Fϕ, on a

ϕ∗
(
(X · n) ds

)
= com(Fϕ)

t(X ◦ ϕ) · n0 ds0 = JϕFϕ
−1(X ◦ ϕ) · n0 ds0.

Remarque G.8. Cette égalité est connue en mécanique sous la forme condensée dite de Nan-
son [34], souvent écrite

n ds = JϕF
−t
ϕ n0 ds0.

Démonstration. Pour commencer, rappelons que la comatrice com(Fϕ) est définie par

com(Fϕ) := det(Fϕ)(Fϕ
−1)t.

Ceci étant, on notera que, pour tous champs de vecteurs u, v tangents à Σ, on a
(
(X · n) ds

)
(u,v) = (X · n) det(n,u,v) = det(X,u,v) =

(
iX volq

)
(u,v).

On a donc

ϕ∗
(
(X · n) ds

)
= ϕ∗

(
iX volq

)
= iϕ∗X ϕ

∗volq = det(Fϕ) iϕ∗X volq.
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Mais

iϕ∗X volq = (ϕ∗X · n0) ds0, et ϕ∗X = Fϕ
−1(X ◦ ϕ) =

1

det(Fϕ)
(com(Fϕ))

t(X ◦ ϕ),

d’où
ϕ∗
(
(X · n) ds

)
= com(Fϕ)

t(X ◦ ϕ) · n0 ds0 = JϕFϕ
−1(X ◦ ϕ) · n0 ds0.

�

Annexe H. Analyse vectorielle

Il existe deux notions de divergence sur une variété M ; la première nécessite l’existence
d’une forme volume sur M et ne s’applique qu’aux champs de vecteurs, la deuxième nécessite
l’existence d’une dérivée covariante sur M et s’étend aux champs de tenseurs contravariants.

Définition H.1 (Divergence). (1) Soit X un champ de vecteurs sur une variété M , munie
d’une d’une forme volume µ. Alors, on définit la divergence de X par la relation

divµX :=
d iXµ

µ
=

LXµ

µ
.

(2) Soit X un champ de vecteurs sur une variété M , munie d’une dérivée covariante ∇. Alors,
on définit la divergence de X comme la trace du tenseur mixte ∇X, autrement dit

div∇X := tr(∇X).

Remarque H.2. On a divµX = div∇X, pour tout X ∈ Vect(M), si et seulement si la forme
volume µ est parallèle, c’est à dire si ∇µ = 0. Ceci a lieu si (M,g) est une variété riemannienne,
µ = volg est le volume riemannien et ∇ est la connexion riemannienne.

La seconde définition s’étend à tout champ de tenseurs contravariants T, par contraction des
deux premiers indices du champ de tenseurs mixtes ∇T.

Exemple H.3. Soit σ un champ de tenseurs contravariants d’ordre 2. Alors, dans tout système
de coordonnées locales, on a

(div∇ σ)j := (∇∂kσ)
kj .

Soit Z un champ de covecteurs sur M , on définit alors l’opérateurs différentiel D en posant

DZ(A,B) =
1

2
((∇AZ)(B) + (∇BZ)(A))

soit, en coordonnées locales

(DZ)ij :=
1

2

(
∂iZj + ∂jZi − ΓkijZk − ΓkjiZk

)
.

Lemme H.4. Si (M,g) est une variété riemannienne et ∇ désigne sa connexion canonique,
alors

LX g = 2DX♭,

pour tout champ de vecteurs X sur M .

Lemme H.5. SoitM une variété munie d’une dérivée covariante symétrique ∇. Soit σ = (σij),
un champ de tenseurs contravariants symétriques d’ordre 2 et Z = (Zi), un champ de tenseurs
covariants. On a

div∇(σ · Z) = div∇(σ) · Z + σ :DZ.

Remarque H.6 (Divergence du premier tenseur de Piola-Kirchoff). La notion de pullback d’une
dérivée covariante (voir définition E.8) permet de donner un sens rigoureux (et intrinsèque) à
la divergence du premier tenseur de Piola-Kirchoff P. En effet, celui-ci apparâıt comme une
section du fibré p∗TΩp

⊗
TΩ0 au dessus de Ω0, où p∗TΩp est le fibré pullback de TΩp par p

(voir définition E.6). On en déduit alors d’abord une dérivée covariante pullback p∗∇ sur p∗TΩp
à partir de la dérivée covariante induite sur TΩp par celle de TE (voir définition E.8), puis par
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la règle de Leibniz, une dérivée covariante sur p∗TΩp
⊗
TΩ0. Dans un système de coordonnées

locales, cette dérivée covariante a pour composantes

(∇P)iJK ,

ce qui permet de définir sa divergence de manière intrinsèque par

(divP)i := (∇P)iKK .

Définition H.7 (Rotationnel). Soit (M,g) une variété riemannienne orientable de dimension
3. On peut alors définir le rotationnel d’un champ de vecteur X sur M de manière intrinsèque
en posant

irotX := dX♭, X ∈ Vect(M).

Lemme H.8. Soit (M,g) une variété riemannienne orientable de dimension 3. Alors

rot(X × Y ) = (div Y )X − (divX)Y − [X,Y ],

pour tout champs de vecteurs X, Y .

Démonstration. On a (X × Y )♭ = iY iX volg d’où l’on tire, grâce à la formule de Cartan

irot(X×Y ) volg = d(X × Y )♭

= diY iX volg

= LY iX volg − iY diX volg

= iLY X volg + iX LY volg − iY LXvolg

= i[Y,X] volg + iX(div Y )volg − iY (divX)volg

= i(div Y )X−(divX)Y−[X,Y ] volg.

�

Annexe I. Intégration d’une forme différentielle

Le but de cette section est d’expliquer comment on intègre une forme différentielle de degré n
à support compact sur une variété de dimension n. L’ingrédient essentiel dans cette construction
repose sur la formule du changement de variable dans Rn :

∫

Rn

f(x) dx =

∫

Rn

f(ϕ(x))Jϕ(x) dx,

pour toute fonction f à support compact et tout difféomorphisme ϕ où Jϕ désigne son Jacobien.
Soit M une variété orientable de dimension n. Il existe alors un atlas formé par des cartes

(Uα, φα) telles que les changements de cartes ont des Jacobiens positifs. Commençons par
considérer une forme différentielle ω de degré n sur M et dont le support est inclus dans une
carte locale (Uα, φα) de cet atlas. On peut alors considérer le pullback

ωα := (φ−1
α )∗ω = fα dx

1 ∧ · · · ∧ dxn,

qui est une forme différentielle sur R
n et où fα : Rn → R est une fonction à support compact

contenu dans l’ouvert φ(U). On peut donc considérer l’intégrale (au sens de Riemann ou de
Lebesgue) ∫

Rn

fα(x)dx,

qui est une quantité finie. Si maintenant (Uβ, φβ) est une autre carte contenant le support de ω
et telle que le changement de carte

φαβ := φβ ◦ φ
−1
α : φα(Uα ∩ Uβ) → φβ(Uα ∩ Uβ).

ait un Jacobien positif, alors y = φαβ(x) et

ωα =
[
(φ−1
α )∗ ◦ (φβ)

∗
]
ωβ = φ∗αβ ωβ,
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soit

fα(x) dx
1 ∧ · · · ∧ dxn = (fβ(φαβ)(x))J(φαβ) dx

1 ∧ · · · ∧ dxn.

On a donc ∫

Rn

fα(x) dx =

∫

Rn

fβ(φαβ(x))J(φαβ)dx =

∫

Rn

fβ(x) dx,

en vertu de la formule de changement de variables dans les intégrales. On peut donc définir sans
ambigüıté ∫

M
ω :=

∫

Rn

(φ−1
α )∗ω

puisque cette quantité est indépendante de la carte (Uα, φα) choisie. On remarquera au passage
que l’application

ω 7→

∫

M
ω,

est une application linéaire.
Pour définir l’intégrale d’une forme ω à support compact qui n’est pas contenu dans une carte,

on utilise une partition de l’unité (voir [18, Chapitre 1, Appendice H] pour plus de détails), c’est
à dire une famille de fonctions lisses à support compact ρα, définies sur M et telles que :

(1) Pour tout x ∈M , ρα(x) ≥ 0 ;

(2) chaque ρα à son support dans Uα ;

(3) Pour chaque x ∈M , il existe seulement un nombre fini de valeur α telles que ρα(x) 6= 0 ;

(4)
∑

α ρα(x) = 1 (il s’agit d’une somme finie de termes non nuls).

On note alors que le support de ραω est contenu dans une carte et on peut donc définir :

∫

M
ω :=

∫

M

(
∑

α

ρα

)
ω =

∑

α

∫

Rn

ραω

qui est une somme finie puisque ω est à support compact.
On en déduit le théorème suivant.

Théorème I.1 (Formule du changement de variable). Soit p un plongement de B dans E et
ω ∈ Ω3(p(B)), alors : ∫

p(B)
ω =

∫

B
p∗ω.

Le théorème suivant est fondamental dans la théorie de l’intégration des formes différentielles.
Il généralise le théorème fondamental de l’intégration qui stipule que :

∫ b

a
f ′(x) dx = f(b)− f(a),

si f est une fonction C∞ sur l’intervalle [a, b].

Théorème I.2 (Théorème de Stokes). Soit M une variété différentielle orientée de dimension
n, et ω une (n− 1)-forme différentielle à support compact sur M de classe C∞. Alors, on a :

∫

M
dω =

∫

∂M
i∗ω

où d désigne la dérivée extérieure, ∂M le bord de M (éventuellement vide), muni de l’orientation
sortante, et i : ∂M →M est l’injection canonique.

Il est intéressant de noter que toutes les formules intégrales issues de l’analyse vectorielle
classique dans Rn sont des cas particuliers de cette formule générale.
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Exemple I.3 (Formule de Green–Ostrogradski). Considérons le cas particulier où Ω est un
domaine compact de l’espace euclidien R

3, bordé par une surface lisse Σ = ∂Ω. Soit X un
champ de vecteur lisse sur R3 et volq := dx ∧ dy ∧ dz la forme volume canonique sur R3. Alors
on a :

d iXvolq = div(X)volq.

Dans un système de coordonnée locales (u, v), la surface Σ est représentée localement par :

f : (u, v) 7→ (x(u, v), y(u, v), z(u, v)).

La normale unitaire sortante n en un point de Σ s’écrit alors :

n =
1

H
∂uf × ∂vf, (produit vectoriel)

où H = ‖∂uf × ∂vf‖ et l’élément d’aire sur Σ est donné par :

ds = Hdu ∧ dv.

On trouve alors

j∗(iXvolq) = det(X, ∂uf, ∂vf)du ∧ dv = (X · n)ds,

où j : Σ → R
3 est l’inclusion canonique. La formule de Stokes s’écrit alors :

(I.1)

∫∫

Σ
(X · n) ds =

∫∫∫

Ω
div(X) volq.

C’est la formule de Green–Ostrogradski (qui est encore valable en dimension n).

Exemple I.4 (Formule de Stokes–Ampère). Soit Σ une surface orientée de l’espace euclidien
R
3 bordée par une courbe fermée C munie de l’orientation induite. Soit X un champ de vecteur

lisse sur R3 et volq := dx ∧ dy ∧ dz, la forme volume canonique sur R3. Considérons la 1-forme
α sur R3 définie par :

α := X1dx+X2dy +X3dz.

Alors la 2-forme dα s’écrit :

dα =

(
∂X3

∂y
−
∂X2

∂z

)
dy ∧ dz −

(
∂X1

∂z
−
∂X3

∂x

)
dx ∧ dz +

(
∂X2

∂x
−
∂X1

∂y

)
dx ∧ dy,

autrement dit

dα = irotXvolq.

Comme nous l’avons vu précédemment, si j : Σ → R
3 est l’inclusion canonique, la restriction de

la forme dα à Σ s’écrit :

j∗(dα) = j∗(irotXvolq) = (rotX · n)ds,

où n est la normale unitaire et ds l’élément d’aire. Considérons alors l’inclusion canonique
i : C → Σ, désignons par τ la tangente unitaire orientée à C et dl l’élément de longueur (qui
est une forme volume sur C). Alors on a :

i∗j∗α = (X · τ ) dl

et la formule de Stokes nous donne :

(I.2)

∫

C
(X · τ ) dl =

∫

C
i∗j∗(α) =

∫

Σ
dj∗(α) =

∫

Σ
j∗(dα) =

∫

Σ
(rotX · n)ds

C’est la formule de Stokes–Ampère.
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[27] H. P. Künzle. Galilei and Lorentz structures on space-time : comparison of the corresponding geometry and
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