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Points rationnels dans leur fibre:
compléments a un théoreme de Poonen

Laurent Moret—Bailly*Ti

Abstract

Let k be a field and let f : X — Y be a surjective morphism of k-varieties
with dimY = d > 1. Improving on results of Poonen, we prove that there
are subvarieties X’ € X and Y’ = f(X’) C Y, of dimension d — 1, such that
the induced morphism f’ : X’ — Y’ is purely inseparable. If f is smooth, f’
can be taken to be an isomorphism, with Y’ smooth if Y is. If X is smooth,
there is a closed point x € X having the same residue field k" as f(x), with &’
separable over k. We also prove arithmetic analogues.

Résumé

Soient k£ un corps et f : X — Y un morphisme surjectif de k-variétés, avec
dimY = d > 1. On précise des résultats de Poonen en montrant qu’il existe
des sous-variétés X' C X et Y/ = f(X') C Y, de dimension d — 1, telles que
le morphisme induit f/ : X’ — Y’ soit radiciel. Si f est lisse, on peut exiger
que f’ soit un isomorphisme, avec Y lisse si Y l'est. Si X est lisse, il existe
un point fermé z de X ayant le méme corps résiduel k' que f(z), k' étant de
plus séparable sur k. Enfin, on donne des analogues arithmétiques.

Classification AMS : 14 A15, 14 D99.

1 Le cas des variétés sur un corps

Une wvariété sur un corps k est par définition un k-schéma de type fini. Si x est un
point d’un schéma X, on note x(x) le corps résiduel de z.

Théoréme 1.1. Soient k un corps et f : X — Y un morphisme surjectif de k-
variétés intégres, avec dim(Y) > 1.
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(1) Il existe un diagramme commutatif de k-variétés

2

X <ty X

Y

Y Y
avec les propriétés suivantes :
(i) i et j sont des immersions localement fermées ;
(il) X' et Y’ sont intégres et Y' est de codimension 1 dans Y ;
(i) f’ est surjectif et radiciel.
(2) Si f est lisse, on peut imposer de plus la condition
(iv) f’ est un isomorphisme.

(3) Si f estlisse et'Y lisse sur k, on peut imposer (outre les précédentes) la condi-
tion
(v) Y’ (et donc X') est lisse sur k.

(4) Si X est lisse sur k, il admet un point fermé x tel que k(z) = k(f(x)) et que
Uextension finie k(x)/k soit séparable.

En choisissant, danset un point fermé de X', on retrouve I’énoncé suivant,
da a Poonen :

Corollaire 1.2. [P, Theorem 1| Sous les hypothéses du théoréme il existe un
point fermé x de X tel que lextension k(x)/k(f(x)) soit radicielle. Si de plus f est
lisse, on peut choisir x tel que k(x) = k(f(x)).

(Dans [P], les hypothéses sont légérement différentes mais I’énoncé est clairement
équivalent ; d’autre part la deuxiéme assertion ne figure pas dans 1’énoncé, mais elle
est signalée dans une remarque suivant la preuve).

Le reste du §1] est consacré a la démonstration du théoréme|[L.1] Les parties|(1)]et
peuvent d’ailleurs se déduire facilement du corollaire par un simple argument
de fibration (voir . En revanche, pour obtenir les compléments de et , il
faut revenir sur la démonstration dans le cas ot dim(Y) = 1; la méthode s’inspire
de celle de Poonen. Pour plus de clarté, on donnera ici une preuve compléte du
théoreme [1.1 méme dans les cas ot un renvoi a [P] aurait permis d’abréger un peu
la rédaction.

1.3 Le cas ou dim(Y) =1

Dans toute cette section, on suppose Y de dimension 1. On peut toujours remplacer
X et Y par des ouverts denses ; nous le ferons a plusieurs reprises sans commentaire.
En particulier, nous supposerons X et Y affines. On peut aussi remplacer X par une
courbe irréductible de X, dominant Y, lisse si X l'est, et étale sur Y si f est lisse.
Ainsi nous pouvons supposer, en préservant les hypothéses dans chaque cas, que X
et Y sont des courbes affines.



1.3.1 Preuve de et

Sous les hypotheses de X est lisse sur k et la conclusion de se réduit a celle
de . Ainsi, il suffit de prouver .

On suppose donc X lisse, et I'on fixe un k-morphisme surjectif 7 : Y — U ou U
est un ouvert de Aj. Il suffit de démontrer le résultat avec f remplacé par wo f. On
supposera donc que Y est un ouvert de A} = Spec (k[t]).

Le corps de fonctions K := k(X) est une extension séparable de k, de degré
de transcendance 1; en particulier le degré d’imperfection de K sur k est égal a 1
(en d’autres termes, [K : kK?] = p); a fortiori, le degré d’imperfection de K sur
kE(Y) est < 1. Par suite (voir [B, V, §13, exercice 3| ou [W], §40]) 'extension finie
k(X)/k(Y) est engendrée par un élément ¢, que 'on peut choisir entier sur k[t].
Ainsi nous pouvons supposer que :
~ Y = Spec (R) C A}, avec R = k[t][¢"!], ot q € k[t] n’est pas constant ;

—~ X = Spec(R[z]/(P)) € A = Spec (k[t, z]), ou P € k[t,z] est irréductible et
unitaire en z, et f : X — Y est induit par la premiére projection p : A2 — Al ; le
générateur ( choisi est la classe de z.

On cherche un point fermé = de X ayant méme corps résiduel k' que sa projection
sur Y, k' étant de plus séparable sur k. Pour garantir la premiére condition, il suffit
que z appartienne au graphe I'y C A? d’un k-morphisme b : Y — A}. On cherche
donc b € R tel que T, N X # (; cette condition équivaut a dire que P(t,b) n'est
pas inversible dans R. Quant a la séparabilité, elle est automatique si k est parfait ;
sinon, elle est satisfaite si l'intersection de I', avec X est transverse. Distinguons
deux cas :

Cas 1 : k est infini. Alors il existe une droite D C A7 d’équation z = Mt +pu (A, p € k)
qui coupe X transversalement en au moins un point. En effet, les droites ayant cette
propriété forment un ouvert U du plan des (A, p); on a U # () car X est lisse, donc
U(k) # () puisque k est infini.

Cas 2 : k est parfait. Ecrivons P(t,2) = 2™ + Y7 @p_i(t) 2™ Si ap = 0, on a
P = z (car P est irréductible) et f est un isomorphisme; on suppose donc ag # 0.
Prenons b = ¢~V (N entier > 0)f]. Alors on a

P(t,b) = ¢ ™ () [1+ ¢V (t) amr (t) + - + "™ () ao(t)] -

Le polyndéme entre crochets est premier avec ¢, et non constant pour N > 0 puisque
ag # 0 et que g n’est pas constant. Donc P(t,b) ¢ R*, ce qui achéve de démontrer

(4)

1.3.2 Preuve de et

L’assertion est conséquence de :si f est lisse (donc étale, vu nos hypotheéses),
alors pour tout point x de X l'extension x(x)/k(f(z)) est séparable, donc triviale
si elle est radicielle. I reste a montrer (1)}

!Cette méthode remplace argument de comptage utilisé dans [P].



Choisissons enore un morphisme surjectif 7 : Y — U ou U est un ouvert de A}.
11 suffit de prouver pour mo f : X — U ; on suppose donc que Y est lisse et que

f se décompose en X % X, Py on fo est étale et g radiciel. Appliquant a fo,
on trouve un point fermé xy de Xy tel que r(zg) = K(fo(xo)). Si  est I'unique point
de X au-dessus de xg, k() est une extension radicielle de k(z¢) = k(f(z)), ce qui

prouve .

1.4 Le cas général

Commencons par établir ’assertion de . Si X est lisse, il existe une courbe
lisse irréductible C' C X telle que f(C') soit une courbe dans Y. Il suffit d’appliquer
le cas de dimension 1 au morphisme induit C' — f(C).

Montrons , et . Nous pouvons supposer que dim(Y) = d > 1, et qu’il
existe un k-morphisme dominant p : Y — Azfl, lisse si Y est lisse sur k. Soit K le
corps des fonctions rationnelles de A%*. Le changement de base Spec (K) — A¢™*
donne un K-morphisme fx : Xx — Yx vérifiant encore les hypothéses du théoréme
1.1| (avec fx lisse si f lest, et Y lisse sur K si Y est lisse sur k) et avec dim(Yx) = 1.
Le résultat du fournit des points fermés xx € Xy et yx = f(xx) € Yi. Il suffit
alors de prendre pour X’ et Y’ des ouverts convenables des adhérences respectives
de i et yx dans X et Y ; on laisse les détails au lecteur, qui observera notamment
que si k(yx) est une extension séparable de K, c’est aussi une extension séparable
de k de sorte que 'adhérence de yx est génériquement lisse sur k.

2 Le cas arithmétique

Soit f : X — Y un morphisme surjectif de Z-schémas intégres de type fini, avec
dim(Y) > 1. D’aprés [P, Theorem 4|, il existe un point fermé = de X tel que
k(z) = k(f(z)); il est donc naturel de généraliser de ce résultat dans I'esprit du
théoréme [L11

Le cas ou Y est un Fj,-schéma, pour p premier, reléve du théoreme , avec
k = IF,. Sinon, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 2.1. Soit f : X — Y un morphisme surjectif de Z-schémas intégres de
type fini, ou'Y domine Spec (Z). 1l existe un diagramme commutatif

X
e
V' < Ly

avec les propriétés suivantes :

(i) @ et j sont des immersions localement fermées ;
(i) Y’ est integre et j(Y') est de codimension 1 dans Y ;
(iii) st dim(Y) > 2, alors Y’ est lisse sur Z.

4



Preuve. Si dim(Y) = 1, on peut remplacer Y par son image dans Spec(Z), et
I'assertion n’est autre que [Pl Lemma 3|. En voici une preuve similaire a celle du
§[1.3.1] : on se raméne au cas ot Y = Spec (Z[g7!]) et X = Spec (Z[g~][z]/(P)) ou
q > 2 et on P € Z[z] est unitaire irréductible avec P(0) # 0. On constate alors que
P(qg™N) = ¢ V4 o, pour N >> 0, r est un entier non inversible et premier a
q. On conclut comme dans [1.3.1]; explicitement, si  est un diviseur premier de r,
il suffit de prendre le point de Spec (F;[z]) C Spec (Z[z]) dont la coordonnée z est
I'inverse de ¢"V modulo .

Si dim(Y') > 1, on peut supposer que fp : Xg — Yp est un morphisme lisse de
Q-variétés lisses, avec dim(Yp) > 1. Appliquant on obtient un sous-schéma
localement fermé Z de Yp, lisse et de codimension 1 dans Yy, et une section de f
au-dessus de Z. On obtient Y’ en prenant un ouvert convenable de ’adhérence de
Z dans Y. O]
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