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Relations entre descriptions probabiliste
et continue du comportement mécanique
de composites a matrice fragile

Frangois Hild

LMT-Cachan, ENS de Cachan / CNRS / Université Paris 6
61, avenue du Président Wilson - 94235 CACHAN CEDEX

RESUME. Les variables internes modélisant les mécanismes de dégradation dans des
composites & matrice fragile sont lides & des grandeurs microscopiques faisant appel a des
notions probabilistes de la rupture. Deux illustrations sont présentées. La premicre
concerne la fissuration matricielle et la seconde la décohésion et le glissement. Dans les
deux cas, il est montré que les moments d’ordre supérieur & un doivent étre considérés dans
le cas général d’une description continue du comportement.

ABSTRACT. Internal variables modeling the degradation mechanisms occuring in brittle-
matrix composites are related to microscopic quantities by using a probabilistic approach
to failure. Two examples are presented. The first one deals with matrix-cracking and the
second one is concerned with debonding and slip. In both cases it is shown that in
general the moments of order higher than one are needed to describe the behavior in a
Continuum Mechanics framework.

MOTS-CLES : Thermodynamique des milieux continus, Variables internes, Probabilité de
rupture, Fissuration matricielle, Décohésion et frottement, Rupture de fibres.

KEY WORDS: Continuum thermodynamics, Internal variables, Failure probability,
Matrix-cracking, Debonding and slip, Fiber breakage.

1. Introduction

Des lois de comportement de composites sont généralement écrites dans le cadre
de la thermodynamique des milieux continus [GER 83]. Le but est de décrire tous les



mécanismes de dégradation se produisant dans le matériau. Dans la modélisation, il
s'agit d'introduire les variables internes qui décrivent le comportement de tels
matériaux et le potentiel d'état associé y. Le potentiel d'état est constitué d'une
partie élastique récupérable ¥ et d'une partie élastique irrécupérable W". L'énergie
irrécupérable correspond a la somme de toutes les densités d'énergies €lastiques
associées aux champs de contraintes résiduelles. Cet article est consacré a V'étude des
mécanismes de fissuration matricielle, de rupture des fibres, de décohésion et de
glissement interfaciaux dans des matrices fragiles renforcées par des fibres longues.
Le champ de contraintes résiduelles li¢ a la fabrication n'est pas considéré. On
insistera sur les effets relatifs au caractre aléatoire de la rupture au niveau
microscopique dans le cas de composites unidirectionnels et la relation qu’il y a entre
le caractére probabiliste & I’échelle des constituants et la description continue souvent
employée a I’échelle du composite.

2. Formalisme général

Lors dun chargement, un composite renforcé par des fibres subit une
multifissuration matricielle et une rupture multiple des fibres s'accompagnant de
décohésion et de glissement 2 linterface. Le composite est souvent décrit par un
assemblage en série de cellules élémentaires (figure 1) qui contiennent des fissures
matricielles distribuées de maniére aléatoire et caractérisées par une densité de
probabilité F(L) qui évolue en fonction de la contrainte mésoscopique o .
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Figure 1. Cellule élémentaire



Les fissures matricielles engendrent un accroissement de densité d'énergie
récupérable de Gibbs Ap® donné par

Ap® =% j A@*(L)LF(L)dL avec L= jLF(L)dL [1]
0 0

ot AQ°(L) est la variation de densité d'énergic récupérable de Gibbs liée a la
présence d'une fissure dans une cellule de longueur L. L’équation [1] suppose que
seules les interactions entre les fissures les plus proches sont prises en compte. La
décohésion et le glissement interfacial induisent des déformations inélastiques et des
boucles d'hystérésis [AVE 71]. Par application du principe des travaux virtuels, la

ol o4

déformation inélastique mésoscopique (ou moyenne) ' s'écrit
[ L _r
;1 o5z, L)
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L E;
olo

ot (r}(z, L) est la contrainte résiduelle dans les fibres associée au mécanisme ce
décohésion et de frottement, Z la position courante dans une cellule de longueur L.
Le champ de contrainte correspondant est auto-équilibré et permet donc un stockage
d'énergie libre (de Helmholtz) ¥’
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obt f estla fraction volumique de fibres, E, et E, sont les modules d'Young
respectifs de la fibre et de la matrice.

Les mécanismes €élémentaires d'endommagement du composite sont décrits par
des variables internes. La fissuration matricielle est modélisée par une variable
d'endommagement D [LEM 77] telle que

€ e nl b'
A = (D)= (D=0)= — = [4
Les équations [1] et [4] montrent que la variable d'endommagement D est fonction,
a priori, de tous les moments de la distribution F' des longueurs L. La déformation
inélastique €' est une des variables internes modélisant I'endommagement interfacial

(i.e., la décohésion et le frottement). La seconde variable d est obtenue a partir de
l'expression de la densité d'énergie irrécupérable y'

E(E")2
A

ot

(5]



Cette expression a également été introduite dans I'étude des bétons et des roches
[AND 81 ; AND 86). La densité d'énergie libre (de Helmholtz) y s'écrit

2
__pa-py, .y, BE)
= E-¢€') + 6
v= (e ) (6]
et les forces associées aux quatre variables d'état sont définies par

s oy y < oy
o=—>- , V=", yum—"r | X=— ' 7
Je a7 Je o

L'équation [7.1] permet de définir la contrainte mésoscopique, I'équation [7.2] le taux
de restitution de densité d'énergie de fissuration, I'équation [7.3] le taux de restitution
de densité d'énergie d'auto-contrainte, et 1'équation [7.4] la contrainte de rappel
associée au mécanisme d'endommagement interfacial. Les lois d'évolution des
variables internes peuvent &tre obtenues soit par analyse micromécanique, soit par
identification & partir d’essais macroscopiques (figure 2). La mesure de la variable
interne d passe par la quantification de la densité d'énergie irrécupérable w' @ cf. par
exemple [CHR 87] ou [CHO 91}].
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Figure 2. Courbe contrainte/déformation mésoscopiques

A titre d'illustration, les résultats précédents vont étre analysés dans deux cas
particuliers pour lesquels des expressions simples peuvent étre obtenues.

3. Particularisations

Dans un premier temps, on ne considére que le mécanisme de fissuration
matricielle. En utilisant le modele de transfert de charge de Cox [COX 52], on peut
calculer la variation de densité d'énergie récupérable Ag®(L)



(1~ f)E,, tanh(BL) ¢*
1E; BL 2E
ot B est une constante dépendant des propriétés élastiques et géométriques de la fibre

et de la matrice (B est inversement proportionnel au rayon R de la fibre). On définit
une longueur représentative L, de la fissuration a l'aide de la condition

Ag®(L,) = Agp* 19l

Ap*(L)= (8]

Pour calculer A@?, la densité de probabilité F(L) est obtenue en supposant que les
défauts sont distribués le long de la matrice & l'aide d'un processus ponctuel de
Poisson. Ce modgle rentre dans un cadre beaucoup plus large [JEU 91] qui ne sera
pas discuté ici. Sous ces hypoth&ses, la fonction de répartition des fragments F(L)
s'écrit (cf. par exemple [GRA 90}) '

F(L)= A,(0)exp[—2,(0)] [10]

ol 4,(0) désigne la densité de défauts rompus par unité de longueur. Si la densité
A,(0) est supposée &tre décrite par une fonction puissance de la contrainte locale (ou
microscopique) ¢, on retrouve alors les bases du modele de Weibull. Le calcul de la
longueur moyenne des fragments permet de lier L a A,(o)

L= 11
o) [11]

A l'aide des deux hypothéses précédentes, on peut évaluer la variation moyenne
d'enthalpie libre

_ =)
age=UzPDEy L) L or 1) 1o [12)

fE;,  BL{2BL \2BL 2F
ol G représente la fonction de Bateman, transformée de Laplace de la tangente
hyperbolique [SPA 87]. L'équation [12] montre que la variable d'endommagement

D (cf. équation [4]) ainsi que la longueur représentative normée L, (cf. équation
[9]) sont des fonctions non triviales de SL

tanh(BL,) _ 1| 1 f 1 )
L, ”/ﬁ;[zﬁz({zﬁzj ‘} [13)

En particulier, cette fonction est différente de celle obtenue en écrivant
Ap®(Ly= A¢° pour laquelle on obtient

L =L [14]
La figure 3 montre I'évolution de l'erreur AL définie par

AL=|L,_T) [15]



Pour de grandes valeurs de SL, les deux longueurs sont quasiment identiques. Par
contre lorsque BL diminue, il y a divergence entre les deux longueurs (& cause des
interactions entre fissures). En conséquence, la mesure de la longueur moyenne L
n'est pas nécessairement la bonne quantité pour décrire la variable d'endommagement

D.
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Figure 3. Evolution de l'erreur relative AL/ L, en fonction de la longueur
moyenne normée BL

Dans un second temps, nous considérons que les mécanismes de fissuration et &
décohésion/glissement sont découplés. Ceci revient a dire que les calculs précédents
restent encore valables dans ce qui suit. En supposant que la ténacité interfaciale est
faible et que le glissement interfacial est modélisé par une résistance au cisaillement
constante T [AVE 71 ; KEL 65}, la longueur équivalente de décohésion 1, est
définie A partir de I'expression de la déformation inélastique k

§l=——de [16]

La déformation inélastique est ainsi une fonction des distributions de fissures
matricielles et de longueurs de décohésion. Le calcul de la variable d'endommagement
d'interface d est obtenu a partir du calcul de la densité d'énergie irrécupérable (cf.
équation [3]). Dans le cas ol la séparation minimale entre deux fissures est
supérieure & la longueur de décohésion, celle-ci prend une valeur unique et la variable
d'endommagement d s'écrit

d =202 Dk (17



Ce résultat n'est valable que lorsque le comportement interfacial vérifie les
hypothéses de découplage entre fissuration et décohésion. Lorsque le comportement
interfacial est plus complexe, la variable d n'est proportionnelle au rapport I, /L,
qu‘a la condition que le champ de contrainte a I'avant de la pointe de la fissure soit le
champ de contrainte élastique du matériau sain. Afin dfillustrer les résultats
précédents, nous allons étudier le comportement d'un monofilament dans lequel la
matrice est plus résistante que la fibre. Ceci constitue un test classique
caractérisation des propriétés d'interface, éventuellement des propriétés de rupture des
fibres [BAX 93]. La particularité de cet essai est que la courbe contrainte/déformation
mésoscopique est dominée par le phénomeéne de décohésion et de glissement. En
effet, les distances moyennes entre fissures a saturation sont souvent de deux voire
trois ordres de grandeur supérieurs au rayon de la fibre ( L = 102, 10°). Ceci a pour
conséquence de conduire & des valeurs négligeables de la variable d'endommagement
D, et A assimiler la longueur représentative L, 2 la longueur moyenne L. Ce cas
correspond 2 une situation « en série ». Une situation « en parallele » est étudiée
dans [HIL 97]. Pour déterminer I'expression de la longueur de décohésion [, il
s'agit d'obtenir I'évolution de la déformation in€lastique g’ en fonction de la
contrainte appliquée . Dans le cas d'un modele dinterface a cisaillement 7
constant, deux voies sont possibles. la premiére voie consiste a émdier
analytiquement le phénomene de multifissuration. En effet, le phénomene d'écran (ou
d'exclusion) est écrit aisément pour un défaut isolé. Dans un cas unidimensionnel, la
rupture ayant eu lieu pour z =0, Uintervalle ] =1 /2,+l /2[ est inaccessible (zone
d'exclusion) 4 toute nouvelle rupture car la contrainte dans cette zone reste inférieure
au niveau de contrainte atteint lors de la rupture & z =0 (figure 4). La longueur /p
s'écrit [KEL 65]

lp = [18]

ott T désigne la contrainte de traction qui existerait si aucune rupture n'avait eu lieu.
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Figure 4. Zone d'exclusion pour toute nouvelle rupture



Gulino et Phoenix [GUL 91] proposent une maniere approchée détudier la
fragmentation en supposant que le processus reste poissonien et en négligeant des
défauts qui, cassés pour une contrainte locale z inférieure a la contrainte 7', peuvent
empécher la rupture ultérieure de défauts. L'inconvénient de ce modele est que le
phénomene de saturation (correspondant au cas oli toute la longueur du composite est
constituée de zones d'exclusions) n'est pas prévu. Pour améliorer ce modele, on peut
remarquer qu'un modele d'les booléennes [JEU 87 ; SER 88] constitue également
une borne inférieure au nombre de défauts susceptibles étre rompus. En effet, ce
modele ne prend pas en compte le phénomene d'exclusion et surestime donc la zone
dans laquelle de nouvelles fissures ne peuvent plus s’amorcer. On suppose que la
densité A,(T) par unité de longueur est décrite par une fonction puissance de la
contrainte locale T

1(rY"

oll m et LySy" sont les paramdtres de Weibull. Deux grandeurs caractéristiques S, et
8, peuvent &tre définies [HEN 89 ; CUR 91] & I'aide de larelation 4,(S,)Ip(S,.) =1
m
s = Loio L oa 8, =Ixs,) [20]

Ainsi, I'évolution du nombre de défauts rompus A, par unité de longueur
caractéristique &, vérifie l'inéquation suivante

ATz y[;ﬂA,T"’“} avec T=L1 [21]
m+1" [ m+1 S,

oli ¥ désigne la fonction gamma incomplete. Ce résultat a la propriété intéressante

de décrire la saturation de maniére raisonnable (cf. tableau 1). D'autre part,

l'expression de F(L) obtenue lors de étude de la fragmentation matricielle pourra étre

employée en premidre approximation. Afin de calculer la déformation inélastique

moyenne £, I'équation {2] peut étre réécrite comme suit

A
= { Le' (LYF(L)dL [22]

ou €'(L) est la déformation inélastique d'une cellule de longueur L. Dans le cas d'un
""" formation inélastique &'(L)
s'exprime par



i (IR—-g) pour L<ly

i -~ fIRE
g'(L)= a f;dz " [23]
— R pour Lzlg
2(1 - f)LREm

de telle maniére que la déformation inélastique moyenne g' devient
q q y

- fidg  frL [l——exp(—- QL ﬂ [24]
(1-fHRE,, (- f)RE, L

En utilisant 'équation [16] et en remplagaht Lie par lp., fE; par (1 f)E, (le r0le
de la matrice et de 1a fibre est échangé dans le test de multifragmentation), on obtient

12, =21l - QZZ[I - exp(- %)] [25)

Expression qui, au premier ordre en [ / L, devient
lRe = lR [26]

~

Ce résultat montre 2 nouveau qu'au premier ordre la longueur représentative e
glissement lg, peut étre approchée par [, mais quelle diverge lorsque I'on
s'approche de la saturation (figure 5).
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Figure 5. Evolution de la longueur équivalente de glissement normée Iy, | L en
fonction de la longueur de glissement normée lp | L

La densité d'énergie irrécupérable y' donnée par l'équation [3] peut &tre réécrite
comime suit



N
V=2 {Lt// (L)F(L)dL [27]

oul t//i(L) désigne la densité d'énergie irrécupérable d'une cellule de longueur L.
Dans le cas d'un modele d'interface A cisaillement 7 constant, la densité d'énergie
irrécupérable y'(L) s'exprime par
2 2 2

__fET —5 l_/g_ﬂ&,k[;_ pour L<lp
(I-HEER\2 2 6

2 3
ﬂﬂm‘—z—i pour Lzlp
(1-f)E,EfR® 6L

y'(L)= [28]

de telle maniére que la densité d'énergie irrécupérable moyenne y* devient

» 2 | !
7= a _fj)r?'é;le—? [g; ~Lp+ L2{1 - exp(—tzi—m [29]

En utilisant I'équation [5], on obtient I'expression suivante pour la variable

d'endommagement d
2
1 - l
Ly + L1 —exp| —-&
15 2[" { ex"( L)H

T (-NE, I I 0]
m R T+ I* 1~exp(——§~)
2 L
expression qui, au premier ordre en [, / L devient
3 l
L [31]
4(1 - f)Em L

N

Ce résultat est identique a celui de I'équation [17] en intervertissant fE, et
(1-f)E, (le role de la matrice et de la fibre est échangé dans le test de
multifragmentation). i

Si I'on veut rendre compte des phénomenes d'exclusion, surtout sensibles prés e
la saturation, on peut utiliser d'autres approches. Citons d'abord celle de Curtin
[CUR 91] qui base son raisonnement sur I'empilement de sphéres incompressibles le
long dune ligne [WID 66]. Il a été montré que ce modeéle n'était quune
approximation d’une solution dite « exacte » [HUI 95]. Parallelement 2 la démarche
analytique, on peut également faire appel & une démarche numérique. Ces démarches
font toutes appel & une méthode de Monte-Carlo. Dans le cas d'un modele d'interface
a contrainte de cisaillement T constante, l'approche numérique n'est pas forcément
nécessaire, bien qu'elle ait été employée [HEN 89].- On remarquera cependant que
lorsque les phénomenes d'exclusion ne sont pas aussi simples que ceux €voqués



précédemment, une méthode numérique s'impose assez naturellement [BAX 93
FEI 94 ; HIL 97].

Pour étudier I'évolution de la longueur représentative de glissement lg,, nous
allons faire appel & une méthode numérique, par souci de simplicité. Afin de vérifier
les calculs, nous comparerons les résultats  saturation de la densité de défauts
rompus A, par unité de longueur caractéristique &, (tableau 1) & ceux obtenus par
Hui et al. [HUI 95], Curtin [CUR 91] et Henstenburg et Phoenix [HEN 89]. Deux
approches peuvent étre utilisées.

~ La premigre (appelée méthode 1), trés proche du concept d'élément fini, consiste 2
discrétiser une longueur L,, en N,, éléments de longueur dz identique, chacun &
ces éléments ne pouvant étre le siege que d'une seule rupture. Si 'on suppose un
processus de Poisson ponctuel, la probabilité de trouver un défaut rompu dans un
élément de longueur dz << L,,, est dzA,, que I'on peut aisément restituer en utilisant
un générateur aléatoire de « bonne » qualité [PRE 92]. La séquence de chargement
est alors obtenue en rangeant les contraintes de rupture par ordre croissant et en
vérifiant que tout nouveau défaut susceptible de casser ne se trouve pas dans une zone
d'exclusion. Le processus continue jusqud ce que soient « épuisées » toutes les
contraintes de rupture. Cette méthode est trds simple & programmer mais est trés
exigeante en place mémoire puisque toutes les contraintes de rupture doivent étre
stockées. Asymptotiquement, ce type de méthode tend vers un processus de Poisson
ponctuel (cf. par exemple [GRA 90]). La limitation de la méthode est le nombre
d'éléments (de l'ordre de 10° dans notre cas). Les résultats de 10 réalisations par
valeurs de module de Weibull analysées sont donnés en tableau 1. La longueur
analysée est L, =108, et les éléments ont une longueur dz = 10726,

Tableau 1. Evolution du nombre de défauts rompus a saturation A,(«) en
fonction du module de Weibull m al'aide de différentes méthodes

m || Henstenburg! | Curtin? | Hui3 | Eq.[21] | Méth. 1 | Méth. 2
3 1.03 1.03 1.05 0.92 1.06 1.05
5 1.13 1.15 1.13 0.94 1.14 1.14
10 1.24 1.24 1.24 0.96 1.25 1.24
15 1.29 1.30 1.29 0.98 1.30 1.30
o0 1.49* 1.49* | 150 1.00 1.48" 1.49*

! = [HEN 89], 2 = [CUR 91], 3 = [HUI 95], * : m = 1000.

La seconde approche (appelée méthode 2) est moins cofiteuse en mémoire mais
peut s'avérer plus longue que la précédente lorsque le nombre de défauts analysés
croft. En effet, seuls les défauts qui ont cassé sont stockés. Les hypotheses de départ



sont identiques a celles de la méthode précédente (L, = N, X dz). La différence
provient du fait que le pas de contrainte est calculé de maniére a faire rompre, s'il
n'est pas dans une zone d'exclusion, un seul défaut. Le pas de contrainte AT est
déterminé de telle manidre que : dz JA,/#(T) AT =1; la position de ce nouveau
défaut étant tirée A partir d'une fonction uniforme sur la longueur L. Ce défaut
cassera effectivement s'il ne se trouve dans aucune zone d'exclusion des défauts déja
rompus. C'est cette condition qui peut s'avérer pénalisante a vérifier si le nombre de
défauts déja cassés devient grand car ce test doit étre conduit & chaque fois qu'un
nouveau défaut est généré. Asymptotiquement, ce type de méthode tend également
vers un processus de Poisson ponctuel (cf. par exemple [GRA 90]). Les résultats de
10 réalisations sont aussi donnés en tableau 1 pour une longueur L, =10°8, et des
éléments de longueur dz =107,

Les résultats du tableau 1 montrent que les deux méthodes conduisent & des
résultats trés proches de ceux obtenus par Hui et al. [HUI 95]. Afin d'éviter les effets
de bord, des conditions de périodicité sont imposées dans la recherche des zones
d'exclusion.
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Figure 6. Evolution de la longueur équivalente de glissement normée Iy, | L en
fonction de la longueur de glissement normée ly I L. Trois méthodes différentes sont
utilisées avec m =3

La figure 6 donne I'évolution de la longueur équivalente de glissement normée
Ige ! L en fonction de la longueur de glissement normée [, /L pour un module de
Weibull m=3. Toutes les trois approches conduisent au méme résultat lorsque
Io /L « 1 : Il =lg,. Parcontre, on observe une divergence lorsque lp / L croit. On
a reporté les résultats d'une réalisation (A,(e)=1.051) avec la méthode 2 (notée
Méth. 2), ceux donnés par l'approximation (notée Approx.) d'un processus



poissonien (équation [25]) et enfin ceux pour lesquels on néglige les recouvrements
de différentes zones d'exclusion (ly, =Ig). L'approximation d'un processus
poissonien surestime le nombre de ruptures et sous-estime la déformation inélastique
moyenne £', donc la longueur équivalente de glissement lp,. Au contraire, I'égalité
lgo =z constitue une borne supérieure car elle ne rend pas compte des
recouvrements de zones d'exclusion et surestime la longueur équivalente de
glissement Ig.

4. Conclusions

Tous ces résultats montrent que le choix des longueurs équivalentes de fissuration
et de glissement égales & la distance moyenne de fissuration et a la longueur
moyenne de glissement ne sont valables qu'en premiére approximation. La
signification de la taille dune cellule élémentaire représentative ainsi que des
longueurs 2 l'intérieur de celle-ci est donc a définir avec précaution. Si 'on veut
caractériser la dégradation a partir d'observations microscopiques, une distance
moyenne entre fissures, une longueur moyenne de décohésion sont des quantités
pertinentes. Par contre, si on veut traduire l'effet de ces distributions aléatoires sur le
comportement mécanique, ce sont d'autres éléments de la distribution qui peuvent
s'ajouter A ceux que ['on considére assez systématiquement (moyennes, i.e., moments
d'ordre un). Les moments d'ordre un constituent une approximation au premier ordre
pour les exemples traités ci-dessus. Une étude micromécanique est alors nécessaire

pour connaitre l'influence exacte associée a chaque distribution.
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