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Nous suivons l’analyse de Artigue et Deledicq [A-D] et distinguerons quatre étapes
charnières :

1. L’apparition des quantités imaginaires dans un algorithme opératoire de résolution
des équations au XVIe s. (Bombelli et les formules dites de Cardan)

2. Les quantités imaginaires comme outils de l’activité mathématique au XVIIIe s.
(Leibniz, Bernoulli, de Moivre, Euler,...)

3. Les représentations géométriques au début du XIXe s. (on retiendra la construc-
tion d’Argand)

4. Les constructions algébriques au XIXe s. (Cauchy, Hamilton)

Etape 1 : Jérôme Cardan (1501-1576) publie en 1545 son « Ars Magna » dans lequel
il donne des règles de résolution pour les équations qu’il classifie. Parmi ces dernières
figure « Du cube égal à des choses et à un nombre » : x3 = px+q en notation moderne.

En cherchant une solution sous la forme x = 3
√

u + 3
√

v, on est amené à résoudre
une équation du second degré en u, à savoir :
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Ce document mélange les notations anciennes et modernes. Cette méthode est basée
sur l’égalité (y + z)3 = y3 + z3 + 3yz(y + z) qui était obtenue géométriquement en
découpant le volume d’un cube. (Le calcul de la racine cubique est présenté de la sorte
pour mettre en évidence l’extension des opérations opérée par Bombelli, voir plus loin).

Lorsque
(

p
3

)3
>

(
q
2

)2
, le carré de u− q

2
devrait être un nombre négatif. C’est le cas

pour q = 104 et p = 51 où l’on devrait alors prendre la racine carrée de −472. Voici ce
qu’en écrit Raphaël Bombelli (1526-1572) :

Avec ces pdm et mdm, Bombelli effectue les calculs comme si on restait dans le
domaine des nombres habituels et aboutit au résultat x = 8, qui est effectivement
racine de l’équation.
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La méthode de résolution fonctionne donc encore malgré le carré négatif, à condition
d’introduire les règles de calculs suivantes sur les pdm et mdm :

Commentaires épistémologiques :
– La formule de Cardan soulèvent un problème cognitif : elle donne la racine réelle

lorsqu’elle est unique (cas ∆ > 0 où ∆ = 4p3 + 27q2) mais perd son sens dans le
cas ∆ < 0 alors que l’on sait qu’il y a 3 racines réelles. (Hölder montrera plus tard,
en 1892, qu’il n’y a pas de formule générale permettant d’exprimer ces racines
réelles en fonction de p et q par des formules utilisant uniquement les opérations
usuelles de l’arithmétique et l’extraction de racines réelles). L’équation de degré
2 ne posait pas de problème cognitif.

– Ce ne sont pas des nouveaux nombres qui apparaissent, mais des opérateurs, de
façon analogue à ce qui s’est passé pour les nombres négatifs : les signes + et
− ont d’abord désigné des opérations. Lorsque l’on tombe sur (4 + 6) + (4 −
6), on affirme la permanence des opérations arithmétiques (de « l’algorithme
des opérations » pour parler comme Bombelli) et donne encore 8 pour résultat,
comme (4 + 1) + (4− 1) = 8. Cette volonté de ne pas introduire l’objet −6 isolé
va perdurer longtemps : dans « La géométrie de position » de Carnot, en 1803 :
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Chez Bombelli, on tombe de façon analogue sur (4pdm1) + (4mdm1), cependant
il a fallu étendre les opérations aux imaginaires, ce qui nécessite davantage de
hardiesse et d’habileté que pour Z. Un peu plus tard, on pourra lire chez Arguand :

En termes modernes, is s’agit de l’isomorphisme ({±1,±i},×) ' (Z/4Z, +).
– Un moteur de cette apparition des complexes est ce que Hilbert appelera plus

tard l’axiome de résolubilité : la conviction de la résolubilité de chaque problème
mathématique est une invitation forte pour le mathématicien au travail. Péano
présentera en 1910 dans son article « fondations de l’analyse » l’extension suc-
cessive des nombres à Z, Q, R, C comme née de la nécessité de résoudre des
équations du type x + 1 = 0, 2x = 1, x2 = 2, x2 = −1.
Le théorème fondamental de l’algèbre a été énoncé pour la première fois par
Girard en 1629 dans son « Invention nouvelle en algèbre » :

4



(Mais il ne dit pas où vivent les racines et pense que l’absence de certains coeffi-
cients peut provoquer la disparition corrélative de racines).

– Les complexes apparaissent d’abord dans l’histoire en tant qu’outils : ce sont
des symboles support du calcul, aucun objet nouveau n’apparâıt (l’équation à
résoudre a ses coefficients réels et la solution est réels, les complexes ne sont que
des intermédiaires de calcul). La logique de l’enseignement est différente : ils sont
d’abord définis comme objets, en s’appuyant sur la géométrie (l’histoire montrera
que leur interprétation géométrique a grandement contribué à leur conférer le sta-
tut d’objet, voir phase 3). On met ensuite l’accent sur leur rôle d’outil performant
pour la trigonométrie et la géométrie dans le plan.

Etape 2 : Progressivement, la confiance s’installe dans l’utilisation des quantités
imaginaires, dans la mesure où leur manipulation de conduit pas à des contradictions.
Cette manipulation continue d’être gérée par le principe de permanence, énoncé par
Leibniz, qui consiste à appliquer simplement à ces quantité les règles du calcul ordinaire.

Mais le principe de permanence conduit également à des paradoxes et controverses,
comme celle entre Leibniz et Bernoulli qui désirent tous les deux étendre le logarithme,
en relation avec le calcul de l’intégrale∫

dx

x2 + 1
=

1

2
√
−1

(∫
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x−
√
−1

−
∫
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x +
√
−1

)
.

Le raisonnement de Bernoulli : on a (−a)2 = a2 pour tout nombre positif, donc
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ln(−a)2 = ln(a2), ou encore 2 ln(−a) = 2 ln(a), d’où ln(−a) = ln(a) et en particulier
ln(−1) = ln(1) = 0.

Leibniz objecte que si on avait ln(−1) = ln(1) alors on aurait en passant à l’expo-
nentielle (puisque eln(x) = x) −1 = 1 ce qui est absurde.

[Aujourd’hui, on mettrait en cause la règle ln(x2) = 2 ln x]. Ce genre de crises abou-
tit à une rupture épistémologique : avant la rupture, on étend le champ d’application
des règles à de nouveaux objets. Après la rupture, on a des objets et on précise les
règles auquels ils sont soumis.

Euler concluera en 1749 :

Il identifie donc un problème de non-fonctionnalité qui aboutira à la notion de loga-
rithme comme fonction multiforme (ez = a possède une infinité de solutions z).

En revanche, l’extension aux complexes de l’exponentielle et des fonctions trigo-
nométriques n’ont pas posé problème. Euler fait le lien entre la trigonométrie sphérique
et hyperbolique, par un argument d’analyse infinitésimale :
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A cette époque, les nombres complexes commencent donc à se constituer comme
objets dans l’univers mathématique :

– ils sont désignés dans les traités par une appelation spécifique (quantités imagi-
naires) et associés à l’écriture a + b

√
−1 ;

– on énonce certaines de leurs propriétés et des résultats mathématiques qui les
mettent en jeu de manière incontournable ;

– on se pose le problème de l’extension à ces quantités imaginaires de certaines
fonctions usuelles.

Etape 3 : Euler écrit dans ses « Eléments d’alèbre » parus en 1768 :

De même, Cauchy adopte a ce stade une conception totalement nominaliste des
nombres complexes : ce sont des symboles vides de sens.
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La « prise de sens » des nombres complexes va s’effectuer dans le cadre géométrique,
à travers notamment les travaux de Jean-Robert Argand (1768-1822). Ce dernier part
du concept de lignes dirigées, qui donnera nos vecteurs modernes. Il dit que les lignes
dirigées KA et KB sont dans les mêmes rapports que les lignes dirigées KC et KD (il
note KA : KB :: KC : KD) si KA

KB
= KC

KD
et si les angles (orientés) AKB et CKD ont

même mesure. Lorsque c’est vérifié et que la ligne KA correspond au nombre +1, alors
la relation de proportionalité peut s’écrire KB.KC = KD, ce qui permet de définir
le produit de lignes dirigées. Rechercher la ligne dirigée x satisfaisant +1 : x :: x : −1
s’écrit x2 = −1. Il trouve ainsi la ligne orientée qui correspond au nombre +

√
−1 :

8



L’addition des lignes dirigées se définit par la règle du parallèlogramme (addition de
deux vecteurs). On peut donc définir tout nombre complexe à partir de +1 et +

√
−1.

On vérifie enfin que la mutiplication des lignes reflète bien l’opération sur les nombres.
Une ligne dirigée est caractérisée par sa longueur et sa direction, qui correspondront
au module et à l’argument du nombre complexe.

Commentaires épistémologiques :
– L’apport d’Arguand est donc un changement de cadre, ou plutôt la création d’un

nouveau cadre : le cadre vectoriel
– Arguand propose une nouvelle représentation mentale, mais celle-ci a du mal à

être acceptée. D’une part, le concept nouveau n’apporte rien dans la mesure où
il ne permet pas d’en faire plus qu’avant, même s’il permet de le faire autrement
(c’est un obstacle récurrent dans l’histoire des mathématiques, on le retrouve
de nos jours concernant l’analyse non standard). D’autre part, on se méfie des
représentations : Lagrange, dont la « Mécanique Analytique » de comporte au-
cune figure, écrit que : Les figures ne sont pas nécessaires à l’entendement que
d’ailleurs, elles contribuent souvent à troubler. Arguand souligne le confort ap-
porté par cette représentation dans la preuve qu’il donne du théorème fondamen-
tal de l’algèbre en 1813 :

Il s’appuie sur un dessin pour donner à voir que P (z) ne peut atteindre un
minimum si celui-ci n’est pas nul.

Etape 4 : la prise de sens permise par la représentation géométrique s’élargit au
cadre algébrique, qui est le cadre d’origine des complexes.

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) publie en 1847 son « Mémoire sur la théorie
des équivalences algébriques substituées à la théorie des imaginaires ». Il expose ses
motivations dans la préface :
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Sa construction est celle exposée en L3 : il s’agit de considérer R[x]/(x2 + 1) (dans
notre formalisme moderne) dont les éléments sont des classes d’équivalences pour la
relation de congruence modulo x2+1. Le lien avec la notation a+ib se fait en subsituant
i à la variable x dans le reste de la division euclidienne par x2 + 1.

William Rowan Hamilton (1805-1865) propose une autre construction, à partir de
sa « Theory of conjugate functions, or algebraic couples » (1833) :

Et Hamilton conclut :
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Dans la théorie des nombres simples, le symbole
√
−1 est absurde, mais dans

la théorie des couples le même symbole a du sens, et indique une extraction
possible, ou un couple réel, à savoir la racine carrée principale du couple
(−1, 0). Dans cete dernière théorie, on peut donc employer le signe

√
−1,

bien qu’on ne le puisse pas dans la première ; et nous pouvons écrire si nous
le voulons, pour un couple (a1, a2) quelconque, (a1, a2) = a1 + a2

√
−1

Commentaires épistémologiques :
– Les efforts de Cauchy et de Hamilton vont dans le sens d’une mise en forme sym-

bolique. Ce ne sont plus des quantités imaginaires liées à la résolution d’équations
numériques mais des objets algébriques (cf les constructions précédentes : des
restes de division euclidienne de polynôme ou des couples) qui ne sont qualifiés
de « nombres » que parce qu’ils sont susceptibles de calculs.

– Mais les traités de Cauchy et Hamilton montrent que l’objet qui accède ainsi
au stade formel (cela préfigure la naissances des mathématiques contemporaines)
conserve l’ensemble de ses signifiants. Cette multiplicité de sens contribue à don-
ner du sens au formalisme.

Références
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