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SPC
Généralisation
de I'indicateur

de capabilité Cpm

Cas des tolérances unilatérales

Maurice PILLET - Emmanuel DUCLOS - Alain COURTOIS
Laboratoire de Logiciels pour la Productique (LLP- CESALP) - Université de Savoie - (Annecy)

L'étude des capabilités forme un des piliers
de la Maitrise Statistique des Procédés (MSP ou SPC).
Les indicateurs de capabilité (ou d’aptitude) ont pour objectif
de quantifier 'adéquation entre un moyen de production et un objectif de qualité.
Lindicateur de la capabilité Cpm (voir CI&Q n°187 Juin 94) donne dans le cas
des tolérances bilatérales une meilleure indication sur la qualité de la production que
les indicateurs classiques. Cet article propose une extension de cet indicateur dans les cas
de tolérances unilatérales telles que les tolérances de circularité.

1. Les limites de I'indicateur Cpk

Pour quantifier le rapport entre l'intervalle de tolérance
de fabrication et la dispersion observée, on définit une
capabilité des procédés de production en établissant
le rapport entre ces deux valeurs. Les deux indicateurs
classiques de capabilité d'un procédé sont Cp et Cpk
ou (CAP et CPK pour les normes AFNOR/CNOMO).
Le Cp (ou CAP) établit le rapport entre l'intervalle de

tolérance et la dispersion sans tenir compte du decen- |

trage, alors que le Cpk tient compte du décentrage
(figure 1). On considére généralement qu'un procédé
est capable si son Cpk est supérieur 3 1,33.

Cependant, dans certains cas, un Cpk de bon niveau
(Cpk = 2) peut donner moins de satisfaction qu'un Cpk
considéré comme limite (Cpk de 1,33). La figure 1
ilustre deux cas de figure ou le Cpk est supérieur ou
égal a 1,33. Dans les relations clients/fournisseurs

|

établies sur le Cpk, les deux productions de la figure 1
donnent satisfaction. Pourtant une des productions est
centree avec le maximum de densité de probabilite sur
la valeur cible, alors que la seconde est decentree et
la densité de probabilité pour la valeur cible est quasi-
ment nulle.

Dans le cas d’assemblages fonctionnels, le fait de limi-
ter les exigences en matiére de capabilité au seul Cpk
peut étre dangereux. Il peut conduire a des montages
impossibles dans le cas d'une cotation statistique si
toutes les valeurs sont concentrées au bord de l'inter-
valle de tolérance. (Voir notre article dans Cl &Q n®
187 Juin 1994).

Dans le cas des tolérances unilatérales telles que la
concentricité, on définit également un Cpk (figure 2) en
établissant le rapport entre la distance (limite supe-
rieure A la moyenne) divisée par la demi-dispersion
(Cpk = D1/D2). On peut également définir un calcul de
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P Int de Tol e __Intde Tol e,
Cible D1 .Cible
i <> '
(D rCe S
ispersion=6.c Dispersion=6.0
Cp=133-Cpk=1,33 Cp=4-Cpk=2

tolérance en fabrica-
tion, les indicateurs de
capabilité Cp et Cpk

T doivent étre com-

Cp= 6.0 plétés. Un autre indi-
cateur (1) commence

Cpk D1 a étre largement utili-
" 3.0 sé dans les entre-
prises l'indicateur

Cpm. Celui-ci tient

compte a la fois de la
dispersion et du cen-

Figure 1- Cas bilatéral, le Cpk n’est pas suffisant

CAP en établissant le rapport entre la tolérance et la
dispersion définie par D3 (CAP = IT/D3). Ce calcul, ini-
tié par CNOMO, désormais normalisée par I'AFNOR
est cependant plus complexe que dans le cas des pro-
ductions bilatérales car, en général, on est en présen-
ce de populations non normales. (Le lecteur peut se

trage. Son objectif est
de donner une image
globale du procédé
par une seule valeur. Il assure que les conditions de
centrage et de dispersion sont respectées. L'indicateur
Cpm est basé sur la fonction perte de TAGUCHI que
nous avons présentée dans I'encadré 1. Le nouvel
indicateur Cpm refléte la perte (au sens de Taguchi)

- due & un déréglage ou a la dispersion (figure 4). Il est

reporter & l'ouvrage « Appliquer la Maitrise Statistique  défini par :
des Procédés » de Maurice PILLET aux éditions d'or- |
ganisation pour plus de détails sur le sujet) Cpm = T
Malheureusement, le calcul du Cpk donne parfois des 6.\/ o? + (X — Cible)? !
résultats curieux. En effet, pour les deux cas de la figu- ‘
re 2, on trouve un Cpk de 1,33 (Les CAP donneraient
également des résultats similaires). Pourtant, il est évi-
dent que globalement la population 1 donnera un |
meilleur résultat en terme de fonctionnement global | —— Intervalle de
des produits. En effet, le maximum de densité de pro- | la "sociéte” , L lolérance
babilité se trouvera proche de I'optimum (0). Le Cpk ou
le CAP ne sont donc pas des indicateurs de capabilité X Fonction perte
qui traduisent correctement la qualité des piéces dans lF";Cﬂaenpour i
le cas des tolérances unilatérales. IX - cible | y
Nous proposons dans cet article une extrapolation aux i >
cas unilatéraux de la notion de Cpm proposée par X Cible
C'han.L_ K. qui perrlnetl une mei!leurg descriptionde ces  Figure 4 - Fonction perte de TAGUCHI
situations que les indicateurs classiques Cp, Cpk. associée a une population
Figure 2 - Cas unilatéral, deux situations identiques ?

2. L’indicateur e
Cpm dans le ‘ 2

X i - D1 CAP = IT
cas bilatéral = ~ D3
Pour tenir compte de Cok = D1

. , o . - g pk =
la fonction perte de ; [ Circularite Circularité D2

. e —=i-h— >
TAGUCHI (voir enca- 0 N 0
dré 1) et de I'évolution Da< Ed
D3 5
actuelle dans la fagon s
de voir lintervalle de
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On a trop considéré qu'une piéce ne générait aucu-
ne perte a lintérieur de lintervalle de tolérance, et
une perte non nulle a I'extérieur de cet intervalle. En
fait, la "perte” due & I'écart d'une caractéristique par
rapport & une valeur cible n'est pas nulle a l'intérieur
de la tolérance et constante a I'extérieur. TAGUCHI
définit la fonction perte (figure 3) comme étant une
fonction du second degré si la caractéristique doit
viser une valeur Cible X0. La perte est considérée
comme nulle sur la cible, et croit avec le carré de
I'écart.

AL (Perte) L = K(X-X,)?

Médiocre Médiocre

Figure 3 - Fonction perte de TAGUCHI

Elle s'écrit L = K (X - Xp)? avec :
+ Kune constante qui dépend du probléme posé ;
+ Xp valeur cible recherchée ;

+ Xvaleur réelle prise par la caractéristique.

Cette fonction est en fait le développement de Taylor
en éliminant les termes d'ordre supérieur & 2 et en
considérant les hypothéses suivantes :

* la perte est nulle pour X = X, soit L(Xg) = 0 ;

* la perte est minimale pour X proche de X0 soit
L'(Xo) = 0.

Encadré 1 - Notion de fonction perte

Nous obtenons L(X) = l—'-!'—(2-)%(—’-)(X->‘(u)2

Perte dans le cas d’un échantillon

A partir de la définition de la fonction perte, il est inté-
ressant de connaitre la perte moyenne par piéce
dans le cas d’'un échantillon d'écart-type o.

Avec
[ perte moyenne par piece ;

+ ¢ : écart-type de la population ;
X: moyenne de I'échantillon ;

+ Xp : valeur cible.

.

Remarque importante :

la démonstration du calcul de la fonction perte dans
le cas d'un échantillon ne suppose pas la normalité
de la population.

La fonction perte intervient au dénominateur. On note
que lindicateur Cpm est égal au Cp lorsque le procé-
dé est parfaitement centré. Cpm décroit lorsque le
decentrage augmente,

centrage et de la dispersion.

Pour interpréter facilement le Cpm. nous allons établir
une situation de référence correspondant a la perte
maximum acceptable dans le cas d'une répartition

~ Gaussienne. Cette situation se rapporte a une pro-
Comme on le constate, Cpm tient compte 4 |a fois du |

duction centrée telle que Cpm = Cp = Cpk = 1,33

i (Figure 5).
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Int de Tolérance =8 . ¢

>

' 'f'/‘-Dis ersion =6 . i I
<, persion =6 . ¢ )

Cpii= 1,33~ Cp.=1,33-Cpk = 1,33

Figure 5 - Situation de référence Cpm = Cp = Cpk = 1,33

Pour ne pas générer une perte au sens de
TAGUCHI supérieure a la perte de la situation de
référence, ol Cp = Cpk = 1,33, le Cpm doit rester
supérieur a 1,33.

3. Cpm dans le cas des tolérances
unilatérales limitées a zero

3.1. Définitions

La fonction perte dans le cas des tolérances unilaté-
rales est définie par L = K.X= (figure 6)

>
X

Figure 6 - Fonction perte dans le cas unilatéral

On a vu précédemment qu'un Cpm constant corres-
pondait & une perte moyenne constante pour les popu-
lations concernées. Nous proposons de généraliser ce
concept au cas unilatéral.

cas unilatéral est proportionnelle a o* + X* . On définit |
(voir encadré 2) Cpm comme egal a :

IT

Cpm = =
A‘\/ o+ X

Avec

o : L'écart-type de la population
X : Moyenne de la population
A

: Une constante qui dépend de la qualité souhaitée
(A=1,33 ou 1,46 ou 1,66)

Cpm peut étre calculé par cette formule quelle que soit
le type de répartition. Il est inversement proportionnel
a la perte moyenne par piéce. Nous recommandons
I'utilisation de A = 1,46. Le lecteur trouvera dans I'en-
cadré 2 la démonstration de la formule du Cpm que

| nous proposons dans le cas unilatéral.

Avec A = 1,46, la formule de Cpm devient

IT

1,46 o% + X

Cpm =

- 3.2. Exemples de calcul de Cpm et
- comparaison avec le Cpk

Soit I'histogramme de la figure 8 relatif a des mesures
- de circularité :

18 16 ’
14_15i | 4 /Perle
; L0 L=K.X2
] | E
IR
| *I’/I/ll/‘ | i Circularité
ATl
A e G =
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

Figure 8 - Exemple 1 ( CAP = 1,08 - Cpk = 1,05 - Cpm = 1,63)

Calcul du CAP et du Cpk

| Le calcul classique de CAP et Cpk dans ce cas de
On montre que la perte moyenne par paeces dans le |

figure fait appel a la loi de défaut de forme. Le calcul
est relativement compliqué car il fait appel a des tables

| pour trouver des coefficients intermédiaires de calcul.
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Encadré 2 - Origine du calcul de Cpm dans le cas unilatéral

Intervalle de tolérance

k. O 4.0/

X Circularité

0 Maxi

Figure 7 - Situation de référence telle que Cpm = 1,33

Définissons une situation de référence (Figure 6)
telle que :

» la moyenne soit située a A.c de 0 ;

* la moyenne soit située a 4.c de la limite supérieu-
re,

+ Cpm =1,33.

Lintervalle de tolérance représente alors (4 + A).c.
La perte moyenne par piéce (L) pour une production
d'écart-type © (non nécessairement normale) est
donneée par la relation suivante :

. recommandons I'emploi de k = 4.

Pour la situation de référence (Figure 7) :

la perte moyenne générée par la situation de réfé-
rence est égale a :

L= K.[o? + (X)?]

T (4 + \).o
Cpm = — = =1,33
g AVor + X2 AYo? + (h.o)
dou =—tadH

13371 + A2

« A doit &tre déterminé par un accord entre le client et
le fournisseur en fonction du niveau de qualité sou-
haité.

* A est une constante calculée & partir de A. Nous

1,66 1,46 1,33

Prenons le cas particulier ol A = 4 (la moyenne de
la répartition de la situation de référence est située a
4.c de 0), on a A =1,46. Le Cpm est alors défini
comme étant :

" IT
Gt = —————r
1,46V ot + X°
L = K.[o? + (X)?]
D'ol
La loi normale sous jacente est définie par : 0,1 - 0,0366
. i A
e 3x0,0202 o
X =0,0366
c = 0,0202 Calcul du Cpm

0,1

On trouve : CAP =
. 0,0366 + 2,78x0.0202

=1,08

. Le calcul du Cpm tel que nous I'avons présenté est en
| revanche beaucoup plus simple, en effet, il ne tient
| pas compte du type de répartition des piéces.
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On calcule I'écart-type estimé et la moyenne de la |

répartition a partir de I'histogramme précédent :

X. — X)? _
S= —Z—(Lrl— = 0,01927 et X=0,03729 |
n —
Le Cpm se calcule en appliquant :
Cpm-= IT _ 0,1 - 1,63

1.46Vo+ X 1,46Y0,019272 + 0,037292

On le voit, dans ce cas de figure, le Cpm donne une
capabilité plus importante que le CAP ou le Cpk car la
densite de probabilité est prés de I'optimal (ici zéro).

X =0,0733
S = 0,0662

0,1
0,0733 + 2,78x0,0662

On trouve : CAP = = 1,09

0,1 -0,0733

Cpk = — 330,062

=134

| Calcul du Cpm

X =0,0733

L'interprétation de ce Cpm est simple : la répartition de
la figure 8 donnera une perte plus faible que la répar- |

tition de reférence. Cela signifie que le fonctionnement

des produits assemblés a partir de ces piéces sera de
meilleure qualité. Le Cpk et le CAP sont fondés sur |

“ment optimal des produits. Mais ce qui doit intéresser

I'industriel, c'est justement le bon fonctionnement des |

produits plus que les ppm en dehors de la tolérance |

Considérons maintenant I'histogramme de la figure 9 :

18 17 4
! | / Perte
i L=K.Xz
np

4 1|

i{'_!// | | Clrcu|a>r|te
| | I I
0,00 0,02 004 006 008 0,10

Figure 9 - Exemple 2 ( CAP = 1,09 - Cpk = 1,34 - Cpm = 0,93)

La normalité de cette répartition n'est pas trés bonne,
mais cela n'a pas d'importance pour le calcul du Cpm.

Calcul du Cpk

Dans ce cas, il est inutile de rechercher une loi nor-
male sous-jacente.

S =0,0662

0.1

=0,93
1,46\/0,07\'332 +0,00662°

On trouve Cpm =

Dans ce cas, le Cpm donne une capabilité plus faible
que le CAP ou le Cpk. Ceci est dil au fait que I'en-

des concepts trés différents du Cpm. En effet, ceux-ci semble des valeurs est proche de la limite supérieure.

s'appuient sur un critére quantitatif de piéces hors tolé- | Toutes les piéces ayant une circularité limite, le Cpm

rance, alors que le Cpm est basé sur le fonctionne- traduit que le fonctionnement des produits avec ce

type de répartition sera moins bon qu'avec la réparti-
tion de référence (Figure 7)

Enfin, pour comparer la différence entre le CAP et le
Cpm, nous allons comparer les résultats donnés avec
deux situations théoriques différentes (Figure 10).

Dans ces deux cas, le calcul du CAP et du Cpk don-
nerait 1,00. On considére donc ces deux situations
comme identiques. Pourtant, il est évident que d'un
point de vue fonctionnel, les deux populations sont
totalement différentes. Méme si le pourcentage de
défauts dans les deux cas est identique, il est eévident
gue la population 1 donne globalement de bien

| meilleurs résultats.

' Calcul de Cpm

Cas 1
0.1

" 1.46Y0,0166% + 0,057

Cpm =1,30

Cas 2
0,1

1,46V0,005% + 0,085?

Cpm = =0,80
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CAP=1-Cpk=1-Cpm=1,30

0,1
1
/TN
’/ ;0:\0,01 66
// | \\\
/'/ \\\
/ Circularité

0 0,65

0,1

|
_——4—__—'#____—

ircularité

0 g,os
CAP =1 - Cpk =1-Cpm = 0,80

Figure 10 - Comparaison sur deux cas théoriques ol Cpk est proche de 1

On constate que le Cpm tel que nous l'avons décrit

| Bien sir, les propositions que nous avons faites dans

dans cet article, est bien plus lié a la qualité réelle
' heureux d'échanger avec tous les lecteurs intéressés.

d'une production que tout autre indicateur connu. Sur-
tout que dans ce cas, la valeur cible est parfaitement

identifiée (X, = 0), ce qui n'est pas toujours le cas dans |

les situations bilatérales.

6. Conclusions

Lindicateur Cpm dans le cas de tolérances bilatérales, |

gue nous avions présenté dans un précédent article,
offre de trés nombreux avantages par rapport aux indi-
cateurs classiques CAP et Cpk. L'extension du Cpm
au cas des tolérances unilatérales que nous avons
présenté dans cet article offre également des pers-
pectives trés intéressantes. Nous résumerons les
avantages de ce nouvel indicateur de capabilité par
les remarques suivantes :

+ Le calcul de Cpm est indépendant de |a loi de distri-

cet article sont ouvertes a la critique, et nous serons
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