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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

Montpellier 1984, Exposé n° 16

QUELQUES RESULTATS SUR LES FONCTIONS VECTORIELLES

A VARIATION BORNEE D'UNE VARIABLE REELLE

J.J. MOREAU et M. VALADIER

INTRODUCTION.

Cet exposé donne trois types de résultats.

1) des propriétés de la mesure différentielle de Y o f ol f est
3 variation bornée et 7y convexe (théoréme 6) ou de classe c! (th. 7)

ou lipschitzienne (th. 8).

2) le théoréme 9 : si f est réelle 3 variation bornée sur un inter-

valle et 3 valeurs 20, on a

(df)+({t] f+(t) =0}) =0 ol (df)+ désigne la partie posi-

tive de la mesure différentielle df .

3) 1la formule |df| =dv (ol v est une fonction variation de f)

pour f & "sauts alignds" (théordme 11)

Les résultats évoqués en 1) étendent des résultats du premier
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auteur ([ 14], [15]) qui a montré que, si f est i variation bornée

sur un intervalle 3 valeurs dans un Hilbert, on a
- 2 &
2 f .df < dlfl° <2 £ .df

et dﬂf“2 = (f+ + f ).df (ou f+(t) est la limite 3 droite de f en

t , le point désigne le produit scalaire) ainsi qu'un lemme de Brézis
(1] lemme 3.3 p. 73) qui donne le cas f € WI’Z(O,T ;H) , Yy convexe.
Rappelons que 1'inégalité Ale12 < 2 £ .df est 1a cls de la preuve

de 1'unicité dans 1; probléme de rafle discpntinu (Moreau [ 141, [15] ,
voir références plus précises plus loin).

Les démonstrations des résultats 1) et 2) utilisent 1'ex-
tension d'un théoréme de Jeffery donnée au § 1 . Ce théoréme a fait
l'objet d'un exposé précédent [16] , mais ce qui est utile ici est
dit dans le § 1 . Pour le théoréme 9 on donne aussi la démonstration
originelle du premier auteur basée sur la technique du "déploiement"
(technique présentée et déja utilisée dans [16]) .

Le dernier résultat (théoréme 11) compléte 1'étude des fonc—
tions vectorielles 3 variation bornée d'une variable réelle du premier

auteur ([14],[15]) et une formule de Dinculeanu ([ 6 D

§ 1. UN RESULTAT DE DERIVATION D'UNE MESURE VECTORIELLE SUR UN INTER-

VALLE.
Théoréme 1. - Soit I wun intervalle réel, X un Banach, U  une

mesure de Radon positive sur I , Vv une mesure vectorielle sur I 2

N s dv
valeurs dans X ayant une densité par rapport i u , & appartenant




a £ioc(I’u; X) . Alors en yu-presque tout t

AV o opgm YAttrel) | v(lt-e,t])
o 51-1>m0 NERTTD) 11_‘:‘0 w(lt-e,tl)
€ >0 e>0

(avec les conventions % =0, u(lt,t+e]) = u((t,t+e] NI) et les

trois autres formules ayec v et [t-€,¢]) .

Commentaires. Pour Vv réelle ce théoréme est di 3 Jeffery ([10]
th. V. p. 655 et aussi th. XI p. 662 ; pour un article plus récent
et plus moderne voir Ellis-Jeffery [8] th. 3.2 p. 228) . Pour une
démonstration du théoréme de Jeffery pour X ayant la propriété de
Radon-Nikodym, donc en particulier pour X = R , voir Moreau-Valadier
[16] 5 on y utilise la technique du déploiement. La preuve ci-dessous,

calquée sur Dunford-Schwartz [7] th. 8 p. 217, utilise le théoréme

de Jeffery pour v réelle.

- %% . Comme ¢ est fortement mesurable (¢ est

Preuve. Notons ¢
localement Bochner-intégrable), il existe un sous-espace vectoriel sépa-
rable Z de X tel que ¢(t) € 2 U-p.p . Soit (zn) une suite dense

dans Z .

Appliquons le théoréme de Jeffery &voqué ci-dessus 3 la mesure

réelle positive Ve qui a la densité
t — lp(r) - zn" par rapport i 1y .

Il existe Nn négligeable tel que si t § Nn

v (t,e+e])

"‘p(t) = Zn“ = lim m

e>0
e>0



Soit N =UN_ U {t]|e() ¢ z}

Soit t ¢ N . Fixons n>0 . Il existe n€ N tel que
(1 lo(t) - 2 1<n

Comme t § Nn il existe &y >0 tel que V e € ]0,601 on ait

\)n([ t,t+el)

(2) |m)— = lo(e) - zn" | <n.
Comme
/ lo(s) - e(t)lu(ds)
[t, t+¢€]
<f (lo(s) = z I + lp(e) - zn")u(ds)
[t, t+e€l b

< v (e, e+el) + ule,e+el)n

on obtient, en divisant par u([t,t+¢€])
I =
I et @ S PONED gLy

@ ut, t+el) wdt,eve) TNt

Compte tenu de (1)(2) et (3) , pour t§ N, < e, ona

/ lo(s) - o(t)lu(ds)
) [ t,t+ el

N

3n
ut,t+el)

Comme on a

vl t,t+¢el)
Hu(l t,t+el) 401
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I @(s) - v(t))u(ds)
- [t,t+¢€] I

u( t,t+€])

[ lo(s) - w(t)lu(ds)

< Ltt+el

ult,e+e])

(4) implique la premidre formule de 1'énoncé. La formule "a gauche' se

justifie pareillement.

§ 2. MESURE DIFFERENTIELLE DE LA COMPOSEE D'UNE FONCTION CONVEXE ET

D'UNE FONCTION vlb.

Hypothéses. Soit I wun intervalle réel, X un Banach, f € v1b(I;X)
(c'est 3 dire f est une fonction de I dans X & variation bornée
sur tout sous—intervalle compact de I) , Q un ouvert convexe de X .

Y ¢ > R une fonction convexe continue. On suppose V [a,b] C I s

f({a,b]) est un compact contenu dans § .

Remarques. 1) L'hypoth&se f(I) C Q@ ne suffit pas & assurer

"Y o f est vlb" . Exemple :

X=R, a=1-5,30, v =g’ , 1=10,01,

t si te[O,%[

f(t) =

N1



16.6

2) Le simple fait "f € v1b(I;X)" implique que Y [a,b]C I ,
f(la,b]) est un compact de X . Le déploiement en fournit une démons-
tration simple : avec les notations du § 2 de Moreau-Valadier [16] ,

on a
f=Fow et f(la,bl) CF(w (a),w (b)])

et le dernier ensemble est compact car F est continue. Mais le compact
f(la,b]) peut sortir de @ méme si £(I) C Q , c'est ce qui se passe

dans 1'exemple précédent.

Proposition 2. - Pour tout compact K contenu dans £ , Yy est

lipschitzienne sur K et la multiapplication x> 3y(x) définie sur

K est 3 valeurs non vides et de graphe compact dans K x X; (Xé dési-

gnant X' muni de o(X',X)) .

Remarque. Pour X = Rd c'est le th, 24.7 de Rockafellar ([17]

p- 237) .

Preuve. Pour tout L € q il existe V voisinage de X tel que vy
soit majorée sur V . Alors d'aprés Moreau ([12], [13] 11.2 p. 79 ;
cf. aussi, pour la démonstration, Valadier [19] th. 10 p. 72)
U 3Y(x) est une partie &quicontinue de X'
x €V
et x "> 9y(x) est s,c.s. de V dans X; . Comme K peut étre

recouvert par un nombre fini de tels voisinages, 3v(x) est une

V]
x € K
partie équicontinue, donc contenue dans une boule de X' de centre 0



de rayon C . Grace 3 sa semi~continuité supérieure, x> JIy(x) est
de graphe compact dans K X X; .

Si  (x,y) € I(2 » on a, pour x' € 3y(x) ,
Y Sy + <x',y-x> < vy(x) + cly-xl
Comme x et y jouent des rdles symétriques on a

Y - vy | <cly-xl

Lemme 3. - Soit p et X des mesures réelles bornées sur [a,b] ,

U 8tant positive. On suppose J C € [0,[ tel que Y J intervalle

semi-ouvert 3 gauche contenu dans [a,b] on ait [A(D)]| <cu J) et

que [A({ah| <cu(fal) . Alors |A| <cu

Preuve. La mesure Cu -A (on peut faire le méme raisonnement avec
Cu+ A) a, d'aprés les hypothéses, une fonction de répartition (cf.
Moreau-Valadier [16] § 1 D) croissante, donc elle est =0 . De

ASCp et =X <Cyu on déduit
[A] <cu
(La démonstration initiale du second auteur était laborieuse, 1'idée de

celle-ci est due a J. Saint-Pierre).

Proposition 4. - La fonction v o f appartient 3 vlb (I;R) . De
plus d(y o f) << |df]

Preuve. 1) Si CE€[0,o[ est tel que Y soit lipschitzienne de
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rapport < C sur f(la,b]) on obtient aisément
var(Yy o f; a,b) < C var(f; a,b) ,

ce qui établit Yy o f € v1b(I;R) .

2) Etant donné [a,b]C I, soit [a',b'] un voisinage de [a,b]
dans I et C wune constante de lipschitz de vy sur f([a',b'])

8i J =1s,t] est contenu dans [a,b] on a

latv o Us,eh) | = [y(£7(£)) - v(£* (s |
S clf(t) - £7(s)l  (remarquer que £'(t) € TCaB'T))
= Cld£(s,t ]I
< cldf|ds,t])

On montre pareillement
[d(y o £)({a})] < c|df| ({a})

D'aprés le lemme 3, on a pour les mesures induites sur [a,b]
[d(y o f)[l[a’b] < C[df[l[a’b] s

ce qui prouve [d(y o £)| << [df| .

Lemme 5. - Soit 1y une mesure de Radon positive sur I telle que
§ e - £
|df| << . On suppose que df a une densité par rapport a 1y, g—u

1

a £
(appartenant 3 loc

(I,u; X)) . Alors les deux fonctions réelles

Py s B sup (<g, SO >] g€ ay(FT ()} et
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o 5 v fut {<g,d—§(t)>| g € 3y (£ (1))}

. " df s .
sont up-mesurables (boréliennes si on prend o limite d'une suite de

fonctions boréliennes &tagées) et localement p-intégrables.

Remarques. 1) Un bon moyen d'assurer 1'existence de £o serait de
Semarques, y du

supposer que X a la propriété de Radon-Nikodym.

. df . 1 s e df
£ i L s == -
2) Dire que oy appartient 3 10C(I,u,X) signifie que ay est loca
lement Bochner-intégrable, ce qui implique une propriété de mesurabilité

assez forte.

3) Il est courant de supposer g% U-mesurable. Mais on peut prendre
une fonction dans la méme classe d'équivalence Borel-mesurable limite

d'une suite de fonctions boré&liennes étagées.

Preuve. 1) Supposons (cf. la remarque précédente) g€~ limite d'une
suite de fonctions boréliennes &tagées. On va montrer que ¢, est
borélienne sur tout intervalle compact [a,b] contenu dans I . Soit
K=7f(a,b]) . D'aprés la prop. 2 la multiapplication x +— 3y(x)
définie sur K est s.c.s. et 3 valeurs dans une boule B(0,C) de X'

Posons, pour u€ X, x€ K ,
*
$(u,x) = 6§ (u] 3y(x))
Remarquons que

2u(0) = oG, £ (o)

£ - o % 5 " s B
Comme gﬁ et f sont limites de suites de fonctions boréliennes &ta-
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gées, la fonction
df =
t > (G, £ ()
Ja,bl] — X x K

est borélienne, et il nous suffit de montrer que ¢ est borélienne.
Or on a :

(1) ¢(u,x) = - clul

(ii) ¢(.,x) est continue

(iii) ¢(u,.) est s.c.s.

Pour tous vE€ X et k€ N 1la fonction

(u,x) +— ¢(v,x) + klv-ul est s.c.s. sur X x K (grace a (iii)).

Par conséquent Qk définie par
¢k(u,x) = inf {¢(v,x) + klv-ul | v € x}

est s.c.s. , donc borélienne. Il est alors assez facile de vérifier

(grace a (i) et (ii)) que ¢ = sup ¢k » ce qui prouve que ¢ est
kEN

borélienne : une démonstration détaillée de ce résultat est donnée dans

Castaing-Clauzure ([ 2] théor&me 3 page 11) . On trouve déja un résultat

de ce type dans Hausdorff ([9] § 42 p. 282-283).
2) Avec les notations du 1) , on a sur Ja,b]

£

[ (t) | < C|d§(t)“ , ce qui prouve que

¥y est localement u-intégrable.
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*
3) Des arguments analogues valent pour ¢ .

Remarque. La technique du 1) permet d'éviter de supposer X séparable.
Si X est séparable, on peut utiliser une représentation de Castaing
de x> 3y(x) (cf. Castaing-Valadier [3]) et en déduire la mesurabi-

lité de ¢,

Théoréme 6. - Soit I un intervalle, X un Banach, u une mesure

de Radon positive sur I , £ une fonction appartenant & vlb(I;X)

On suppose, que la mesure différentielle de f , df , a une densité

5 1 .
g% appartenant 3a £10c(1,u;X) . Soit © wun ouvert convexe de X et

Y : >R une fonction convexe continue. On suppose que VY [a,b] C I ,

f(a,b]) est contenu dans Q .
Alors Yy o f appartient & vlb(I;R) , d(y o f) est absolu-

. 5 * :
ment continue par rapport 4 W et, ¢, et ¢ &tant les fonctions
£t * &t

définies dans le lemme 5 on a

9, (1) < -d(—Yd-ﬁ—f)(t) <¢*(t) u=p.p.

*
De plus, si € ={t€ 1|df({t}) =0}, ona oy =9 W-p.p. sur C,

autrement dit, u-p.p. sur C By(f+(t)) (égal a By(f_(t))) est

df
E;(t)

contenu dans un hyperplan affine de X' orthogonal a

Remarque. Si y est Giteaux-différentiable les expressions de Yy et

*
' se réduisent a

s *
Pu(®) = <y (£ (©), >, @ = <yt ,§§<t>>
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On peut observer que dans ce cas la continuité de vy résulte de la
convexité et de la Giteaux-différentiabilité (en effet X &tant un

Banach, y s.c.i. = y continue).

Commentaires. Ce théoréme est un résultat de '"dérivation de fonction
composée'. Le cas oli f est absolument continue et Y différentiable
est €lémentaire. Brézis ([ 1] lemme 3.3 p. 73) traite le cas ot f
(notée wu) appartient 2 WI’Z(O,T;H) , Y (notée ¢) convexe s.c.i.
propre ; il supposeA f(t) € dom(3Y)p.p. et 3 g € LZ(O,T;H) telle que
g(t) € 9Y(£(t)) p.p. Moreau [14] traite le cas, rappelé dans 1'exemple
3 ci-dessous, ol X est un Hilbert, vy(x) = "x"z et f € vlb(I;X)

Avant de passer a4 la démonstration donnons trois exemples.

Exemple 1 . Prenons X =R , t€ I tel que en t f saute de 0
a 1 (plus précisément f-(t) =0, f+(t) = 1) . Prenons yu telle
que u({t}) =1, de sorte que %%(t) =1 . Alors

d(y o £) ({t}) = y(1) - v(0) . La formule d'encadrement du théor&me

signifie ici que

1 < - < 4!
Y3(0) < v(1) - v(0) Yg(l)

oll Yé(O) (resp. Yé(l)) est la dérivée a droite (resp. a gauche) en 0
(resp. 1) . Cela se vérifie directement. De facon plus générale, la
formule d'encadrement est &lémentaire aux points t qui sont des atomes
de o .

Exemple 2 . On prend X = ®r? , I=1[0,11, £(t) =(0,t) , u
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mesure de Lebesgue, vy(x) = [xll (avec x = (xl, xz)) . Ici en tout
£, 3(E() =[-1,11 x (0} et %(t) = (0,1) , ce qui illustre la

derniére partie de 1'énoncé.

Exemple 3 . Pour X Hilbert et Y(x) = "x"z , comme dv(x) = {2x} ,
LXemp e

on a

<2£7(b) ,g_ﬁ(c)> < d"f" (t) < <26£%(vy , i(t)> -p.p.

ce qui &quivaut i la formule de Moreau ([14] coroll. 5.c p. 33 et

[15] prop. 2)
267 .df < al 12 < 2¢% af .

Rappelons que la seconde inégalité est la c1é de 1'unicité
dans le probléme de rafle discontinu (Moreau [14] prop. 6.b p. 36 et

[15] prop. 3)

Preuve du théoréme.

D'aprés le théor&me 1 il existe N u-négligeable tel que

si t4§N

d(yof)(t) im & o HHUt,e+el) - 1ip 4y o Hdt-e,t)

du u(lt,t+e]) 50 ((t-¢,t])

> 0
> 0 >0

et

df((t,e+el) _ df((t-e,t])
u(dt,t+e€l) u(l t-¢, t])

df ’
d—u(t) = 1lim
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a) Si t ¢ N on a, pour tout g € 3Y(f—(t))

d(y o ) (Lt,e+e]) _ (£ (t+e)) - Y(E (1)
uc,t+el) W, el)

. _
f (t+e) - £ (t)
Z <& o

En passant 3 la limite on a

d(y o f)

df
> < -
1 (t) g 1u(t) g

d'oli, en prenant le sup en g

e CETN)

b) Si t ¢ N on a, pour tout g€ BY(f+(t))

dy o B t=-e,t]) _ Y(E () = y(£ (t-€)
ud t-e,th) u( t-e,t])

4+ -
f (t) - f (t-¢)
< <& T

En passant 3 la limite on a

d(y o f)
du

(< <g,Ew>
d'oll, en prenant le inf en g
d(y o f) *
() <e(n) .

) Si t€C, ona £(0=£(0, da ¥ <o (v .

*
Donc ¢, =¢ u=p.p. sur C .
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§ 3. FORMULE DE VOL'PERT.

Vol'pert ([20] § 13.2 p. 248) a donné une formule pour la
dérivée au sens distributions de y o f ofi y est réelle de classe C1
sur BP et f est vlb » mais & plusieurs variables. Le cas plus

simple ofi f est une fonction d'une seule variable permet d'appliquer

notre méthode et de prendre f 3 valeurs dans un Banach.

Théor&me 7. - Soit X un Banach, I un intervalle, f € v1b(I;X)

Y réelle de classe C1 sur X , u une mesure de Radon positive sur I .

On suppose que df a une densité %% appartenant a fioc(l,u;X) . On

note

y' 6 £ la fonction sur I définie par

1 -
('8 B = [ y'(rf (r) + (I-0) £ (r))dr .
0

Alors Y o f € vlb(I;R) et d(y o f) admet la densité suivante par

rapport 3 u
oA df
t i <y of)(t),d—u(t)>

Exemple. Si X est un Hilbert et vy(x) = "x“2 on a

1
[ 2(e£7 () + (1-n)£F () dr
0

[}

(v' & £) (1)

£(t) + £ (1)

2
el - .
Donc EE%T~(t) = <:f+(t) + £ (t) ,%%(t):> , ce qui &quivaut 3 la formule

de Moreau ([14] prop. 5.b p. 30 et [15] prop. 1)
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ae? - (e ag .

Pour X = R cette formule semble connue depuis au moins 1918 (cf.

Daniell [4] p. 362).

Preuve. On vérifie facilement que d(y o f) << |df| . On peut faire

la démonstration avec u = |df| . Soit I, =1t I £7(0) # £ (D) et

1) Etablissons la formule sur I.. Ona d'aprés le théoréme 1 H-p.p.

d(y )(t) = lim d(y o ) ([t,t+e€])

o f
du & 5 0 u( t,t+e€])
e>0
e YET(EE) - v(E (1)
= u(t,t+el)
df £ (t+e) - £(b)
et d_u'(t) =€1im0 —W 3
>0

On a, pour MW-presque tout ¢t ,

+ =
—f—"(l—'(:[—*.—te)t_:—[_:]f)(-t)— = :—ﬁ(t) + n(€) avec nN(e) >0 quand € >0, d'od

le "développement limit&"

+ - df

f(t+e) = £ (t) + U([t,t+€])[a(t) + n(e)]
Comme W = [df| et tGIc .

u@t,t+el) > [df|({t}) =0 quand e 0 .
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On a, en x = f (t) ,
Y(x+h) = v(x) + <y'(x) ,h> + Iulg(h) avec C(h) >0 quand h + 0.
D'oli
Y(E e+ e)) = v (£ (1) + <y E @)l e e s el SR + )] >
. "u([t,t+€])lg—£(t)+n(€)]"c(u([t,t+€])[%§(t)+ n(e)1)

d'ol

Y(E (4 e)) = y(£(0) _
u t,t+el)

<y @), Ew>

+<yE @) > + 15 + nE e s er e + ne)) .

Quand € >0 , %%(t) + n(e) reste borné dans X et u(lt,t+el) >0

donc

Y(E (E*e)) - y(£ (1))
u( t,t+e€])

> <y'(£ (1) ,-g-§<t>> )

D'oll presque partout sur I, <—i—(laﬁ-—-f——)—(t) = <y'(f (r) ,%%(t)>

ce qui donne bien la formule de 1'énoncé car, sur Ic 5

£(t) = £(8) donc (v' 8 £)(t) = v' (£(t)) .

2) Considérons maintenant I, . Pour t€ I, ona u({th) >0 et

d(¥ 0 £) () - 4 0 HUtH_ y(E(D) - y(£ (1)
du : u({th w({th :

or YE®) = v (©) = - [yt (©) + -0t )]
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! d = +
== Faef () + Q-0 (e)lar
0

1
- <y () ¢ (A-DET(R) L £ (D) - £ () >dr
0

1
<J Y'@E(t) + (-p)f (t))dr, £7(t) - £ (t)>
0

<@ B ), £ () - £ (t)>

1]

. .
von U - < s po , EOLEO s 5 (0, 80>

Remarques. 1) Pour X = R on peut raccourcir la démonstration du 1)

d(y o B)(Le,e+el) _ y(£ (t+e)) - y(£ (1) £(t+e) - £(r)
ut,t+el) fere) - £ (1) ut,t+e])

converge, pour t € Ic » t n'appartenant pas 3 un négligeable ad hoc,

vers y'(f_(t))%(t) .

2) Le 2) de la démonstration pourrait donner encore une information
= & R
pour Y convexe : r+> y(rf (t) + (I-r)f (t)) est primitive de sa

dérivée 3 droite.

§ 4. MESURE DIFFERENTIELLE DE LA COMPOSEE D'UNE FONCTION LIPSCHITZIEN-

NE ET D'UNE FONCTION vlb .

Théoréme 8. - Soit X un Banach, I un intervalle, f € v1b(I;X)

Y une fonction réelle sur X lipschitzienne sur tout borné de X »

M une mesure de Radon positive sur I . On suppose que df a une den-
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" df % 1
& = £ .
sitée an appartenant 3 loc(I,M,X)

Alors y o f € vIb(I;R) , d(y o f) est absolument continue par rapport

H e_t u—Eresgue Eartout

™

——-d(guo Deye U {<8y(x) ,%(:)> [xe £, £ ]}

(o0 3y(x) désigne le gradient généralisé de Clarke de Y en x, ol

- + -
[£f (), f ()] désigne le segment d'extrémités £ (t) et £7(t) 5

ot <3Y(x),y> est 1'ensemble {<x',y> | x' € v (x)})

Preuve. Distinguons A = {t |u({t}) >0} et C=1 - 4 .

1) Si t€aA

d(¥ 0 £) oy o YE (D) - (£ (1))
du u({th

Or, d'aprés Lebourg ([11] th. 2.1 p. 796) , si f£'(t) # £ (t) il
existe x € ]f (t) 5 f+(t)[ et x' € 3y(x) tel que
YE(®©) - v(E () = <x', £ () - £(0> . si £7(0) = £(0) 1a

formule précédente est vraie avec n'importe quel x' de dy(f (t))

La formule de 1'énoncé pour t € A en résulte aussitdt.

2) On a, d'aprés le théoréme 1 , H-p.p. sur C

dy 0 By . pyn YE(E+E) - (£ (8))
du € >0 udt, t+el)
e>0

Comme ci-dessus
Y(E (E+e) - y(E () = <x!,f(tve) - £(0)>

ol x:: € aY(xe) pour un x  appartenmant 2 [£ (), f+(t+ e)] .
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On a donc

4 -
d(y o f) I i f (t+e) - £ (v)
———-au——(t)—-llm <xE 6 B e > .

On sait qu'en u-presque tout t

£ (t+e) - £(b)

~= comnverge en norme vers E(z;)
ude, t+red & an

Soit [a,b] un voisinage compact de t dans I . Alors K = 0 a,bl)
est un compact contenant f (t) et , pour € assez petit, f+(t+€)
La multiapplication 3y &tant 3 valeurs o(X',X) compactes et s.c.s.
xé a une valeur d'adhérence faible x' appartenant a dy(f (t)) (ne

: + -
pas oublier qu'on est sur C donc que f (t+¢) > f+(t) = f (t))

D'ot ﬂilag—ﬁl(t) - Lt ,ﬂé(c)>

§ 5. UNE PROPRIETE DES FONCTIONS vlb REELLES.
Théoréme 9. - Soit f € vlib(I;R) avec f=> 0 . Alors

@ntde] £

0D =0 et

@n " del £ ()

[}
o

(3]

(ici (df)+ désigne la partie positive de la mesure df) .

Ce théoréme est di au premier auteur. On commencera par le
démontrer en utilisant le th&oréme 1 puis on donnera la démonstration

originelle du premier auteur.
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Premiére démonstration.

Soit ¥ une mesure (de Radon) > 0 telle que laf] < p .
. daf, + o +
On sait que (—cﬁ) est une densité de (df) par rapport & u (cf.
Rudin [18] th. 6.13 et 6.14).
1) D'aprés le théor&me 1 on a u-p.p.
df((t-€,t])

37wt e, eD)
E>0

(t)=1

£() - £ (t-¢)

= lim M)

Si de plus f+(t) =0, ona %(t) <0 .
Ainsi sur {t]£'(t) = 0} on a %(t) <0 p.p. donc (g—§)+(t) =0
d'od (@6) ({t] () =oh =0 .

2) Comme en 1)

+ -
df . f(t+e) - f (v)
&0 = e ST ereD
e>0

sur {t|f (t) =0}, g%(t) est =0 y-p.p. d'od (du) (t) =0 p.p.et

@) ({t|£ () =0} =0 .

Deuxiéme démonstration.

On utilise les notations du § 2 de Moreau-Valadier [16] .
On suppose, quitte 3 remplacer f par 5 sur int(I) , que f est
c.a.d. sur int(I) . Soit f =TF ow 1la factorisation de f . Par

construction F est i valeurs >0 . Comme df est 1'image de dF

par p, (df)+ est majorée par 1'image de (dF)+ . L'ensemble
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{t | £(t) = 0} = f—l(O) est réunion des deux boréliens C = {t € f—l(O)lw

est continue en t} et A = f—l(O) -C .

a) Montrons que p_l(C) est (dF)+ négligeable ce qui entrainera
(df)+(C) =0 . Comme pour t € C , p_l(t) = {w(t)} et

Fwit)) = £(t) =0, ona p (O CF(0) . Orsi s€FI(0) et
si F'(s) existe on a F'(s) =0 (puisque F >0) . Comme |F'(s)]|
est une densité de |dF| par rapport i ds , F-l(O) est |dF|-

négligeable donc a fortiori (dF)+—négligeab1e.

b) A est un ensemble dénombrable (éventuellement fini). Si te€ A ,

f est discontinue en t et
df({th) = £(£) - £ (£) = - £ () <O,
+ +
d'ol (df) ({t}) =0 et (df) (A) =0 .
Variante de b . Si t € A, p—l(t) =[w (t) ,w(t)] et, comme
F(w(t)) =0, F(w (t)) >0 et que F est affine sur [w (t),w(t)] ,

F'(s) est <0, donc dF induit une mesure négative sur cet inter—
+

valle et (A7) (p (€)) =0 , d"0l, comme gn ), @O (tH =0 .

§ 6. FONCTIONS vb A SAUTS ALIGNES.
Définition. On dit que f € v1b(I;X) est 3 sauts alignés si

VEET, £(t) €[f (t), £(1)]



16.23

Lemme 10. - Soit X un espace normé strictement convexe, a,b,c

des points de X tels que c ¢ [a,b] . Alors

ﬂa-cﬂ+ﬂc—b||>na-b||

Preuve. Si la-cl > la-bl ou lc-bl > la-bl 1le résultat est vrai.

Supposons donc la-cl < la-bl et lc-bl < la-bl . La sphére

S(a,la-cl) coupe [a,b] en un point d et la sphére S(b,lc-bl) coupe
[a,b] en un point e . Si la-dl > la—el 1le résultat est vrai. Suppo-
sons donc la-dl < la-el . On va aboutir a une contradiction. Compte

tenu de 1'inégalité triangulaire
Fa-cl + lc-bl > la-bl ona d=e .

Soit alors x 1le milieu de [c,d] . La norme &tant strictement convexe,

on a

la-bl < la-xl + I x=bll

< la-dl + ld-bl , ce qui est absurde.

Illustration :

——L cas la-dl > lael
X
‘—}— cas (impossible) d = e .

w
o

[=%
o
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Théoréme 11. - Soit I wun intervalle de R, X un Banach,

f € vib(I;X) , v une fonction variation de f .

1) Ona [df] <dv
2) Si Ve€int 1, IE(r) - £(0)l =N () - ()N + HECe) - £ ()l

(ce qui a lieu si f est 3 sauts alignds) on a |df| = dv .

, £(0) § £ (0),£ (0],

3) Si X est strictement convexe et si en t

alors [df|({t}) < dv({t})

4)  Par conséquent si X est strictement convexe on a équivalence de

"ldf] = dv" et de "f est 3 sauts alignés'.

Commentaires. Le 2) est donné par Dinculeanu ([6] § 17 remark 5
p. 362-363) pour f continue & droite sur int I . Le 1) a &té
démontré par Moreau ([14] p. 17) en référant i la théorie de 1'inté-
gration de Bourbaki ; il est contenu dans la preuve de 1'existence de

df par Dinculeanu.

Preuve. I1 suffit de démontrer le théor@me pour I compact. Pour 1)
et 2) cela évitera de se battre avec les boréliens relativement compacts.

Supposons donc I =[a » bl

1) Soit C={la,pl |[a€ 1, bEI, a<b}U {{ao}}

L'algébre A engendrée par C est formée des unions finies disjointes
d'éléments de C . On sait que A engendre la tribu borélienne B(I)
et y est dense pour 1'écart de Nikodym (A,B) > dv(A A B) (d'aprés
Dunford-Schwartz [7] III.7 lemme 1 p. 158 1'adhérence de A dans

B(I) est une tribu, c'est donc B(I))



16.25

Pour la,b]C I on a

df(Ja,b]) = £ - £'(a)
dv(la,bl) = v' () - vi(a)
Or, Vs<t, ona lf(t) - £(s)l <v(t) - v(s) , d'oh en prenant les

limites 3 droite en a et b
150y - 5@l <v' ) - v
c'est a dire

Tagda,bHl < dv(la,bl)

Pour {a } on a
o

lag({a_h! "f”(ao) - £(a )]

< v+(ao) - v(a)

dv({ao})

Par additivité on a, Y A€ A, ldfa)l <dv(a) .

Par continuité relativement i 1'écart de Nikodym on a
Y B E B(I) , ldf@®)I < dv()
On en déduit aisément |df| < dv .

2) a) Soit a € I point de continuité de v et b€, b>a
avec : soit b point de continuité de v , soit b =b On va

montrer |df|(]a,b]) = dv(la,b]) . On a dv(a,bl) = v(b) - v(a)

Soit € >0 . Il existe une subdivision (to,...,tn) de [a,b] telle
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que

1

n~Mp

"f(ti) - f(ti—l)" = v() - v(a) - € . La difficulté vient du
1

fait que certains t, peuvent étre points de discontinuité (i droite -
on omettra cette précision dans la suite) de f . Soit k 1le nombre

de ces points. Si ti est un tel point, il existe n; >0 tel que

(i) ni<lmin{|tl-t 1 < %< np}

2 l—ll |

i [ . = £ < £ I = g7 < £
(ii) If(t.1 n) - f (ti)l 5% et (e, +n) - f (el < 7k

(iii) t‘1 -n. et t., + ni sont points de continuité de f .

Soit (90,...,9m) la subdivision de [a,b] formée des points

€. 550 s & 5t augmentée des t, - n, et t. +n. . On a
o n i i i i

m
E ﬂf(ej) - f(ej_l)ﬂ 2 v(b) - v(a) - ¢

j=1

Parmi les termes f(ej) - f(ej_l) certains sont de la forme

f(ti) = f(ti_ni) ou f(ti+ni) - f(t.l) , ol t,

i estun point de dis-

continuité de f ; pour les autres ej et ej_l sont points de
continuité de f et le terme vaut df(]ej_1 ,ej]) . Remarquons que

“f(ti) - f(tiu-ni)ﬂ + Hf(tiq-ni) - f(ti)“

- & e
> Ilf(t.l) - £ (ti)" + I f (ti) - f(ti)ll -5

]

Hf+(ti) - £ (el - £ (cf. 1'hypothse de 1'snoncé).

[}

€
de({ti})ﬂ %

On a donc un nombre fini d'intervalles disjoints de Ja,bl : certains

]ej—l ,Sj] et les {ti} (t:.1 point de discontinuit&) tels que la
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somme des normes de leurs df-mesures soit

Zv(() -v(@) - e-k==v() -v(a) - 2e . Ceci dtant vrai pour

£
k

tout € >0, on a

[df|Ja,b]) > v(b) - v(a) = dv(la,b])

b) Définissons Co comme 1l'ensemble des intervalles l]a,b] consi-

dérés en a) wunion le singleton {ao} . Pour {ao} on a
=1 =gt = [
Idf]({ao}) df({fa b £ () - £(a)
D'aprés Moreau ([ 14] prop. (2.b) et Scholie, page 7)

Iy - £l = v'@) - va) |

donc Idfl({ao}) =dv({a }) . Onadonc VaAE C, » ldfl) > av(a).

c) Compte tenu de a), b) et du 1)

Cela implique que, si F et G sont des fonctions de répartition

» VAEC , |df | (A) = dv(a).

continues 3 droite sur la,b [ (cf. [16] § ID) de respectivement |df|

et dv , choisies de fagon 3 coincider en un point de continuité de
elles coincident en tout point de continuité de v et en b . Comme
ces points sont denses, F et G sont égales sur ]a,b] et aussi

en a (grdce au b)) d'od |df| = dv .

vV,
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3) D'aprds Moreau ([14] prop. (2.b) et Scholie p. 7) on a

I - v(r) = £ ) - (o)l
et v(t) = v (t) = l£(t) - £ (t)l
D'od dv({eh) = v (e) - v(t) + v(t) - v (t)

Ie¥ () - £(o)1 + I£(e) - £ (o)l

>UET () - £ (0 (cf. lemme 10)
= lds({ehl
= lagl ({th
4) Si f est a sauts alignés on a |df| = dv d'aprés 2) . §'il

existe un saut non aligné on a [dfl # dv d'aprés 3) .
Remarque. La technique utilisée en 1) offre une possibilité d'établir
1'existence de df (connaissant 1'existence de dv !) en n'utilisant
que les mesures '"abstraites" : le passage de A a B(I) serait jus-

tifié par le théoréme de Kluvanek (Diestel-Uhl [5] p. 27)
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