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SEMINATRE D'ANALYSE CONVEXE

Montpellier 1982, Exposé n° 6

ISOTROPIE ET CONVEXITE

DANS L'ESPACE DES TENSEURS SYMETRIQUES

M.D.P.M. MARQUES et J.J. MOREAU

0. INTRODUCTION.

Soit X un espace vectoriel euclidien de dimension n , iden-
tifié 3 son dual. On note fs(X) ou, simplement, fs 1'espace vectoriel
des applications linéaires autoadjointes (on dit aussi symétriques) de X
dans X et £:(x) ou simplement ﬁ; le cBne convexe fermé de £S
formé par les applications lindaires autoadjointes semi-définies positives.
Dans [1], théor. 5.1.(i) p. 363, J.M. Ball prouve le résultat sui-
vant : si Y : Rz >R est une fonction symétrique, la fonction g
définie sur £;(X) par g(V) = w(vl,...,vn) , ol les v, oz 0 sont les
valeurs propres de V , est convexe si et seulement si y est convexe.

Nous observons d'abord que la positivité, qui est cruciale dans

les démonstrations de Ball, peut 8tre &vacude du résultat :

THEOREME 1. Soit ¢ wune fonction symétrique sur R™ 3 valeurs
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dans R (ou plus généralement dans R= [-w, +x]) et posons

£(S) = kp(sl,...,sn) , ol les s; sont les valeurs propres de S € -CS(X).

Alors f : .ES(X) + R (resp. R) est convexe si (et seulement si) ¢

est convexe.

En effet, étant donnés S, T € £s on peut prendre k € R
assez grand pour que S+kI et T+kI soient dans £; (1 désigne
1'application identique de X) ; d'aprés le résultat de Ball, la fonction
w(xl,...,xn) £ W(xl—k,...,xn—k) (qui est convexe et symétrique puisque
+

¢ 1l'est par hypothése) définit une fonction convexe g i L’S >~ R et

il vient pour tout ) € ]0,1[
FAS+ (1-0)T) = g(A(S+ kD) + (1-A)(T+kI)) <

<Ag(S+ KI) + (1-0)g(T+kI) = Af(S) + (1-2)£(T) 9 O ¢

L'application principale de ce théoréme concerne la théorie
de la plasticité : S est alors un tenseur de contraintes et ses valeurs
propres ne sont pas en général positives.

Le propos de ce rapport est double : d'ume part (§1),
prouver ce théoréme sans faire appel & la positivité des valeurs propres
(essentielle dans la méthode de J.M. Ball) ; d'autre part (§2), exhiber
une preuve aussi simple que possible pour la dimension n = 3 , ce cas
particulier &tant de loin le plus important dans la pratique.

On va reformuler d'abord le théoréme 1 dans un autre langage.
On fixe une base orthonormée (bi) dans X et on note 35 le sous-espace

vectoriel de fs(X) identifiable & R" constitué par les S € -CS

représentés sur (bi) par une matrice diagonale (i.e. S E€JR ¢ les b,



sont des vecteurs propres de S) . Si S € -Cs et RE @(X) (groupe
orthogonal de X ; R* = R_l) 1'élément R(S) = R_]SR est dans £S S
ainsi @ opére dans £s . On appelle orbite de S 1'ensemble, noté
O) , des R sk pour R€ @ . C'est aussi bien (9+(S) (CO+ groupe
orthogonal positif de X) , car tout produit d'un élément de O\(O*
par une réflexion appartient a G et il existe visiblement des
réflexions laissant S invariant. On montre facilement que 1'orbite de
S € -CS est l'ensemble des &léments de 'Cs ayant les mémes valeurs
propres que S avec les mémes ordres de multiplicité respectifs. En
particulier, B € (M(S) NB ssi sa matrice par rapport a (bi) se réduit
a une diagonale constituée de ces valeurs propres avec les multiplicités
requises. On dit d'une fonction f : -CS + R qu'elle est isotrope si

elle est constante sur chaque orbite (i.e. si elle ne dépend que des

valeurs propres). Il est clair que le théoréme | équivaut a :

THEOREME 2. Soit f : £S > R une fonction isotrope ; alors f est

convexe sur .CS si (et seulement si, bien sfir) sa restriction a I est

convexe.

COROLLAIRE . Soit 3{ une partie isotrope de £ , i.e. une réunion
s

d'orbites. Alors XX est convexe si et seulement si Kﬁ?; est convexe.

Autrement dit, 1l'ensemble des S € -Cs dont les valeurs propres
appartiennent & un convexe symétrique de R" donné est une partie

convexe de -CS .
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s PREUVE DU THEOREME 2.
Deux lemmes seront nécessaires. Sur -Cs on considére le

produit scalaire euclidien § : T = tr ST.

LEMME 1. Pour tout Elément B de B , la restriction de la forme

linéaire T > B : T & une orbite @(S) atteint son sup en un point

appartenant a R .

PREUVE. L'orbite étant compacte, la restriction en question, soit b ,
atteint son sup en un point au moins, soit T0 € 6(8) . On sait
(cf. J.J. Moreau [2] , p. 12.44, th. 1) que (@ (S) = ©,(8) est une
sous—variété de Ls et que l'espace tangent A cette sous-variété au
point T0 est 1'orthogonal du commutant  de TO . L'application
linéaire tangente & b au point To est nulle ; or c'est la restriction
a l'espace tangent de la forme linéaire dT - B : dT . Bref on a
dT € (comTo)l =B : dT = 0 ; donc Becom’l“o Y

Cela terminerait la démonstration dans le cas oi B a toutes
ses valeurs propres distinctes ; dans le cas général, on observe que,
puisque B et T0 commutent, il existe une base (bi) de X les
diagonalisant tous les deux ; il existe par ailleurs R €@ tel que

R(B) = B et transformant (bi) et (bi) 1'une dans 1'autre. Alors

= € . = . = . =
T, = R(T)) D et B: Ty =R(B) : R(I) =B :T =supb ml

LEMME 2. Pour tout T € £S la projection orthogonale de T sur K

appartient i 1'enveloppe convexe de 35N (O(T) .

PREUVE. En effet B N (©O(T) est un ensemble fini ; par ailleurs toute

forme linéaire sur 33 peut s'écrire Aw B : A avec BE€ IS . Donc



si H = proja T n'appartenait pas & co(®N O (T)) il existerait
I8

BeER tel que
¥ A€ B nOT) B:A<B:H=B:T

ce qui contredit le lemme 1. [
Soit alors f : £s >~ R une fonction isotrope et
S =0T+ a'T" une combinaison convexe de T et T'E Ls . Il existe

Re @O tel que S] = R(S) € %OCQ(S) ; on pose T

= R(T),Ti = R(T').

Alors S, = oT

1 1t a'Ti = oA+ a'A", o A et A' sont les projec—

tions orthogonales de '[’1 et T; sur 35 . D'aprés le lemme 2,

A=IBA;, B30, 35, =1, A EPBNO) et de méme pour A’

Si la restriction de f 3 S?) est convexe, on a f(A) < ZSiE(Ai)=f(T)
et de méme £(A') < f(T') , d'ou f£(S) = f(Sl) < af(A) + a'f(A")
< af(T) + a'"f(T") ce qui prouve la convexité de f et donc le

théoréme 2. ]

Le corollaire s'obtient en posant

0 , si s€ R
f(5)={
.

© s sinon

La méthode utilisée fournit en outre le résultat géométrique

suivant :

PROPOSITION. Soit E 1'enveloppe convexe de 1'orbite de S ; alors

projgsg -€nB- co(O(s) NR)

PREUVE. Il est clair que co(((8) NR)C EnBc proj$g . La pro-

jection orthogonale sur .(B étant une opération linéaire, on a
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projg = proj co O(S)Cco(proj ®(8)) Cco co(@(S)NR) = co(O(S)ND

puisque d'aprés le lemme 2 , si T €®(S) alors

proj T € co(O(T) NP) = co(((s) NR) : O

2. UNE METHODE SPECIALE AU CAS =3

n
3 . 3 — .
R Soit ¢ : R > R une fonction

On considére ici X =
convexe et symétrique : \O(P;) = 90(;) , ¥PE .@; (permutation de ]R3) .
Prouver que la fonction f£(S) , obtenue en appliquant ¢ aux valeurs

propres de S € £S , est convexe sur -ES(]R3) . Prenons s,T € .ES

et U =28+ (I-\)T avec 0 < A <1 . Pour fixer les idées, on notera

> - > 3
s, t,u€R les vecteurs de composantes s 2 Sy % S5, t; 2ty t3
et u

] > Uy 5 Ug ol les S5 t:i et uy sont les valeurs propres de

S, T et U resp. ; on pose $= a8 + (]—A)E
I1 suffit d'établir que u € A = co {P ¢ | P €fn}; il s'en-

suivra que :

£(0) = 9@ < D@3 = 9@ <

€ E) + (1-09(E) = AE(S) + (I-A)£(T)

3
On remarque d'abord que tr U = AtrS + (1-A\)trT = 3 )\si+(l—>\)ti
i=1
i.e,
(%) u]+u2+u3=c]+c2+c3.
. > >
En outre, la fonction M(S) = max s. = sup S X.Xx est
* >
Ixl=1
convexe sur -Cs et m(S) = min s; = -M(-S) est concave, d'oli en

particulier
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M(U) < M(S) + (1-0)M(T)

"
0

Xs] + (l—)\)t1
et

m(U) = xm(S) + (1-2)m(T)

As3 + (I—A)t3 cy .

A > .
Autrement dit, u appartient au cube C

3 R
[c3,cl] . Or 1'in
tersection B de ce cube avec le plan d'équation (%) n'est rien
d'autre que l'ensemble A défini plus haut (un hexagone, un triangle

ou un point selon les cas). En effet, tout point extrémal % de B se

trouvant sur une aréte de C , trois cas peuvent se présenter :

1) Xp SR xq =c3 2) xp = xq =iey ou 3) xp = xq = cg
oi {p,q,r} est une certaine permutation de {1,2,3} . Dans le
premier cas, il vient xr = ¢y + c, + ey - (xp+xq) =cy, dans le
deuxiéme, on a X =4 (sinon Zci = ch + X, > zc] + cqy 2 Xci) et
donc CZ =cys de méme, dans le troisiéme cas X, = ¢, C)=cCq.

Dans tous les cas, X est donc une permutation de Z', i.e. X est
un sommet de A .

Un raisonnement semblable, plus simple s'applique au cas
n=2 o O

On peut visualiser la situation par un dessin montrant le

cube C wvu de 1'infini dans la direction (l,1,1) . Le commentaire
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N X3

(C37C] ’CZ)

(CI,CZ,C3) l (C2;C11c3)
v '
X

| X

2

suivant donne a ce dessin une valeur de démonstration :

3

Le groupe EFS des permutations de R laisse invariante

la forme linéaire

L(x) = X, * Xy + Xq

Le cube C est stable par S}>3 ; on peut classer ses huit sommets par
les valeurs qu'ils donnent a L :

1° Le sommet maximal (cl,cl,cl) donne L = 3c] 3

2° Le sommet minimal (c €4sCs) donne L = 3e, .
3273273 3
3° Les trois sommets "sous maximaux", i.e. (CI’CI’C3) et deux autres,

donnent L = 2c1 + ey

4° Les trois sommets "sus-minimaux", i.e. (cl,c3,03) et deux autres,

donnent L = ¢+ 2c3 e

Le plan P = {x : L(x) = e te,t c3} rencontre les six arétes

du cube joignant des sommets sous-maximaux A des sommets sus-minimaux.
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Comme ces six arétes se déduisent de l'une d'entre elles par les trans-
formations de f?g , les intersections en question constituent une
orbite de 593 . L'intersection du plan P avec le cube est le polygone

convexe ayant ces six points pour sommets (cet hexagone devient un

triangle si €y =¢y ou ¢, =c,y et se réduit 3 un point pour
& = =
[ =8 =g «
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