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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

Montpellier 1982, Exposé n° 4

CINEMATIQUE DE VARIETES C1 ET TRANSPORT

DE MESURES SCALAIRES

J.J. MOREAU

1. INTRODUCTION

La propriété suivante de 1'opérateur divergence d'un champ vec-
toriel est, plus ou moins directement, & l'origine du terme : Supposons
que le champ vectoriel ;2 dépendant éventuellement du temps et suffi-
samment régulier, soit le champ de vitesses d'un milieu continu A en
mouvement dans 1'espace euclidien affine ¥, usuellement de dimension 3.
soit A une portion de A et soit Dt la portion de T occupée par A

4 l'instant t. Si cette portion est assez réguliére pour que soit défini

Vol Dt & 'rt dx
D

(dx : mesure de Lebesgue dans L), ledit volume est fonction dérivable

Regu le 15 mars 1982



de t et

gt
(1.1) a vol Dt = f div u dx.
dt Dt

Plus généralement, soit ¢ une fonction réelle définie sur A
indépendamment du temps et soit ft son image dans X & chague instant
t : on dit que ft, fonction ainsi construite sur une partie de L gé-
pendant a priori de +t, est convectée par le milieu continu. Alors, si
tout est assez régulier, (1.1) se généralise en
{127 gg‘Jlt £% ax = J‘t £° aiv @ ax.

D D
De fagon équivalente, appelons dﬁt la mesure induite sur le milieu A
4 1l'instant t par le mesure de Lebesgue de I (on précisera ce concept
au § 4) ce qui veut dire que

ftftax= | @ ag® .

D A
Une formulation de (1.2) consiste & énoncer que l'application t =¥ dgt
de 1'intervalle de temps considéré dans l’espace des mesures scalaires
sur A est, pour une topologie convenable, dérivable, et que 1'élément
dérivé est la mesure induite sur A par la mesure div G)dx. On observe
par ailleurs que cette derniére mesure constitue la divergence, au sens
des distributions, de la mesure vectorielle aadx.

La motivation premiére du présent rapport est de faire voir que

ce résultat n'est nullement 1ié 4 la mesure de Lebesque, mais qu'il

3

s'étend & toute mesure indépendante du temps dans L. Les démonstrations

classiques de (1.1), basées sur la dérivation d'un déterminant jacobien
ou sur des formules de flux, dissimulent donc la nature intime du résul-
tat gui consiste simplement en ceci : pour des dualités naturelles, l'ap~

- 2 -
plication linéaire f “grad £ (f : fonction réelle, grad f : champ de



covecteurs) et l'application linéaire d: =i i d3 (d;): mesure vecto-
rielle, - div d: : distribution scalaire d'ordre < 1, éventuellement une
mesure) sont transposées 1l'une de l'autre.

La relation (1.1) est classiquement utilisde en mécanique des

milieux continus pour établir 1'équation de conservation de la masse. Il

s'agit cette fois d'une mesure dM, définie indépendamment du temps sur
" .
le milieu A ; son image dm dans I dépend de t et, dans le cas
n £
élémentaire, posséde une densité P  par rapport a la mesure dx. La

situation est la méme que ci-dessus, a 1'échange prés des rdles de L

et de A : soit D un domaine fixe dans YL et soit mt la masse de la
matieére contenue dans D a l'instant t ; on trouve

dmt

= . L=
e X le(P u)dx

D

(1.3)

Or la mesure div(Pt 3)dx constitue la divergence, au sens des distri-
£ = > t
butions, de la mesure vectorielle P u dx = u dm .

Pour faire ressortir cette symétrie des rdles de L et A, on
met donc d'abord en place, au § 2, la cinématique mutuelle de deux varié-
tés C1, notdes L et A, a champ de vitesses continu. Un mouvement de
A dans L, sur un intervalle de temps T est une chaine de difféomor-~
phismes de A dans L, indexée par le rdel t € T. Les besoins usuels
obligent & une légére dissymétrie des rdles des deux variétés : ces dif-
féomorphismes ne sont pas supposés surjectifs. Précisons tout de suite
certaines notations: On désigne respectivement par L; et AL les es-

3

paces vectoriels tangents en des points #4 et A % L et A. Le mou-

vement est, par définition, un C1-difféomorphisme, noté

(t,N) = (t,p(t,N),

de la variété T X A sur un ouvert P de la variété T X L. L'application



' .
lindaire tangente envoie IR X Ay sur R X L ; on 1'dcrit
p(t, )

(at,al) = (dt,p (t,Nat + p'(t,NM)an)

et priesXd ks

avec .p(t,l) =§EF )\—’Lé(t,)\) .

ot Lp(t,k)

Classiquement, le champ eulérien des vitesses de A par rapport A L

est

s(t, ) = p (t,m(t,2) €L,

ou m(t,.) désigne l'application réciproque de p(t,.). Symétriquement
(t,M) 2 o(t, N € A; , champ euldrien des vitesses de L par rapport a A

est défini pour tout (t,\) € T X A et on trouve
s(t,p(t,N)) + p'(t,A) o(t,\) = o.

Le présent rapport étant destiné & servir de document de tra-
vail, le § 3 développe accessoirement le cas de mouvements stationnaires,
i.e. 0 constant par rapport a t, bien que cela n'intervienne pas dans
les paragraphes suivants. Le fait que, a l'égard de cette propriété, les
variétés L et A jouent des rdles localement symétriques est classique
dans divers contextes ; il est établi ici moyennant des hypothéses plus
faibles que d'habitude.

r ; ; 1
Les mesures scalaires ou vectorielles sur une variété C

telle que I, sont introduites au § 4 : on note 8o(LR) 1'espace des
fonctions réelles continues sur L, & support compact. Les mesures sca-
laires sont les éléments du dual ®'°(LjR), pour une topologie classique.
Est introduit aussi le sous-espace 91(LJR) constitué par les éléments
de ®°(L,R) qui sont ¢! ; son dual ﬂ'1(L,R) est l'espace des distri-

butions scalaires d'ordre < 1, dans lequel ®'°(LJR) s'injecte. De méme,




N

on note ®°(L,L'*) 1l'espace des champs de covecteurs de I, continus a
support compact ; son dual ®'°(L,L') est l'espace des mesures vecto-
rielles sur L. A l'application grad : ﬂ1(L,R) -~ 9°(L,L'*) correspond
alors, par transposition, l'application

- aiv : ®'o(z,L') =8 (LR)

La divergence d'une mesure vectorielle est, de la sorte, une distribu-

tion scalaire d'ordre < 1, éventuellement une mesure. La fin du paragra-
phe examine comment un difféomorphisme de la variété dans une autre opere
sur ces divers objets.

La cinématique reparaft au § 5 avec la considération d'une me-
sure scalaire m° sur la variété L, dépendant du temps t € T. Un ré-
sultat typique est la Proposition 5.F : si l'application t ”mt de T
dans ®'°(L,R) est vaguement continfiment dérivable, de dérivée
i € 0'°(L,R), alors pour tout compact K de L, la fonction réelle
t = ﬁt(K) est localement lipschitzienne et la fonction t - ﬁt(K), boré-
lienne localement bornée, constitue sa dérivée dans les sens usuels : au
sens des distributions sur‘l'intervalle ouvert T, au sens Lebesgue-
presque partout, au sens enfin que t - mt(K) est intégrale indéfinie de
& =2 &t(x). Ce méme paragraphe développe aussi un point de vue concurrent:
sur un ouvert P de la variété produit T =T X L, on considére une me-
sure scalaire ; € 8'°o(p,R). Comme l'application =~ %E est linéaire con-
tinue de 91(PIR) dans ®°(P,R), il est classique de définir par trans-

~
position 1l'objet %% € 5'1(PJR) : cette distribution scalaire d'ordre < 1

~
est nulle si et seulement si m est, en un sens bien connu en théorie

des distributions, localement constante par rapport a t. La liaison en-

tre les deux points de vue s'effectue moyennement 1'hypothése que E’ pos=



sdde une désintégration selon la mesure de Lebesque de T, i.e. il exis-

£ t t i
te une correspondance t “m € ®'°(p ) (P désigne 1l'ouvert

{# €1 : (t, %) € P}) telle que pour toute T €8 (pR), on ait

&E = [ @t Fe,0) at
T

Tout est alors en place pour exécuter au § 6 le programme an-—
noncé : on considdre une variété A en mouvement ¢ dans la variété L,
sur 1'intervalle de temps T, avec les notations indiquées plus haut.
On trouve que la mesure € Nre(pIR) est localement constante par rap-
port & t (ce qui a lieu notamment si T est la restriction & P d'une
mesure définie sur T X L comme le produit de la mesure de Lebesgue de
T par une mesure sur L) si et seulement si son image ﬁ:E Bro(TXAR)
vérifie, au sens de o (mAR),

3

(1.4) S+ div [0, T ="5.

~
S'il en est ainsi, on trouve une désintégration de la mesure P : il

o4
existe une application t = W de T dans 8re(AIR), vaguement continue,

telle que pour tout 9 € Bo(rxAR) on ait

QY = [ w530 at

ay

On considére alors pour chagque +t la mesure vectorielle

a(t,.) & € ®1o(A,A'). Sa divergence est un élément de o AR, dépen-
dant de t € T, qui permet, si on veut, d'écrire des formules de désin-
tégration pour les deux termes de (1.4). Le cas naturellement le plus in-
téressant est celui ol div [0(t,.) ut] se trouve étre une mesure, dépen-
dant de t de mani®re vaguement continue. Alors les résultats formulés
plus haut s'appliquent : cette mesure constitue (au signe prées) la déri-

vée vaguede t = ut ; pour tout compact K de A elle permet d'exprimer



la dérivée de la fonction localement lipschitzienne t = ut(K). Telle est

la généralisation attendue des formules (1.1) ou (1.3).

2. CINEMATIQUE DE DEUX VARIETES C1
Soient L et A deux variétds C! (sans bord) de méme dimen-
sion finie n. On dit que A est en mouvement o dans L s'il est don-

né un intervalle réel ouvert T, dit intervalle de temps, et une appli-

cation € ‘as TXA dans L, soit (t,\A) = p(t,)) vérifiant la condi-
tion suivante : pour chaque t €, l'application p(t,.) de A dans L

3 + 1
est injective et d'inverse (id

On notera concurremment Py l'application p(t,.), dite place-
ment de A dans L a l'instant t. L'image pt(A) = Pt est un ouvert
de L ; l'inverse p;1: B - A sera désignée par W ce qui établit

une symétrie entre les rdles joués par les lettres grecques et latines.

On écrira concurremment m(t,4) pour ﬂ£(2). La symétrie entre les deux

variétés est toutefois entachée par ceci : les applications p, ne sont

pas supposées surjectives. On recupere la symétrie a titre local grice a

la remarque suivante
L'application p : TXL = A est de rang constant n, donc l'en-

semble

(2.1) p={(t,4) emx : 4 ¢ pt)

est ouvert dans TXL et l'application (t,%&) = p;1(l) = n(t, L) est ¢!

de P dans A, de rang constant n. Par suite, pour tout (toylo) €p,

il existe un sous-intervalle ouvert To de T contenant to et un. sous-

r
o \
ouvert Lo de P tel que 'I‘OXLo C P et que la restriction de 1 a



TOXLo constitue un mouvement 01 de LO dans A.

Evidemment, dans le cas particulier ou Pt se trouve indépen-
dant de t, on peut prendre cet ouvert pour Lo et To =T : il y a dans
ce cas symétrie compléte entre les deux variétés L, et A.

pour f €1, et N € A, on note respectivement Ly et Ai les
espaces vectoriels tangents aux deux variétés en ces points. si A4 = pt(lL
1'application lindaire tangente a l'application p_ au point A, notée
classiquement pé(l) ou ici, par abus d'écriture, p'(t,)), est un iso-
morphisme de A; sur Ll . L'isomorphisme réciproque est l'application
lindaire tangente a l'application = p;1 "au point 4, notée n;(l)
ou ici, abusivement, ' (t,4).

Une application différentiable t = a(t) d'un intervalle de

temps dans une de ces variétés est appelde point mobile dans la variété ;

pour chaque t la dérivée da/dt, notée a(t) .est un élément de 1l'es-
pace vectoriel tangent au point a(t), appelé vitesse du point mobile a
l'instant considéré.

En particulier, pour tout A € A, 1l'application t ™ p(t,\) de
T dans L est un point mobile dans L. La vitesse de ce mobile & 1'ins-
tant t constitue la dérivée partielle %E (t,\), notée plus commodément

é(t,X) i c'est un élément de Ll ou L = p(t,N).

pour £ € pt(A), on notera

(2.2) s(t,4) = p(t,m(t, L)) .

Pour chaque t € T, la sélection (ou section du fibré tangent a L)
Los(t,4) €L

! i t ; :
est un champ vectoriel de la sous-variété P de L, continu, puisque p

1 ; 3 N
est (', on dit que s est le champ des vitesses de A dans L a




l'instant t.
symétriquement, pour tout t € T et tout A € A on note
mt,\) la dérivée partielle de T par rapport 3 son premier argument

et on pose
(2.3) o(t,\) = m(,p(t,\)) €A

champ des vitesses de L s A & l'instant t ; c'est un champ vec-

toriel continu sur la variété A tout entiére.

Vient alors la régle de comparaison des vitesses.

Une application @ : T - A est différentiable si et seulement

si 1'application
a : t = p(t,xt))

de T dans L est différentiable. Par les régles usuelles du calcul dif-

férentiel, on a

(2.4) a(t) = p(t,@(t)) + p'(£,a(t) &(t).
Abréviativement, pour la valeur de t considérée, soit @(t) = A,
a(t) = p(t,\) = & ; (2.4) s'écrit, avec la notation (2.2),

(2.5) a=s(t,8) +p(t,\) & .

Par l'application lindaire m'(t,%) cette relation équivaut a
(2.6) T, A = m(t,4) s(td) +a .

Quitte & remplacer, comme plus haut, la variété L par un ouvert Lo
convenable, on peut échanger dans (2.5) les rdles de I et A, ce qui

donne

(2.7 & =o(t,\) + w(t, L) a



En rapprochant (2.6) et (2.7), il vient
(2.8) o(t,\) = - m(t, 4 s(t,4)
et, symétriquement ,
(2.9) s(t, ) = =p'(t,)) o(t, ) .

7.2 t
Bref, £ = s(t, %), champ vectoriel de la variété P = p(t,A) C L est
1'image par l'application contin{iment différentiable Py = p(t,.) du
champ vectoriel A = = @(t,)) de la variété A.

La cinématique élémentaire est caractérisée par l'abus de lan-

gage suivant : pour chaque t 1'injection pg de A dans L est inter-
prétée comme une identification de A a un sous-ensemble de L (peu im-
porte ici qu'en cinématique élémentaire les variétés L et A soient
plus fortement structurées : ce sont usuellement des espaces euclidiens
affines ; pour l'usage du langage de la cinématique élémentaire dans le
cas des variétés, voir [1]). Alors les applications linéaires tangentes
sont des identifications des espaces vectoriels correspondants et (2.8)

ou (2.9) se lisent s+0 = O : dans ce langage, le champ des vitesses de A
par rapport 3 L et le champ des vitesses de I par rapport a A sont,

4 chaque instant, opposés.

3. MOUVEMENTS STATIONNAIRES

DEFINITION 3.A. On dit que le mouvement de A dans L est stationnaire

sur 1'intervalle T (ou permanent) si le champ vectoriel & définie en

(2.3) est constant par rapport & t € T.




La proposition ci-dessous formule que, au moins a titre local,
les deux variétés jouent des rdles symétriques & 1'égard de cette proprid-

3

te.

PROPOSITION 3.B. On suppose que le mouvement de A dans I est sta-

tionnaire sur T. Alors si £ est une point de L et si T‘ est un

sous-intervalle de T tel que 4 € p(t,A) pour tout t € Ty + le vec—

teur s(t,4) €L défini en (2.2) est constant lorsque t décrit T,.
Xeur L L

COROLLAIRE 3.C. Comme au paragraphe 2, on appelle To un.sous-intervalle

ouvert de T et Lo un ouvert de L tels que TOXLo < P. Si le mouve-

ment de A dans L est stationnaire sur T, le mouvement de Lo dans A

est stationnaire sur To'

A priori, la partie Pt = p(t,A) de L varie avec t. Dans le
cas particulier ou Pt est une partie constante, soit LO +»de L ‘on
prend -TV= TO i alors les variétés Lo et A jouent des rdles exacte-
ment symétriques : le mouvement de A dans Lo est stationnaire sur T

si et seulement le mouvement de Lo dans A est stationnaire sur T.

Preuve de la Proposition 3.B. Soit u FIR tel que 1'intervalle Tlﬂ(T—u)

soit non vide. Montrons que le mobile dans L

t = a(t) = p(utt, m(t,4)),

défini sur cet intervalle de temps, est fixe dans L.
De fait, le mobile dans A

t 2 a(t) = n(t,4d)



4.12

a pour vitesse

G(e) = me, 4) = oL, L)) € Ay,

par les régles usuelles du calcul différentiel il vient donc
a(t) = plutt,@(t)) + p'(utt,o(t) of(t,(t))

Comme le champ vectoriel O est supposé indépendant du temps dans A, on

a en appliquant (2.9) & l'instant u+t, avec X = &(t),
p'(utt, () o(.,a(t)) = - s(utt, plurt,¥(t)) = - plutt, &(t))

d'ob la nullité de a.
Soit € > 0 ; notons Te 1l'intervalle obtenu en "réduisant Ty

de € A chaque bout", intervalle non vide si € est assez petit. Alors
u € Ye,+el, t € T, St €T, N (T-u)

On vient d'établir que l'application
(u,t) = plutt, m(t,4))

de ]—€,+E[ X.T, dans L est constante par rapport & t c'est-a-dire
que

plu+t, m(t, %)) = b(u)

avec b : ]—e,+e[ =1, , application dont on calcule comme suit la dérivée
d 2) = § )
T p(utt, m(t,£)) = p(utt, m(t,%)) .

Le second membre est un élément de indépendant de la valeur de

'
L (u)
t € Tee Si on fait en particulier u = O, on conclut que

p(t,m(t,#) = s(t,%) est constant par rapport & t € T, . D'ailleurs €
peut &tre pris arbitrairement petit ; la réunion des T, est 1l'intérieur

de Ty. Cela démontre la proposition 3.B, méme si l'intervalle Ty n'est

pas ouvert, vu la continuité de s.[]



REMARQUE 1. Dans les conditions de la Proposition 3.B., il peut exister
pour un 4 €1, plusieurs intervalles tels que Tyr disjoints, et qu'a
chacun d'eux correspondent des valeurs distinctes de s(t,£), comme le
montre l'exemple suivant :
On prend pour A le rectangle ouvert
lr h) et 1< <2, h <t <k}

avec 0 <h < k. On prend L =®* et on définit £ = p(t,\) comme le

couple (41,142) suivant

41 = )\1 cos(>\2 &)
(3.1)
= : t
lz = 7\1 sz_n(l2 e”)

Autrement dit, £ est le point de 1R2 dont des coordonnées po-

laires sont
(32) r =\, 8=\ e .

it
L'application Py est injective si (k-h)e < 2m. On prend pour T 1'in-

tervalle ]—°°,Log —2]:3:[. Les composantes de L‘)(t, \) sont
5—21 e NEL el sin(\ e%) = - r0 sind
ot 152 2
(3.3) 5”2 . :
rvste )\1)‘2 e cos()\ze ) = r0 cosb .
pour tout A = ()\1,)\2) € A, les composantes du vecteur o(t,\) sont les

valeurs des dérivées 7\1 et ?\2 lorsque le mobile t '>()\1(t),)\2(t))

donne par p une image fixe dans L ;i d'ol, en utilisant (3.2)

N N 't o)
A = A =
1 o e i 7\2e 0.
ponc oO(t,)) a pour composantes (O,—)\2) ;i 11 est constant par rapport a

t ; le mouvement de A dans I est stationnaire.



Soit % fixé dans L par des coordonnées polaires r € ]1,2(
et 6 € l,2nl. vu (3.2), une manidre d'assurer £ € p(t,A) est de pren-
dre t tel que ge-t € ]h,k[ c'est-a~-dire t dans l'intervalle
}Log % +» Log %{ ; l'intersection de cet intervalle avec T (non vide si
6 < 2mk / k-h) constitue un T, conforme a4 1'énoncé. De fait pour t
dans cet intervalle, les composantes (3.3) de s(t,£) ont les valeurs
constantes -rf sin® et rB cosO.

Mais, pour tout n entier positif, r et ©+2nm sont aussi

des coordonnées polaires du méme £ de sorte qu'on a encore 4 € p(t,A)

0+ O+
2NnT Lo 2nw[

si t décrit l'intervalle ]Log = ‘

(supposé d'intersec-
tion non vide avec T, discussion facile). Dans ce cas s(t,%4) posséde

les composantes ~-r(6+2nT) sinB), r(0+2nm) cosb, différentes des précé-

dentes.

REMARQUE 2. Tout mouvement peut étre ramené au cas stationnaire pagegr—
tifices d'augmentation de dimension comme le suivant. Soit A en mouve-
ment C1 quelconque dans L sur un intervalle T, avec les notations du
paragraphe 2. Soient X et £ deux copies de 1l'intervalle T ; on con-
sidére les deux variétds A =2 X A et T =X X L. Un mouvement de N

~ Coa) ; . ~ ~ ~
dans L est défini par l'application p suivante de T X A dans L :

Bergn = (55, pE5 )
L'application inverse s'écrit
Ttix, &) = (2x-t; T(x,4))

définie sur



e
I

(e, erx: Ve,

]

{(ttyx,8) €T Xxx XL : IEEE INen, x =8

AL 0
o £ = p( 2,)\)}

’

{(tix, %) €T XX XL : 2xt €T, (x,4) €p} «

L'espace vectoriel tangent au point (E,A) de r est R X A‘)\ et on a

Ttix, &) = (=1,0) .

~ ~
Donc o(E,\) = (-1,0), indépendant de t : le mouvement de A dans L
est stationnaire. D'ailleurs l'espace vectoriel tangent au point (x,4)

de 'I\: est IR X L}’ et
~ i ook
Ber&n =, 1 o5
Donc

~

S(tix,8) = pltizx(t,n(x,4))

o101, k-t
= (21 P iont 2 12 "(xl‘t))
= 2, L sx, 4

2772

indépendant de t dans l'intervalle T =T N (2x-T).

4. MESURES SCALAIRES OU VECTORIELLES SUR UNE VARIETE C1

Soit L une variété €' (sans bord). On note ®°(LJR) 1l'es-
pace vectoriel des fonctions réelles continues dans I, a support compact.
Son dual topologique ®'°(L,R), pour une topologie classlque [2] est, par

définition, l'espace des mesures scalaires sur I. On peut éviter la cons-

truction explicite de la topologie de ®°(LR) (limite inductive) en di-
sant simplement que tout élément m de ®'°(LR) est une application 1li-
néaire de ¥®°(L,R) dans IR possédant la propriété suivante : pour tout

compact K de L, la restriction de m au sous-espace ﬂ}Z(L,:R) constitud



par les éléments de ®°(LAR) & support contenu dans K est continue
pour la . norme uniforme.
La Structure de variété ©' permet également de définir le
. 1 N , Zir
sous-espace vectoriel 8 (L), constitué par les éléments de ¥°(LiR)
0 1 1 _ al L
qui sont C'. Pour K compact de I, on note &K =8'n ﬁK ; sur ce der-—

nier sous-espace vectoriel on définit la norme

\k\h = sup {lf(x)‘, \f 1(x)‘,...,‘f n(x)\}
x €K ! !

La définition des dérivées partielles premiéres f,i de la fonction

£ € ﬂ; est subordonnée au choix de cartes de-la variété L. Mais puis-
qu'il s'agit d'une variété C1, les changements de cartes sont, par hypo-
thése, des c1—difféomorphismes ; les matrices jacobiennes de ces transfor-
mations sont donc bornées et d'inverses bornées sur K ; par suite, chan-
ger de carte remplace ”f“1 par une norme équivélente. On notera 5'1(LJR)

l'espace des distributions scalaires d'ordre <1 sur L : par définition

un élément de 8'1(LJR) est une forme lindaire sur S1(LJR) dont la res-
triction a ch&que &; est continue pour la norme ci-dessus.

Pour toute mesure m € 8'°(L,R), la restriction de m au sous-
espace 31(LJR) constitue visiblement un élément de 9'1(LZR) ; on cons-
tate par densité que l'application linéaire de ®'° dans 8" ainsi ag-
finie est injective : on convient donc d'identifier m a cet élément de
9'1, ce qui revient a déclarer que les mesures, ou distributions d'ordre
zéro, soit des cas particuliers de distribution d'ordre < 1.

Un champ de vecteurs (resp. de covecteurs) sur L est une cor=
respondance associant a tout £ €1, un élément de 1'espace tangent Lk

(resp. de l'espace cotangent L}*). On notera ®°(L,L'*) 1'ensemble des

champs de covecteurs continus & support compact : continuité et support
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sont a priori des notions définies par le moyen de cartes, mais on obser-
ve comme plus haut que les changements de cartes sont indifférents (1'd-
criture L'* utilisde ici est un peu abusive : elle n'implique pas que
les différents Ly* soient identifiés & un unique espace vectoriel, ce
qui signifierait une trivialisation du fibré cotangent % I). Pour tout
compact K de L on note ﬂﬁ(L,L'*) le sous-espace de ®°(L,L'*) cons-
titué par les champs & support contenu dans K. Sur ce sous-espace, la
norme du sup des valeurs absolues des composantes est subordonnée au
choix de cartes, mais, la-encore, un changement de carte la remplace par

une norme équivalente. Une mesure vectorielle sur L est, par définition,

une forme linéaire sur ¥°(L,L'*) dont la restriction & chaque ﬂ;(L,L'*)
est continue. On notera ®'°(L,L') 1l'ensemble de ces mesures vectorielles
et, comme d'habitude, {.,.) 1la forme bilindaire de la dualité.

Une maniére évidente d'exhiber un élément de ®'°(L,L') est de
choisir une mesure scalaire m sur I, et un champ de vecteurs v& loca-
lement intégrable pour cette mesure. On note alors vr;lm la mesure vecto=-

rielle v dont-la valeur pour tout ¢ € 9°(L,L'*) est

{v,e) = <m,v&.c> i

le . se rapporte, pour chaque £ €I, & la dualité entre LL et Ll* s

la fonction scalaire £ - VA(L).C(L) est bien intégrable pour la mesure
m. Une variante multidimensionnelle du théor®me de Lebesgue=Nikodym ([éj,
chap. vI, § 2, proposition 9) permet d'affirmer que toute mesure vecto-
rielle est représentable de cette manidre et méme que, plus précisément,
on peut prendre m positive et v G;é»(L,L').

Pour tout ® € 91(LJR), le champ des covecteurs grad % est un

élément de ®°(L,L'*). A cette application lindaire continue



grad : 91(LIR) - 8o (L,L'*)

correspond, par transposition relativement aux dualités définies plus
haut, 1l'application

- div : ®ro(n,L") *&9'1(1,,111) A

Autrement dit, pour toute mesure vectorielle v, on note div v la dis-

tribution scalaire d'ordre £ 1, appeléde divergence de v, telle
4.1)  Voed@m : {aiv v,9) = - {v,grad @) .

Il reste a préciser comment les notions qu'on vient d'introduire
se comportent a 1'égard des difféomorphismes .

comme précédemment, appelons L et A deux variétés c! (sans
bord) de méme dimension et p un c'-aifféomorphisme de L dans A ;i on
note m: p(A) » A le difféomorphisme inverse.

L'application lindaire @ P Qo de 81(/\;1?) dans D‘(p(A),R)
est bijective et bicontinue. Par ailleurs, vu que tout élément de
ﬁ1(p(l\),1R) a pour support dans 1'ouvert p(A) €L  un compact, son pro-=
longement avec la valeur O hors de p(A)  est un élément de 31(L,IR)
que nous noterons W Pour tout a € 9'1(L,]R), la fonctionnelle

(o {88 e 1ok (a,-cp_e_ﬁ)
est donc un élément de 39'1(A,]R) : nous dirons que c'est la distribution

induite par a sur A dans le placement p : A = 1, ou image réciprogue

de a par p (un cas particulier classique est celui ol A est une
partie ouverte de L et ol on prend pour p l'injection canonique :

alors la distribution induite s'appelle aussi restriction de a a 1l'ouvert

A ; si a est une mesure, la locution mesure induite sur A est clas-

e e

sique). Bref, les applications lindaires



o € 8 (AmR) —> gom € (L)

aed'ARr) «—a e m

sont transposées l'une de l'autre. On peut dire que & est l'image, par
le difféomorphisme m, de la restriction de la distribution a a 1'ou-

vert p(A) ; nous écrirons
(4.2) @=pp (a)

si a est une mesure, il en est de méme de .

Noter que si on donne inversement @ € 9'1(A;R), on ne peut pas,
a priori, lui associer une "image par p" car pour f € 31(LJR), la fonc-
tion fop : A PIR n'a pas nécessairement un support compact dans A
(fait corrélatif : une distribution sur le sous-ouvert £(A) de L n'est
pas nécessairement prolongeable en une distribution sur L). Toutefois
dans le cas particulier ou @ est une mesure bornde sur A, il existe
classiquement une mesure image p(@) sur I définie pour tout

£ € 8°(L,R) par
pla), £) = (&, £op)

vu que fop est continue et bornée sur A ; naturellement dans ce cas
5 o] = a.

Nous définissons maintenant l'action de difféomorphismessur les
champs de covecteurs et sur les mesures vectorielles. Si Y € 8o(A,A'¥),
on associe a tout £ € p(A) 1'¢élément X = m(4L) de A et 1'élément
p'*(A) ¥(A) de L;*, ou p'*(A) : Ax* > 1'% désigne 1'inverse transposée

L
(ou application contragrédiente) de l'application lindaire tangente

p'(N) A; -éLk . Le champ de covecteurs p(y) ainsi défini sur la variété

p(A) est continu & support compact : son prolongement avec la valeur zéro
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hors de 1'ouvert p(A) constitue un élément de 8°(L,L'*) que nous no-

terons p(Yy). Visiblement Dt

Qo (A, A**) @ O°(L,L'*) est linéaire con-

tinue ; on définit donc sa transposée ®'°(rL,L') = 8'°(A,A') : par défi-

nition, pour tout mesure vectorielle v .sur L, la mesure vectorielle

Lol rEoy
caracterisee par

(4.3) Yoy €De(p N x) : (p

i K . i ~i
induite sur A par p , ou image réciproque de v par p, est p (V)

Ywey) = uBn)

Observons maintenant :

PROPOSITION 4.A. Le diagramme

¢ ed(Am —>

gor € 81 (Lm) —>

commute .

grad ® € 8°(A,A'¥)

grad @em € ®°(L,L'*)

Démonstration. On a le diagramme commutatif

A -——-SL——'€> IR

N/

Qo

d'ol, pour les applications linéaires tangentes, avec £ = p(A) le dia-

gramme commutatif
grad®(\)

'
e
Ay m

jl/ (N /}rad orr (L)
Ly

Autrement dit en notant par .

tangents,

les dualités entre espaces tangents et co-



Y an € I\;(‘ : dN.grad @(MN) = (p'(A)dA).grad @em (&)
c'est-a~dire,
grad ®(A) = (p'()\))T grad @ot (4)
ou encore, avec la notation posée plus haut pour 1'inverse transposée de

p'(N),

p'*(AN) grad ®(1) = grad Qom (4).

pour & ¢ p(A), le second membre est nul ; par définition cela veut bien

dire que le champ de covecteurs grad o7 est l'image de grad @ par E.El

Il n'y a plus qu'd passer aux applications transposées pour ob-

tenir :

PROPOSITION 4.B. L'action de p' &tant aéfinie par (4.2) et (4.3), le

diagramme suivant commute :

ﬁn(AJR) & div 0re(h,AY)
-1’[ T -1
P P

Ol nm) <—3Y georr,pr)

Enfin :

PROPOSITION 4.C. Soit m € 8'°(LR) et B = p (m) € O (AR) ; soit

b € Co(L,L') (i.e. champ de vecteurs continu sur L) et soit P € Co(A,A")

son image réciprogue par p c'est-a-dire, en posant £ = p(MN),

VNEA: B(A) = w (L) b(d).

Alors la mesure vectorielle bm € ®'°(L,L') a pour image réciprogque par p

la mesure vectorielle B @ € B'°(A,A").
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Démonstration. Soit Y € 8°(A,A'*) et soit g = p(Y) c'est-d-dire,

pour £ = p(M\),
g(4) = p"*(N) v(M)
par définition

(‘%a-Y)

B vy
{bm,g) = {m,b.g)
et
BN .v(N) = [m (8 b ley(M) = b8 [ p*(N) v(M] = b(b.g(H

d'ol 1l'assertion. [J

o)

5. L'OPERATION <
T O

, A L 1

Soit T un intervalle réel ouvert et soit L une variete c;

~
soit P un ouvert de la variété I = T X L. L'usage dans ce qui suit de

partitionsde 1'unité (cf. 57, EG]) conduit & faire 1'hypothése usuelle

que P posséde une base dénombrable d'ouverts.

soit m € ®'°(PMR) ; conformément aux notations de la théorie

~
des distributions, écrivons % la fonctionnelle définie pour tout
Fe ﬂ1(p,1R) par
am SF.
5. = = - =% .
(5.1) Gr ) &, £

Cette fonctionnnelle est un élément de ®' 1(P,‘.IR).

2
PROPOSITION 5.A. Soit m € 9'°(PjR) ; la distribution % e N pm)

~
est nulle si et seulement si la mesure m est localement constante par

rapport % t dans le sens suivant : pour tout sous-intervalle ouvert T0

de T et tout ouvert L de L tels que TOXLO C p, la restriction de




N

(e z
st egale au produit d
m a TOXLO e g jo) uit de la mesure de Lebesque sur TO par

une mesure sur Lo.

~
Démonstration. Si m est supposée localement constante par rapport a t

et si T, et L_  sont conformes a 1'énoncé, il existe m € 8'o(1, R)
o

~

telle que, pour f € 31(P,R) a support dans T XL, , on ait
. - i BE
<at b 'E> <l‘ﬂ ’ at>

e o .

==l o [, gee,oat)
o

or

A .
I <L (t,.)ae = o.
T

o

Donc la distribution

%12,

a une restriction nulle a 1'ouvert ToxLo H

sa nullité dans P en résulte par recollement des morceaux.
~

om ;
Inversement, supposons =_- = 0 ; soient T et L conformes
P ot o o

A 1'énoncé. si h 6391(TO,]R), de dérivée h', et f 691(LO,IR), on a

~

d'aprés la définition de S—at '
(5.2) (mn ®fY=0 .

Lorsque f est fixé, la fonctionnelle définie pour tout g € 9°(T0;1R)

par
(5.3) g-d{m g®c)

est un élément de 8'°(T0,]R). En effet, si le support de g est contenu

dans un compact H de To on a
Kmg®ed] = sup lg| mee,m

ot M(f,H) désigne 1'intégrale de la mesure positive [(@ ® £) ﬁdl sur

le compact H X supp f. Or g est de la forme h' si et seulement si
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‘YT g(t)dt = 0 ; donc, en notant 90 la mesure de Lebesgue sur T, (5.2)
(e}

établit 1'implication
(eolg> =0 = (mMg®s)=o0.

I.a mesure définie en (5.3) est donc, au sens de la dualité Ve, Bre, bi-
orthogonale a la mesure de Lebesgue BO ; d'aprés le théoréme algébri-
que des multiplicateurs de Lagrange (i.e. si une dualité entre deux es-=
paces vectoriels X et Y est séparante dans X, tout sous-espace vec-—
toriel de dimension finie de X est égal a son biorthogonal) il existe

alors un réel mo(f) tel que
(5.4) Vg €8o(r m) : {mg ® f)=m () ® 9.

r 1 e ’
L'application linéaire £ = mo(f) de 9 (LO,IR) dans IR ainsi construite
se prolonge en une mesure ; en effet, si on choisit g tel que (eo,g> =

“on a, dés que le support de f est contenu dans un compact K de L_ .
‘mo(f)‘ < sup ‘f‘ N(g,K)

ol N(g,K) désigne 1'intégrale de la mesure positive (g er)'r?\“ sur le
compact supp g X K. L'égalité (5.4) exprime alors que les mesures m et
90® m donnant la méme intdgrale pour tout g @£, g € 3°(TOIJR),

£5:€ )9°(LO,R). Cela achéve la démonstration, puisque les g ® f engen-

drent une partie dense de Q°(T0XLO.IR).D

REMARQUE 5.B. Un cas usuel d'application de la proposition précédente est
celui ol P est un cylindre, c'est-a-dire lui-méme de la forme ToxLo'
Pour le cas général, observer qu'il peut exister un ouvert Lo de L et
des sous—intervalles disjoints ’I‘o et T(‘) de T tels que 'I‘OXLo et

T(')XLO soient contenus dans P. Les mesures mo et mé sur Lo que la



proposition leur fait correspondre peuvent 8tre différentes.
Pour tout t € T, on notera

(5.5) Pt = {& €1 : (t,4) €p}

ensemble ouvert dans L, éventuellement vide.

5 t e
DEFINITION 5.C. On dit qu'une correspondance t >m , de T vers les

t . h :
Qre(p ,R) est localement vaguement continue si, pour tout sous-intervalle

ouvert To de T et tout ouvert L0 de L tels que TOXLDCP, la
N

£
restriction de la mesure m a L_ est un é1ément de $'°(LO,JR) aé-

pendant de t € T0 de maniére vaguement continue.

Pour toute fonction T aéfinie sur P, on notera ft la fonc-
tion £ = f(t,%), définie sur et.
PROPOSITION 5.D. Si t -"mt € 9'°(Pt,:R) est une correspondance locale-

8 (ool i L
ment vaguement continue, pour toute f € 8°(PaR), la fonction t = <m £ ),

définie sur l'ouvert Tp ™ {t €7 : Pt # P} est _continue a support com-

pact .

Démonstration. Prouvons la continuité de cette fonction en un point

2

t, € T. En utilisant une partition de l'unité, on se raméne au cas ou
a son support dans un produit 'I‘OXLO ¢ avec Lo ouvert de L et T0
intervalle ouvert de TP , contenant t:O . Alors, pour tout t € To y la
fonction ft a son support dans un compact de L0 r image du compact

supp £ par l'application continue (t,4) = £. Donc, vu la continuité uni-

t
OE,
forme de f, si t tend vers t_ ., 1'é1ément £ tend vers £ O au sens



de 3"(L0JR). Par ailleurs, soit H un voisinage compact de to dans
To ; l'image de H par l'application vaguement continue t = mtl est
vaguement compacte dans 39'°(L0;1R), donc équicontinue (cf. [2], ch:p. III,
proposition 15), d'ou la continuité de t - (mt,ft>. Visiﬁlement cette
fonction a son support dans le compact image de supp ? par l'applica-
tion continue (t,4) = t. ]

t
DEFINITION 5.E. On dit que m € 8'°(p °R) est dérivéde vague de la cor-

respondance t ﬁmt au_point to si, pour tout ouvert 'I‘o de T con-

tenant t0 et tout ouvert Lo de L tels que TOXLOCP, 1l'application

t >n° o ede s @ o dans; s"’(LOJR) admet x;\‘L comme dérivée au point
© o

‘to au sens de la topologie vagque.

i)
Noter que, pour toute f£ € 8°(p °,1R), il existe un voisinage

T, de =8 dans T tel que supp f C Bt pour tout t € T - La défini-
¢ ‘4 L s 4.0 que yvins "
tion precedente équivaut donc a dire pour tout couple (f,To) ainsi choi-

si, l'application t = (mt,f> de T dans R posseéde une dérivée au
point t égale & {m,£).
Visiblement t m° admet pour tout t € Tp une dérivée vague

égale a la mesure nulle si et seulement cette correspondance est locale-

ment constante par rapport a t, i.e. pour tout sous-intervalle To de

T et tout ouvert Lo de L tels que ToxLo c p, 1l'application t -émﬁL
o

est constante de To dans 39'°(LO,JR). C'est le cas, en particulier, si

t (L s
m est la restriction a Pt d'une mesure sur I indépendante de t ;

2

mais une situation semblable a celle de la Remarque 5.B. est également

possible.



PROPOSITION 5.F. Dans les conditions de la Définition 5.E, pour toute

e s i s
F € 8°(PR) admettant une dérivée partielle df/dt continue dans P, la

. 1ol > i ¥ ’ N
fonction t = {m ,f(t,.) admet une dérivée au point tO égale a

t L A
d t o~ _ g oy o Jf
(5.6) e o, E(t, ) = o ,f(tol-)) + {m v (to,.)>.

~
Démonstration. Supposons d'abord que f ait son support dans un ToxLo ;

on écrit
t
@, Ee, ) - %R, ) S o
rogapey =X e B )
(e} [e]
~ ~ t
t Fe,-Fe 0 s o
+ {m , = YR gl £0E )= el s oD

Par hypothése, si t tend vers to s le premier terme du second membre
.to~
a pour limite {m ,f(to,-)>. D'autre part, si on appelle K le compact
image de supp £ par l'application (t,4%) - 4 , 1'élément
~ ~ . v (o)
f(t,.)-f(to,.)/t—to a pour limite Bf(tol.)/at au sens de la norme de
B;(LOJR) d'aprés le théordme des accroissements finis et la continuitd
de B?ybt i donc le second terme du second membre a pour limite
o e ' i :
{m ,Bf(to,.)/at> si t tend vers to. Pour ce qui est du dernier terme,
supposons que t prenne une suite de valeurs tendant vers zéro.; alors
e .
les mt—m o/t—to forment une suite vaguement convergente dans 9'°(LOJR)
donc vaguement relativement compacte, donc équicontinue, tandis que les
?(t,.)-f(to,.) tendent fortement vers zéro dans ﬂ°(LoﬂR) ; on en conclut
que ce dernier terme tend vers zéro quelle que soit la suite considérée,
donc aussi bien lorsque t tend vers to au sens de la topologie de To'
d'aprés 1'argument usuel de dénombrabilité d'un systéme fondamental de

voisinages.



5k ¥
Ayant établi (5.6) dans le cas supp £ C TOXLO , on y ramene le
cas général en considérant un recouvrement de P par des TixLi et une
< o 1 + ~
partition de 1'unité par des Ui €V (PR ), supp di € Ti><Li , tels que
o b :
sur tout compact de P, les di sont identiquement nuls a 1'exception

d'un nombre fini d'entre eux. Alors

d__ t ~ - _d_ t o~ ~
w GE(Ers ) ?E) R CIPCACIRY F(t,.))

4 | v
= T ~
—Zi)<m () (e re))

o,
5 ac{;i. ~ 3F
+ D n Ot s ) (e ) R (e, S (£ ra))
i

Cela donne (5.6) puisque

2,
- _———l =
Zi? ot se) =1 o 73 = (tgre) = O- ]

Nous établissons maintenant que toute correspondance localement

vaguement continue posséde des primitives :

ot
PROPOSITION 5.G. Soit t —m une correspondance localement vaguement

1
continue d'un intervalle ouvert T yvers les Sre(p ). Alors il existe

2

t S
une correspondance t 2 m € ﬂ'“(PtﬂR) (définie A 1'addition pres d'une

correspondance localement constante par rapport a t .arbitraire) dont

LS
m-  est dérivée vague pour tout t € T.

Démonstration. Soient 'I‘0 un sous—-intervalle de T et L, wn ouvert

de L tels que T XL C P. soit £ € &°(LOJR) ; la fonction réelle
Gt g S o)

t = (m ,£Y est continue d'aprés 1'hypothése. Choisissons tO € To et

posons
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il
(5.7  ted=J wledar .

Tt
[e]

s s £
Pour: chaque t € To la forme lindaire f - <n ,f) est une mesure sur Lo'

En effet, lorsque T parcourt l'intervalle d'intégration ci-dessus, les

oLy 5 s s

m ‘L décrivent une partie vaguement compacte de Qre (LO;R), donc équi-
o

continue ; pour K compact de Lo , il existe ainsi une constante M(t,K)

telle que pour tout T dans l'intervalle en question
supp £f €K = \(ﬁT,f>| < M(t,K) sup ‘f‘

Par suite
supp £ €k = |, £)] < me,x) It-tol sup £ |.
Il résulte de (5.7) que, pour tout t €T .,

(5.8) L-qt=n

au sens de la topologie vague de ®'°(LOJR).

On a supposé que l'ouvert P C T X I, possédait une base dénom-
brable d'ouverts ; il existe donc (cf. [6]) un recouvrement de P par
des ouverts de la forme TiXLi , avec Ti sous—~intervalle ouvert de T
et Li ouvert de I, et une famille de fonctions = 0, soit 3; € 8°(pR),
telles que supp 3; c TiXLi + que sur tout compact de P un nombre fini
seulement d'entre elles soient non identiquement nulles et que Z)a; - %
Pour chaque indice i on construit par le procédé ci-dessus unelapplica-
tion “€ = n: de Ti dans 9'°(LiJR) admettant ﬁt‘L. comme dérivée

ik

vague .

o}
pDéfinissons la fonctionnelle mt , pour tout f € ®°(p M), par

") =D Cn; . F (8, 08D,
1



t
si Kt est un compact de P et supp f C Kt , les termes non nuls de
cette somme correspondent a i € I(t,Kt), partie finie de 1'ensemble
s ; £ 3 £
d'indices. On en conclut que m est une mesure scalaire sur P . Pour
ot £ £ N

établir que m~  est la dérivée vague de t 2 m , onconsidere t . T
L, comme dans la Définition 5.E. Soit f£ Gﬁ"(LO.IR) ; soit H un voi-
sinage compact de to dans T,- sur le compact H X supp f, un nombre
fini des @, est non identiquement nul, d'ol l'existence de la dérivée

au point to

a4 (ut = (.t
o n,£) l?dt (ni F di(t;-)f>
t t o,
=E <I;\ ol ai(tolf)f> ok <ni0, atl(to’.)f>
i

= %) . [

Le programme décrit dans 1'Introduction nous conduit maintenant
” N £ s
% considérer 1'intégrale, par rapport a m , d'une fonction L —R non
nécessairement continue. Limitons-nous ici a la fonction caractéristique
d'un compact K ; on note classiquement
t t
{n 'XK> =m (K),

v t
mesure du compact K relativement & m

i t t,
si t“2mn est une correspondance de T vers les Qro(p R)
t

. o : il
et si K est un compact de P , il existe un voisinage ouvert Lo de K

dans L et un voisinage ouvert de 'I‘O de to dans T tels que

T X L, © P. Alors 1'étude, au voisinage de t, s de la fonction réelle

t \
t ™ m (K) releve de la Proposition suivante:




t X 3
PROPOSITION 5.H. Soit t = m une application de 1l'intervalle ouvert T

dans 9'°(L,R), continliment dérivable au sens de la topologie vague, de

-t .
dérivée m . Alors, pour tout compact K de L, la fonction réelle

g = mt(K) est continue et localement lipschitzienne ; la fonction réelle

i i : 7
t @ m (K) est borélienne, localement bornée et constitue la dérivée de

la précédente dans les sens usuels suivants : au sens presque partout

pour la mesure de Lebesque de T, au sens des distributions sur T et au

t y 5 R -t
sens que t ™ m (K) est une intégrale indéfinie de t = m (K).

Démonstration. Soit K un compact de I ; il existe une suite (fn)
d'éléments de ®°(LIR), & support dans un voisinage compact KXK' de K,
a valeurs dans {0,1], convergeant simplement vers la fonction caracté-

ristique X . Par le théoréme de convergence dominée, on a, pour chaque t

no(K)

]

(5.9) lim (&t,fn>

mt(K)

(5.10) lim (mt,fn>

Soit (u,v:f un sous-intervalle compact de T ; d'aprés les hypothéses,

sE

la fonction t = {m 'fn> est continue et

v ot v u
(5.11) J @te dat = e ) - %)

m n n n
En vertu de la continuité vague, les (r;\t), t € [u,vj, forment une partie
vaguement compacte de ©'°(LjiR) ; les fn sont dans une boule de
ﬂl‘é,(L,IR). On voit donc par (5.9) que la fonction t "x;1t(K) est boré-

lienne et localement bornée et qu'on peut appliquer au premier membre de

(5.11) le théoréme de convergence dominde : bref

¥ ok
I m (K) dt = mv(K) - mu(K)
u



Cela prouve que t = mt(K) est lipschitzienne et constitue une intégrale
indéfinie de t = r.nt(K). Que cette derniére fonction soit dérivée de la
premiére, au sens des distributions et au sens presque partout, en résulte
classiquement.[]

EXEMPLE 5.K. Prenons L =R2, T =R et prenons comme mesure l}lt la me-—
sure ponctuelle de masse 1 au point (t,0).Alors ¢t = I;lt est vaguement

t P 2
continue ; une primitive est t - m , définie pour tout f € 8°(R"R) par
£ t
t -T
ey = [ @edar = [ g£(r.0) ar .
~00 ~00

C'est-a~-dire que mt est la mesure distribuée sur 1'intervalle ]-m,t] de
1'axe des x1 avec la densitéipar rapport a la mesure de Lebesgue. On

2. ” ot
constate que, pour tout compact K de IR, la fonction t = m (K) est

la fonction caractéristique de
H={t €RrR : (t,0) €k}

ensemble compact de IR. Et mt(K) s'exprime comme la mesure de Lebesgue

de J-°,t] N H.

Il reste enfin i établir le lien entre les correspondances
£ ~ 2
t ?m° et les mesures m sur P considérées au début de ce paragraphe.
Ce lien repose sur la notion de désintégration ; la définition ci-dessous

est cohdrente avec un sens général de ce mot (cf. [2_], chap. vI, § 3) :

DEFINITION 5.L. On dira que ™ € 8'°(P,R) posséde une désintégration

selon la mesure de Lebesque de T s'il existe pour chaque t € T une

£
mesure m° € Oro(p ,R) telle que, pour tout f € 8°(PIR) on ait, en

notant £° la fonction £ - T, )
(5.12) @y = j'T (ot,£5) at.




Cette écriture implique 1'hypothése que, pour tout £ € 8¢ (p,R),
la fonction réelle t = (mt,ft> est Lebesgue-intégrable sur T. vu la
Proposition 5.D., c'est ce qui a lieu si t —>mt est une correspondance
localement vaguement continue (cf. Définition 5.C.), auquel cas nous

dirons que la_désintégration est localement vaguement continue.

Inversement d'ailleurs, si une correspondance localement vague-
" 12t t . ; 7 s s
ment continue t m € 8'°(p ,R) est donnée, la fonctionnelle définie

pour tout f € 9°(PR) par
o =
F— JT {m",£7) at
est une mesure. On le voit par le méme type de raisonnement que dans la

démonstration de la Proposition 5.G., en utilisant, 13 encore, une parti-

~
tion de 1'unité si £ n'a pas son support dans un TOXLQ .

~
PROPOSITION 5.M. Soit m € 8'°(PJR) ; on suppose que la distribution

a—,m\,
ot

de Lebesque, localement vaquement continue, écrite

est une mesure sur P admettant une désintégration selon la mesure

(5.13) <%: D= JT &b ey ae

- .
Alors m posséde une désintégration localement vaquement continue de la

t
forme (5.12) et la correspondante t = m  admet pour tout t €T la

t : o
mesure m comme dérivée vague (cf. Définition 5.E).

. N i st
Démonstration. D'apres la Proposition 5.G., la correspondance t = m

possdde une primitive ; notons-la t = n® € ﬂ'°(Pt,]R). Définissons
n € 8*°(p,R) par

&Lty = IT (%, £%) at.



e 2n ~ gl
La distribution 3t est définie pour tout f € 8 (P,R) par

%I%J)=‘GII_—_J<UI—_(t:-)>dt

or, d'aprés la Proposition 5.F.,

(ntr g_f: (T ) > = Z_t <ntl?(tl-)> = (I;ltl?(tl-)> .

Comme t =* (nt,%kt,.)) a un support compact dans T, il reste, vu (5.13),
~
an gttt dm
2, Bl @S-85 -

~ o~

La différence p = m-n est donc localement constante par rapport a t
(cf. Proposition 5.A). Il rested prouver que cela implique 1'existence
d'une désintégration
o~ t t
& = [, &) at
N t 1=
ou la correspondance t —p € s'°(P JR) est localement constante. De
‘fait, on invoque, comme dans les démonstrations antérieures, un recouvre-
ment localement fini de P par des TX Ly et une partition de 1'unité
~ 7 kol fiait g
di subordonnée. Sur le support de £, seul un nombre fini des di est
~
non nul. La restriction de p a T,X L, ayant la forme Bf@ p; + avec

6, mesure de Lebesgue de T, et p; € ﬂ'°(LiIR), on écrit

b
&D =G DD

f <p,d:.f>dt

=Z> J _<<=fi p/£°) at
i

La mesure d; Py € ®'°(LiJR) ayant un support compact dans Li se pro-

longe en un élément de ﬂ‘°(PtJR) de méme support, et cela pour tout

t €T (pour t tel que la fonction dz soit nulle, d§ Py est la mesure

t
zéro sur P ). On écrit donc



t t
G = (Do p ,£)at
T 3
ce qui est la désintégration attendue, avec
= T
= o .
=T p
i
t k2 : Lol
La correspondance t =p € ®ro(P MR) a bien une dérivée vague nulle

~
car, si on considére un T X L, C P, la restriction de p a TXL a

~
la forme GO ® Py c'est-a-dire que pour toute f € 8°(TOX LOJR)

St _ t
JTo<p () at = ‘[‘To (o, £°) at

Donc pour tout t € T, la restriction de pt 4 L est égale a P,

3 t TN
Bref, on a bien (5.12) avec m = nt+pt et la dérivée vague de

£ 2 nt est égale a ne S &)

6. CINEMATIQUE DES MESURES SCALAIRES

Dans tout ce qui suit, la situation et les notations sont celles
du § 2 : la variété A est en mouvement ¢' Gans la variété I sur
1'intervalle de temps T.

voici d'abord une propriété simple dont la démonstration n'exige

pas la machinerie du § 5 :

A z
PROPOSITION 6.4. Soit m € 8'(LiR) et soit @ € 8§ (Ar), éléments cons-

tants par rapport a t. Pour chaque t € T on note

(6.1)" ub = E1t(m) € 91 °(AR)
(6.2) £ = gom € 8" (p (M W)

Alors, la fonction rdelle

t = 5, 0) = o, £5)
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est ¢ s 7 ; sa dérivée au point t a pour valeur

(6.3) —daiv(otht), @) = (Qiv(s'm), %)

ol st e clipbn) et of € e (A,A') sont les champs de vitesses

4o s(t,8) et N -0(t,\) définis en (2.2) et (2.3).

H 5 £
Autrement dit, l'application t = de T dans

8'°(AR) C S'1(A,R) est dérivable au sens de la topologie faible de

O'(AR) ; 1'é1ément dérivé au point t est -div(dtllt) € o (AR).

Démonstration. Les reégles usuelles du calcul différentiel donnent, pour

chaque 4 € BS, avec A = ﬂt(t),

(6.4) &5 = Lo (4) = 7 (M .graa ST (4) = (e, grad (N,

ol le point se rapporte a la dualité entre I\;\ et A;\*. D'aprés la
Proposition 4.A et la relation (2.8), le dernier membre s'éerit aussi
bien =-s(t,%).grad £5(4), ce qui constitue une fonction réelle continue

sur l'ouvert
(6.5) p= fit,8) €T XL s+ LEF) |

soit K wun voisinage compact d'un point t0 de T. L'application conti-
nue (t,\) = pt()\) donne du compact K X supp ® une image compacté dans
L qui, pour tout t € K contient le support de ft. On invoque alors la
formule des accroissements finis pour la fonction t = ft(l), avec l'ex-—
pression (6.4) de sa dérivée, puis la continuité de la fonctionnelle 'm,

pour obtenir
d t t
T lm, £°) = ~{m,stgrad £)

Le second membre est fonction continue de t, vu la continuité de
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sﬁgrad £5. par ailleurs il s'dcrit

- {dm, grad ft> = {aiv (sh), ft> -

L'égalité (6.3) résulte enfin des Propositions 4.B et 4.C.[]

REMARQUE 6.B. Les expressions écrites en (6.3) ne font pas apparaitre

A t ¢ 7 t t .
les gradient de ® ou f ; s'il se trouve que div(o B ) soit une
mesure sur A (ce qui équivaut a dire que div(stm) est une mesure sur
pt(A)) elles auront un sens pour ¢ € ®%A,R). La question se pose alors
de savoir si (6.3) fournit encore la dérivée de la fonction réelle

t T s .
R (") ,w) ; autrement dit, est-ce que la mesure -dlv(dtnt) constitue

ro 2 ¢ t 7
la dérivée de l'application t = B au sens de la topologie vague de

&'C?AJR) ? Ppour répondre, nous mettons d'abord en place le formalisme

suivant:
P ’ o o ’
Soient les variétés produits L =T XL et A =T X A. On dé-
~ ~ ~
finit une application p de A dans L en posant, pour tout
(.M €R,
(6.6) D, ) = (t,p(t,N)
~ A ~ s
L'image p(A) est la partie P de I, définie en (6.5) ; on a déja

~ ~
observé au § 2 que c'est un ouvert de L. L'application p est injec-
tive, continliment différentiable et de rang maximum ; son inverse est

~ ~ ’
ltapplication 1w : P = A définie par
(6.7) Tt 8) = (t,m(t,4)).

L'espace vectoriel tangent en tout point de la variété T se-
ra identifié a IR, ce qui veut dire que 1l'on privilégie pour toutela sui-

te la carte de T que constitue son injection naturelle dans IR. L'espace



Lond S
vectoriel tangent au point (t,\) de A est donc identifié a ]RXA')‘ i
~
l'espace vectoriel tangent au point (t,4) de L est identifié a

~ ~
R X L} . L'application linéaire p'(t,\), tangente & p au point

~
(t,\) €A, s'dcrit, avec les notations de § 2,

(6.8) (dt,d\) - (dt,p(t,NaX + p'(t,Nalr) .

Donc, si 4 = p(t,)), le vecteur (1,0) €R X A, a pour image
~
par p'(t,N)

(1,p(t, M) = (1,s(t,8)) €R XL} ,

ol s est le vecteur défini en (2.2) ; de méme, avec O défini en

(2.3), le vecteur (0,0(t,N)) €R X A, a pour image, vu (2.9),
(0,p' (£, Ma(t, ) = (0,-s(t,8)) ER X Ly .

Bref :

o~
PROPOSITION 6.C. Par le difféomorphisme p de % sur P, le champ

vectoriel (1,0) a pour image (1,s), le champ vectoriel (0,0) _a pour

image (0,-s), le champ vectoriel (1,0) a_ pour image (1,0).

Nous exprimons maintenant la divergence de ceitaines mesures
; ~
vectorielles sur A ou P.
~
soit m € §'°(P,R) ; le produit de cette mesure scalaire par le
champ vectoriel continu (1,0) est une mesure vectorielle ; la diver-
gence de cette mesure vectorielle est la fonctionnnelle définie pour tout

T e em) par

£ - ((1,0);, grad ?)

=-m,(1,0).qrad?>=-<r:,—g'f; .



Bref, avec la notation du § 5 ,
~ aN
m
(6.9) aiv{(1,0) m] = i

~
soit, par ailleurs, b = (0,b) un champ vectoriel continu sur P,

% composante temporelle nulle, c'est-a-dire que £ - b(t,L) € L.£ est un

t .
champ vectoriel sur l'ouvert P = {¢ en: (£, 0 €ep), dépendant de t
d'une manidre continue par rapport au couple de variable (t,f) € P. Pour
t § 3 s i

chaque t € T, on notera b  1'élément de C(P,A') ainsi défini. Alors
~

m désignant comme ci-dessus une mesure scalaire sur P on considére la

. : oot b : s

divergence de la mesure vectorielle bm, c'est-a-dire la fonctionnelle

. o~ 1
définie pour tout f € §'(P,R) par
(6.10) 'E/ e (g;, grad ?> = = (x;,g.grad 'E))

"~ z z
En notant ., comme au § 5, ft la fonction £ = f(t,42), élément de

1
Y (Pt,]R), on a pour (t,f) €pP
g.grad ? = bt.grad ft

~
(le . du premier membre est relatif & la dualité entre LEt 4 et
’
~ '
LZ; gy 7 celui du second membre & la dualité entre L, et L:&*)' Cette
’

A . \ ’ T : 1

expression est utile dans le cas ou m possede, au sens de la Definition

5.L, une désintégration selon la mesure de Lebesgue de T ; dans ce cas

1'expression (6.10) s'écrit

= G,g.grad 't\")

li

= ,[ <mt,bt.grad ft> dt

]

iy

S {aiv(bnt), £ty at
ou, pour chaque t, div(btmt)€3‘1(Ptm). Donc
(6.11)  aiv[(o,p)W], Ty = XT {aiv(btn®),£5dat |

~
ce qu'on peut appeler une désintégration de 1'élément div{(o,b)m]é 8 pmR) .



En rapprochant (6.9) de la Proposition 6.C., il vient :

~ ~
PROPOSITION 6.D. Soit u une mesure sur A =T X A ; soit m son image

Led ’
sur P par le difféomorphisme p. Alors avec les champs s et o de-

finis en (2.2) et (2.3), on a

~ 3 dm o S~
(6.12) P‘at’ 3¢ + div[(o,8) m]

ST ) o
(6.13) LaF 5P - aiv((o,0) ]

En rapprochant de la Proposition 5.A., on obtient :

COROLLAIRE 6.F. La mesure ’r; € 91 UAPMR) est localement constante par

rapport & t si et seulement si

(6.14) %% + div [(0,0) B =0 .

La mesure P € O'YTXAIR) est égale au produit de la mesure de

Lebesque de T par une mesure sur A si et seulement si

(6.15) % + aiv[(0,8) m) =0 .

Pour l'exploitation de ce corollaire, on remarque en outre :

~
PROPOSITION 6.G. Si la mesure m est localement constante par rapport

N

~
a t, la mesure W posseéde une désintégration vaguement continue.

~
Si_la mesure P est le produit de la mesure de Lebesque de T

~
par une mesure sur A, la mesure m posséde une désintégration vaguement

continue.



~
Démonstration. Supposons m localement constante par rapport a t ; on
a vu, en démontrant la Proposition 5.M, que cela implique une désintégra-

tion

G = [ Gty ar

t
ot t »mt € §'UP /R) est localement constante, donc localement vague-
ment continue. Pour obtenir une semblable désintégration pour E , image
~ ~ . . o ~ ~ o

de m par m, il suffit de prendre # € §°(TXA,R) et £ = Porm € 97 (PR),
d'ou

(B‘II?P'>=<(HTI'E>

> o £ _~ .ot e " t
On note comme d'habitude ® = o(t,.) ; si W designe 1l'image de m
par T ., on a, pour tout t €T,
t t t _t

W) = ln,et)

Donc

@ = | et ae
T

t F s sl
Noter que t = Q¥ est vaguement continue car, si on choisit 3 constante
3 ; S . K
par rapport a t, la continuité de la fonctionnelle t (b,0) = m,£)
est évidente.
La seconde partie de la Proposition s'établit de méme, en échan-

geant les rdles de I, et AL

Ce qui suit apporte la réponse & la question posée dans la Re-

marque 6.B.

PROPOSITION 6.H. On suppose que ;J est localement constante par rapport

~ . .
3 tosoit t -t 1a désintégration de W (cf. Proposition 6.G). On

i s t.t
suppose que, pour chaque t € T, la distribution div(0 B°) est une me-

sure sur A, dépendant de t de maniére vaguement continue (de fagon
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§ " s £t T
équivalente, la distribution div(s m ) est une mesure sur P  dépendant

de t de maniére localement vaguement continue). Alors, la distribution

sur TXA

2o

(6.16) = - aiv{(0,0) %]

(cf. Proposition 6.D) est une mesure qui admet la désintégration

% LW == @ive®e®), o) at
T

(pour %FQO(TX/\,}R) et tpt=”ts(t,.)).L'aEElication t —>ut de T dans

9'°(A, R) est continfiment dérivable pour la topologie vague, de dérivée

égale a —div(otut).

Démonstration. En vertu de (2.8), (2.9) et de la Proposition 4.C, la
mesure vectorielle ctut sur N admet pour image par le difféomorphisme
. t t T \ N
Pt la mesure vectorielle =sm sur P . D'apres la Proposition 4.B,
s : i ¢ tot : § t £
la distribution div(o R~) admet pour image =-div(s m ). L'une est donc

une mesure si et seulement si l'autre l'est. Si ?6 € 8°(TxA,R) et

T e 9°(P,R) se correspondent dans le difféomorphisme ;, on a
t
Vit éer: {aiv(o ut),tpt> = - (div(stmt),ft) .

En prenant £ oa support dans un T X L C P, constante par rapport a t
sur un voisinage de to dans To ;, on voit (cf. Proposition 5.D) que la
continuité vague de t - div(ﬂtut) entraine la continuité vague locale
de t = div(stmt). Que cette derniére entraine la premiére s'établit de
méme, en faisant en outre appel 4 une partition de 1'unité.

La distribution div[(o,d) Tl-'] est la fonctionnelle définie pour

o 1
tout @ € ® (TXA,R) par



4.43

> = (GL(OIG)-grad 23
= lr (%, otgraa o) at

[ daivio™n®), o) at.
T

Comme on l'a observé dans les commentaires de la Définition 5.L, la con-
5o B : .

tinuité vague de t div(o B’) fait que cette fonctionnelle est une

mesure. Vu 1l'égalité (6.16), c'est aussi bien la distribution %5 qui

se trouve &tre une mesure sur TXA, avec une désintégration vaguement

continue. On invoque alors la Proposition 5.M.J]

Avec cette Proposition s'achdve l'exécution de notre programme.
Les hypothéses formulées entraineront notamment ceci : Soit K un compact

constant de la variété A; vu la Proposition 5.H, la fonction réelle
t
t = B(K) = m(p (K)

est localement lipschitzienne et admet pour&rivée dans les sens usuels
(i.e. au sens des distributions, au sens Lebesgue-presque partout, au

sens des intégrales indéfinies) la fonction réelle

>

£t ©
- i = i
t {aiv o B, xK) {aiv s™m, Xpt(K)

C'est la généralisation attendue de la relation (1.1). En particulier,
e 7 t 8
la continuité vague locale de t = div s m est banalement assurde si le
\

mouvement est stationnaire (cf. § 3), mais il reste toujours & contrdler

que cette distribution est une mesure.
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