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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

Montpellier 1981, Exposé n° 3

VARTATIONS HORIZONTALES PREMIERE ET SECONDE

D'UNE INTEGRALE DE TRACE
J.J. MOREAU

Ls INTRODUCTION .

Soit A un espace euclidien homogéne de dimension n ;
soit X 1'espace vectoriel euclidien associé.

Soit & wun ouvert de OC et soit O : Q >XgX un champ
tensoriel du second ordre. Diverses lois physiques (en particulier
celles de la statique ou de la dynamique des milieux continus, sous des

hypothéses convenables) s'expriment sous la forme
(1.1) otd,i = o0 ;

c'est-a-dire nullité du champ vectoriel divergence de O . Cette écriture
suppose qu'un systéme de coordonnées cartésiennes (non nécessairement
orthonormées) a &té choisi dans JG ; les Oij sont les composantes

deux fois contravariantes de 0(x) ; on note ,i la dérivation partiel-

le par rapport i la coordonnée x- du point  xi€ qQle

Regu le 18 mars 1981.



Souvent il sera déclaré que (1.1) a lieu au sens des distri-

butions sur @ . Par abus de langage ; en fait ce ne sont pas les
* fonctions x -~ 0 d(x) € R qui constituent des distributions sur

>

i.e. des éléments de D'(R,R) , mais les mesures scalaires 0™ dw od

dw désigne la mesure de Lebesgue sur @ ; il faut naturellement suppo-
Iy
ser 04 ¢ Lioc(ﬂ, dOBSEROE
Dans tout ce qui suit, on considére, de fagon plus générale,

une mesure tensorielle (de Radon) sur Q , notée dT, i.e. un élément

de 1'espace i)'o(ﬂ, X®@X) des distributions d'ordre zéro sur Q a

valeurs tensorielles d'ordre .2 . Ses composantes, relativement a la
o % . s e 5

base choisie dans X sont notées dT'J , €léments de éI)o(Q, R).

Au lieu de (1.1) on va étudier la condition
(1.2) @y . = 0
5

dont le premier membre définit les composantes de la distribution vecto-
rielle div dT , élément de D'} (2, X) .

L'objet de ce rapport est une caractérisation variationnelle
des mesures tensorielles symétriques et bornées vérifiant (1.2). Le
mot "variationnel" a subi dans une période récente un glissement de sens :
on en vient a qualifier de variationnelle toute formulation mettant en
cuvre une dualité d'espaces vectoriels (certes, l'assertion appelée
traditionnellement "lemme du calcul des variations' est bien une proprié-
té de ce type ; mais le calcul des variations ne se réduit pas a cela.

Pour en revenir a une perspective plus saine, 1'Introduction du traité

de L. Schwartz, Théorie des distributions, ouvrage 'dualitaire" s'il

en est, ne présente nullement la théorie en question comme variationnelle).



Ici (1.2) est banalement une assertion dualitaire, puisqu'elle signifie
5 i
¥ geD@R,X : <\{J’i,dTJ>=O 5

On expliquera dans la conclusion de ce Rapport en quoi le résultat atteint

est, au contraire, variationnel au sens propre.

Est définie pour toute mesure tensorielle bornée la fonction-

nelle intégrale de la trace, exprimée, si la base utilisée dans X est

orthonormée, par
(1.3) () M= 1 T e

On vérifierait facilement par un calcul direct que la mesure scalaire

dTii (avec, comme d'habitude, une sommation en i) , dite mesure trace
(euclidienne) de la mesure tensorielle, est indépendante du choix de cette
base orthonormée. On aura besoin dans la suite des remarques suivantes :
Une variante multidimensionnelle du théoréme de Radon-Nikodym (ou, si
1'on préfére, un théoréme sur les mesures & valeurs dans un espace de
Banach de dimension finie ; cf. Bourbaki [1] , §2, n® 4, Proposition 9)
assure 1'existence d'une mesure > 0 bornée dm et de fonctions

T;ij € Lw(ﬁ, dm ; R) (définies & une modification arbitraire prés sur
tout ensemble dm-négligeable) telles que Tij = Téijdm ;5 cette repré-

sentation n'est évidemment pas unique. Alors, en supposant toujours la

base orthonormée,

(1.4) 1@ = friam

Il importe pour la suite de s'affranchir des bases orthonormées ;

rappelons que, pour un simple espace vectoriel, non muni a priori d'un
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produit scalaire, c'est seulement & un tenseur du second ordre de type
mixte (auquel correspond un endomorphisme de 1'espace vectoriel) que
s'associe canoniquement un scalaire trace. Ici, X &tant euclidien,

on notera g le tenseur deux fois covariant, symétrique, associé i la
forme bilinéaire produit scalaire ; pour tout tenseur deux foiscomramiant
A , le produit deux fois contracté gij Aji est un scalaire noté g : A ,

indépendant de la base employée ; on dira que c'est la trace euclidienne

de A€ X®X ; si la base est orthonormée gij = Gij dlou’ g A= A%,
En base'quelconque (1.3) et (l.4) s'écrivent donc

oy 1Ji = X ' - G
(1.5) 1(dT) fgij Tlge dn =0/ R: il ani=s Rl AT

La caractérisation variationnelle annoncée repose sur la

technique des variations horizontales, introduite dans un précédent

rapport de ce Séminaire [2] et dans [3] . Les fondements de cette
technique sont rappelés dans le paragraphe 2 qui vient ; le paragraphe 3

présente son adaptation au cas de mesures vectorielles ou tensorielles.

2 TRANSPORT 'DE CHAMPS PAR UN PORTEUR .

Soit ¢ € 3f(n,x) , i.e. un champ vectoriel contintment diffé-
rentiable, a support dans @ compact.'Pour @ EGIR S Rie R EH R O s O
note classiquement (exp'r¢)£ la valeur prise pour t = t par 1'inté-
grale de 1'équation différentielle dx/dt = @(x) qui prend la valeur &
pour t = 0 . Le langage de la cinématique des milieux continus se
révéle pratique : 1'application expTy : Q> Q peut se visualiser

comme la transition de 1'instant O & 1'instant T pour les particules
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d'un fluide que nous appellerons porteur,en mouvement stationnaire, de
champ de vitesses § . Visiblement, cette application admet exp(—T‘?)
pour inverse. Les propriétés classiques concernant la dépendance des
intégrales d'une équation différentielle a 1'égard des conditions initia-
les (cf. par exemple [4] ) entrainent que expt¢y est, quel qﬁe B0t T
un  Gl-difféomorphisme de @ sur lui-méme, se réduisant i 1'identité
sur le complémentaire du support de ¢ . De facon &quivalente on peut
munir 1'ensemble A des particules du porteur d'une structure de variété
Ql-différentielle (nous dirons, plus bridvement, " @l-variété") telle

que le placement i A > @ du fluide a chaque instant T soit un
=il

@l-difféomorphisme, avec exp t @ =T oom

On notera Ai 1'espace vectoriel tangent au point A de A ;
pour chaque <t , 1'application linéaire tangente n;(A,.) est un

isomorphisme de A! sur X . Soit a€A! indépendant de T ; son

A N
image a(t) = w'(\,a) est un élément de X variable avec T ou vecteur
T yeocteun

mobile.

Dans toute la suite, on notera &/8t des dérivations par

rapport a t, prises avec A fixé.

La classique "équation aux variations'" de la théorie des
€quations différentielles a pour objet d'expliciter la dérivée de 1'in-
tégrale de dx/dt = §(x) par rapport a la condition initiale. Dans le

contexte présent, elle signifie que 1t > a(t) est dérivable par rapport

)

T, avec
(@2611) Came ‘-Pi. al 9

On suppose 1a qu'un systéme de coordonnées cartésiennes (non nécessaire-
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o A el : i i
ment orthonormé) a été choisi dans 36 ; les a , v sont les compo-

santes des vecteurs concernés relativement a la base correspondante de X

Les Lylj sont les dérivées partielles de Ql(x) , relativement aux
bl

coordonnées cartésiennes de x € @ , évaluées au point x = nT(A)
de X6 .

On dit que le vecteur mobile ci-dessus 1 »> a(t) € X ,

associé a la particule A, est convecté par le porteur A .

Observer que 1'équation aux variations et sa conséquence (2.1)
restent vrais si (p dépend de T , c'est-d-dire pour un porteur en

mouvement non stationnaire. On fera dans ce cas 1'hypothése que, J dé-

signant un ouvert de R contenant les valeurs concernées de Tt ,

1'application ¢ : JxQ>X est continliment différentiable.

L'idée de convection par un porteur s'@tend naturellement a
un champ vectoriel. Un champ vectoriel | de la variété A\ est une
correspondance associant & chaque A € A un €lément, noté y(A) , de
1'espace vectoriel tangent Ai (c'est, comme on dit en géométrie

différentielle, une section du fibré tangent). Supposons 1 constant

par rapport & Tt ; chaque placement m. en donne une image, & savoir

le champ vectoriel e QX
X > VT(X) = w;(A,\p(A)) =l ()

On dit que Vot champ vectoriel sur @ , dépendant de <t
est convecté par le porteur A . La formule (2.1) s'applique au calcul
de la dérivée par rapport a 1 de la valeur du scalaire v’ au point

mobile x(1) = wT(A) , ce qu'on appelle classiquement en mécanique des

milieux continus une dérivée particulaire. On notera 5? une telle




dérivation et (2.1) donne
e
(2.2) g 6\{’ v PRy 5

Dans le cas oi  est indépendant de T , le lecteur
familier avec le langage de la géométrie différentielle fera ici un
rapprochement avec une dérivée de Lie associée au champ vectoriel P
méme pour  dépendant de T on pourra rejoindre ce méme concept en
passant au produit R x Q. Selon [5] , la suggestion d'employer le
langage de la théorie des groupes de Lie en mécanique des fluides
remonte a Zorawski, 1897. Ce langage ne nous apporterait rien ici.

A chaque M€ s'associe de méme 1'espace cotangent Ai* 5

dual de Ai 5 en tant qu'espace vectoriel euclidien, X sera identi-

fié 4 son dual. Alors la transposée de w;(x,-) est un isomorphisme
de X sur Ai* ; 1l'inverse de cette transposée, notée *w;(x,-)
(dite application contragrédiente de n;(x,-)) est un isomorphisme
de Ai* SULREEXE T SOt 6& Ai* , indépendant de t ; son image
par *n;(x,-) est un élément b(t) de X , c'est-d-dire un yecteur

mobile : nous disons que Tt > b(r) , associé a la particule )A€ A

est un vecteur mobile transvecté par le porteur.

Avec o et a considéré plus haut, on a, d'aprés la défini-

tion des images,
YreR a(t) *b(r) = <a, B>

oli =+ désigne le produit scalaire euclidien de X et <-,-> la forme
. . - . . - *
bilinéaire de dualité entre Ai et Ai . En rapprochant de (2.1), on

peut en tirer, puisque o est arbitraire dans AA s
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ot les bi sont les composantes covariantes de b(t) par rapport a la
base de X (c'est-a-dire les produits scalaires de b(t) par les
éléments de cette base ; cela s'identifie aux composantes usuelles,

contravariantes, dans le cas orthonormé).

Un champ de covecteurs de A est une correspondance associant

* B T
a tout A€N un élément, soit 6(X) , de Ai . Supposons 6 indé-
pendant de T ; son image par chaque placement L est le champ

vectoriel w' défini sur @ par
x > wi(x) = *ﬂ'(A,O(A)) . A=m (%) .

Nous disons que ce champ vectoriel est transvecté par le porteur A .
Un exemple typique de cette situation apparait si 1'on considére une
fonction numérique ¢ : A > R différentiable, définie indépendamment
de 1t dans la ‘gl-variété A . L'image de ¢ par tout placement T
est par définition la fonction numérique z_ obtenue dans Q par

x>z (0 =gm ), A=) .

On dit classiquement que z,  est une fonction numérique convectée par

Le gradient (ou différentielle) de ¢ est un champ de covecteurs
de A, indépendant de 1t ; la régle de composition des applications

linéaires tangentes fait que 1'image de Yy , champ de veecteurs sur @
g q g P

dépendant de T , est le gradient (euclidien) de z . Bref, le gradient

d'une fonction numérique convectée est un champ vectoriel transvecté.




De fagon générale, on pourra définir sur la tﬂ—variété A

un champ tensoriel, correspondance associant a& chaque X € A un élément

du produit tensoriel de diverses copies des espaces vectoriels A!

A
ou Ai* . Par exemple un champ tensoriel deux fois covariant a pour
* * : :
valeur en chaque A€A un élément de Ai ® Ai . Si ce champ tensoriel

est constant par rapport & t , son image par chaque m. est un champ
tensoriel & -+ X®X (rappelons que X , en tant qu'espace vectoriel

euclidien, a été identifié a son dual) dépendant de t et déclaré dans

ce cas doublement transvecté par le porteur A

La @l-variété A étant, par construction, @l-difféomorphe
a4 Q peut @tre paramétrée au moyen d'une seule carte ; soit (Al,...,xn)
un tel paramétrage ou "systéme de coordonnées admissible" dans la
variété N . Ce paramétrage induit une base dans chacun des espaces Ai
et A;* donc aussi dans leurs divers produits tensoriels ; tout champ
tensoriel sur A est alors défini par des fonctions de (Xl,...,xn),
composantes de ce champ tensoriel. Tout changement de systéme de coordon-—
nées (Al,...,An)-*(Tl,...,X Ty est, par hypothése, un @l-difféomorphisme
d'un ouvert de R" sur un autre. Les formules de changement de base
qui lui correspondent dans chacun des espaces vectoriels Ai 5 Ai* ou
dans leurs divers produits tensoriels, ont donc pour cefficients des

fonctions continues de (Al,...,An) . Il en résulte que la continuité

d'un champ tensoriel, si on la définit par la continuité de ses fonctions

composantes, se trouve en fait appartenant 3 la géométrie de la
@l-variété A , c'est-a-dire que cette notion est indépendante du choix
du syst@me de coordonnées. De m@me pour la notion de support d'un champ

tensoriel : complémentaire du plus grand ouvert de A sur lequel le
champ s'annule.
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Soit K un compact de A et soit, par exemple, 1'ensemble,
G0 i —" : : 3
noté QDK(A, AN'"® A'"), des champs tensoriels deux fois covariants
continus, & support contenu dans K . C'est banalement un espace
vectoriel et,en définissant la norme d'un élément comme le sup des
valeurs absolues de ses composantes relativement & un systéme de coordon-
nées de la variété A , on fait de cet espace vectoriel un espace de
Banach. Tout changement de coordonnées remplace ladite norme par une
i 330 ¥ ¥ o f

norme équivalente ; de la sorte K(A, A'"® A7) est muni d'une struc-—
ture d'espace vectoriel topologique banachisable, intrinséquement associée

3 la géométrie de la @Bl-variété A .

3. TRANSPORT DE MESURES .

Conformément au point de vue dualitaire, adopté notamment par
Bourbaki [l] pour construire la théorie de la mesure, une mesure scalaire
sur la @l-variété A est, par définition, une forme linaire sur
1'espace D°(A,R) des fonctions continues sur A & support compact,
forme continue dans le sens suivant : pour tout compact K de A ,
la restriction de ladite forme lin€aire au sous—espace jﬁ%(A,IU
(notation de la fin du paragraphe précédent) est continue. Notons du
une telle forme ; la valeur que lui coﬁfére un g €_3§(A,R) sera
écrite f zdu .

Comme au paragraphe précédent, notons z 1'image de la
fonction réelle ¢ par le placement Moo c'est-d-dire 1'élément de

(2, R)  défini par

i e M) c(w;l(X))
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Pour chaque m. est ainsi établie une correspondance bijective linéaire

bicontinue entre fb°(l\,]R) et g)b(Q,R) 3 1'image de la mesure scalaire

duy par T se définit alors comme la mesure notée dm_ , construite
T

sur f par
(319 ¥ e, R) s Jrdu= | z dm_ ;

Moyennant notre hypothése que du est indépendante de 1 , on dit que
me , mesure sur § dépendant du "temps" rt,est convectée par le
porteur A . De fagon &quivalente, tout ensemble € C A intégrable
pour du a une image e = ﬁT(a) , telle que

) dm_ = [ du , constant par rapport i 1
e €

T
Cette situation est classique en dynamique des milieux continus : du est,
dans ce cas, la mesure masse définie sur la variété A dont les points
sont les "particules" du milieu continu.

Noter que, pour les mesures vectorielles ou tensorielles que
nous considérons maintenant, l'intégrale sur un ensemble e c A

n'aura pas de signification.

Par définition une mesure vectorielle (resp. covectorielle)

sur A est une forme linéaire réelle sur 1'espace ID(A, A'*) des

champs de covecteurs continus @ support compact (resp. sur l'espace

D°(A,A") des champs de vecteurs continus & support compact), avec la

propriété topologique suivante : la restriction de cette forme 3 chacun
o
des ﬂjK concernés est continue. Si dy , désigne, par exemple une

mesure vectorielle, la valeur qu'elle confére a un champ de covecteurs

<
6 F ?:KA,A'*) sera écrite f <8,dy> . Si des coordonnées admissibles



(Al,...,An) sont choisie dans A , le champ 6 est décrit par ses
composantes Gi , fonctions continues des (Ai) , & support compact.

On peut aussi bien interpréter les ei comme n &léments de I (A,R) ;
1'intégrale ci-dessus étant une forme linaire par rapport & ces n &lé-
ments, de restriction continue a chaque 3jk , cela permet d'exhiber n

mesures scalaires dwl e P'° (A, R) dites composantes de la mesure vecto-

rielle, avec
il
[<8,dp> = j’eidw 3

Des faits classiques concernant leslfamilles finies de mesures
scalaires (ou, si on préfére le théoréme sur les mesures vectorielles
a valeurs dans un espace de Banach de dimension finie, cité dans 1'Intro-
duction) permettent d'affirmer 1'existence (sans unicité&) d'une mesure
scalaire > 0 sur A , soit dpy , et de n fonctions scalaires

WLIE_Lm(du) telles que dwl = le dpy  c'est-d-dire

]

[<o,ap>=[ o, vi* du=[<o,p!>du .

Le champ vectoriel w; est défini a une modification arbitraire prés
sur tout ensemble du-négligeable de A .
Venons—en aux images par chaque placement T3 ona défini
au paragraphe précédent 1'image w' du champ de covecteurs 6 , ce qui
S o8 ; S 3 5 o | * o
réalise une bijection linéaire bi-continue entre I (A,A' ) et DUN,X).
La définition de 1'image de dy , soit dvT€§S°(Q,X), en découle ;

cette définition consiste dans 1'identité

[<0,dy>= J'wT-dvT .



Rappelons que la mesure vectorielle dy sur A est supposée indépen-
dante de Tt ; alors dvT , mesure vectorielle dépendant de t sur €

et dite convectée par le porteur A . En invoquant comme plus haut le

théoréme de représentation d'une mesure vectorielle par une mesure
scalaire > 0 accompagnée d'un ;hamp vectoriel densité, il vient que
dvT est une mesure convectée si et seulement si il existe me s mesu-
re scalaire > 0 convectée (image de du) et v; € 17(dp) (image de
w; ) champ vectoriel convecté (défini & une modification arbitraire

pPrés sur tout ensemble me -négligeable) tels que dvT = v; me 5

EXEMPLE . Appelons (par abus de langage) courbe B! dans A une
application \g! d'un intervalle réel [rl,rzl dans la variété A (ce
qui suit pourrait se développer plus généralement & propos d'une courbe
rectifiable, c'est-a-dire une application continue i variation bornée) .
Si on note Yy cette application, la dérivée y'(r) est, pour chaque

T €[}l,r2] un élément de 1'espace tangent A;(r) . La fonctionnelle

. o #*
faisant correspondre & tout champ de covecteurs 6 € SH7(A,A"") 1'expres—

sion scalaire
2 '
[ <8y (x) , y'(x)> dr

est une mesure vectorielle que nous noterons dy . Une représentation
de cette mesure vectorielle par une mesure scalaire 3 0 accompagnée
d'un champ vectoriel densité est facile a exhiber, en supposant pour
simplifier que 1'application vy est injective : Notons abusivement dr
la mesure scalaire sur A qui associe 3@ toute fonction ¢ € I (A, R)

1'expression
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Jf : c(y(r))dr notée [ dr
i

1
(évidemment > 0 si la fonction ¢ est partout > 0). L'ensemble
compact [Y]={Y(r) € N : re [rl,rz]] constitue la 'courbe" au sens
intuitif ; si le support de < ne rencontre pas [y] 1'intégrale ci-
dessus est nulle. Le complémentaire de [YJ dans A est donc un ensemble
dr-négligeable. Définissons le champ vectoriel X -+ Y;(A) sur A par

Yoo sioaely]

o =q{ u.
sinon, élément arbitraire de Ai :
Visiblement
}'<e,dy>=f<e,y;_>dr -
Passons aux images pur chaque L 1'application composée

e =m eye @ ([r,r,],0

constitue la courbe image de Yy : c'est une courbe mobile dans @ .
La mesure vectorielle dcT s, variable avec T , donne un des exemples
les plus usuels de mesure vectorielle convectée par un porteur et corres-—
pond a une situatioﬁ classique en hydrodynamique [6] !

Tout ce qui vient d'8tre dit sur les mesures vectorielles,
resp. covectorielles, s'étend immédiatement aux mesures tensorielles
d'ordre quelconque.

Par exemple, une mesure tensorielle sur A , deux fois contra-

variante, notons-la dI' , est une forme linéaire sur l'espace

* * 0 3 q q
SS%A,A' ® A'") des champs tensoriels deux fois covariants continus i



support compact, avec la propriété habituelle de continuité de la restric-
. 5 %5 o i ~ = it s
tion a tous les K * Dés qu'un systéme de coordonnées (A7) a été
choisi dans A , la mesure tensorielle dI' peut &8tre représentée par

v ij ;
2 mesures scalaires dT J constituant ses composantes. Pour tout

les n
. & v ¥ o ¥ .
champ tensoriel O 633(/\,/\ @N'") 1la valeur de la fonctionnelle se

note
(3.2) [<03dr>= f@ji ar*

L'écriture <+ ; «>fait allusion au produit deux fois contracté d'un
élément de A;f& l\;\* et d'un élément de 1\;\@ /\;‘ , forme bilinéaire
qui met ces deux espaces en dualité. Nous n'aurons pas dans la suite a
préter attention a la correspondance entre les indices respectifs des
deux contractions car on se limitera a la situation suivante : la mesure
tensorielle deux fois contravariante dI' est dite symétrique si
dl"ij = dFji' , c'est-a-dire de fagon équivalente, si 1l'expression (3.2)
est nulle pour tout champ tensoriel O antisymétrique.

Il existe par ailleurs (sans unicité) une mesure scalaire

dpz0 sur A et un champ tensoriel I‘;l deux fois contravariant,

dy-mesurable et borné tel que la quantité (3.2) s'écrive aussi
<@irlsdy = f<p, . , Tidoy i
[<0s oo / R u

On suppose la mesure tensorielle I définie dans A indépen-
damment de <t ; on passe aux images par chaque i L'image de 0O est

un champ tensoriel WT€$°(Q,X®X) deux fois transvecté ; 1'image de

dI' est une mesure tensorielle dC_r déclarée deux fois convectée. Quel

que soit 1T on a



(3.3) [ W' :dc_ = [<e;dr>
Si on suppose par ailleurs que la représentation dI' = T; dp

ci-dessus a été effectuée indépendamment de vt , elle fournit par passa-

ge aux images, une mesure scalaire me 2 0, convectée et un champ

tensoriel me—mesurable et borné, deux fois convecté qui constitue la

densité de dC,r par rapport a me .

4. TENSEUR VITESSE DE DEFORMATION .

On note g le temseur deux fois covariant symétrique associé
a la métrique euclidienne de X ; on fixe un &lément A de A . Pour
. . . et (T 1 ¥ 1 ¥
chaque placement L 1l existe un unique élément vy de AA ®/H
ayant g pour image. Cela équivaut a dire que, pour tout couple d'éléments

a, B de indépendants de 1 , d'images respectives a = n;(x,a) 5

AA 3
bT = ﬂ; (A,B) dans X , on a, avec les notations déja employées pour

des produits deux fois contractés,
(4.1) g: (a®b) =<y"0®B8> .

Le premier membre n'est pas autre chose que le produit scalaire a -bT
Comme 1 a_ ety bT sont des vecteurs mobiles convectés par A ,
on tire de (2.1) que le premier membre ci-dessus est fonction dérivable
de 1 avec, en employant dans Jo des coordonnées cart@siennes ortho—
normées,

4.2)  La b)) = Lealvh - Wi’jaibi : aiqubi

(?;LJ_ +LfJ;i)a_]l:b3 = (2 def ¢) : (a,®b )

n




On utilise la :

NOTATION . Si_le champ vectoriel «: Q » X est différentiable au

point x € 2 , on note def Y(x) la partie symétrique du tenseur

gradient euclidien de « au point x , c'est-d-dire, lorsqu'on emploie

des coordonnées cartésiennes orthonormées, le tenseur de composantes

Lo bt i
i 2o
I1 résulte de (4.1) et (4.2) que 1'élément vy' de

A;\*Q A;\* est fonction dérivable de 1t et que

T

5 0 ®B>= (2defy) : aTG.bT

Cette formule classique de la cinématique des milieux continus peut
s'énoncer :

PROPOSITION 4.1 : Le champ des vitesses ) du porteur A est

supposé différentiable ; alors pour chaque X & A et chaque placement

la dérivée &y'/8t existe, élément de A;f@l\;\* qui admet pour image

le tenseur 2 def @(x) avec x = WT(A) :

Le résultat ci-dessus, simplement basé sur (2.1) est valable

méme si le champ vectoriel p dépend de 1t (porteur en écoulement non

stationnaire), dans les conditions précisées au paragraphe 2 . Pour
étudier maintenant les dérivées secondes, nous prenons en compte expli-
citement la dépendance éventuelle de p a l'égard de 1 et nous

supposons que ( : R xQ + X est deux fois différentiable. Alors

Sebtii Ay g
e B Q)5 e T

On tire donc de (4.2) 1'existence de

m

P
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ol on note h le tenseur de composantes
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En rapprochant (4.1) et (4.3) , on obtient

PROPOSITION 4.2 . Le champ des vitesses ¢ : R xQ > X du porteur A ,

est supposé deux fois différentiable ; alors, pour chaque A € A et

chaque placement T la dérivée seconde &y /812 existe, E€lément de

A;\‘@A;‘* qui admet pour image le tenseur h défini en (4.4) .

5. VARIATION DE L'INTEGRALE DE TRACE D'UNE MESURE TENSORIELLE

CONVECTEE .

7 ij g a
Soit dT , de composantes dT J relativement un systéme de
coordonnées cartésiennes orthonormé, une mesure tensorielle sur § ,

bornée et symétrique. On a vu en (1.5) que 1'intégrale de la trace

de dT n'est autre que le scalaire, intégrale relativement i cette mesure
tensorielle bornée du champ tensoriel constant égal a4 g partout dans
On note d'I‘T la mesure coincidant avec dT pour 7 = 0 5

deux fois convectée par le porteur A , de champ de vitesses \_Yéﬂbl (2,X)

)



ce champ vectoriel peut éventuellement dépendre de <t et , dans ce cas,
on suppose, comme on l'a dit au paragraphe 2, que Y est continument

différentiable de J x © dans X (J : ouvert de R contenant les

valeurs concernées de T ) .

PROPOSTITION 5.1 Moyennant les hypothéses ci-dessus la fonction

ii
(5.1) GRS [ &3 iy = [ dTTT

appartient a f?(J,R) . Sa dérivée au point T = 0 s'annule quel que

a
soit L?(O,') € D (2,X) (ou, de fagon &quivalente, quel que soit

¢ (0,+) € i)(n,x)) si et seulement si dT posséde une divergence nulle

dans € , au sens des distributions.

Preuve . Appelons d© 1la mesure tensorielle deux fois contravariante
sur la variété A dont dTT est 1'image par le placement T d'aprés
1'hypothése, dO est indépendante de t . En introduisant, comme au
paragraphe 4 , le champ tensoriel y' , deux fois covariant sur la

variété A , on a d'aprés la définition des images
: = £ = [<yE doille
[gidr = [<yfdo>=f<yi,d

(on fait ici usage de coordonnées admissibles dans la variété A ) . Alors

T
T

Sy
S [
HI(dTT) = [< I g de> = <

ij ij
St STl 4052

On légitime cette dérivation sous le signe f par des arguments classi-
ques, en observant que, vu la Proposition 4.1 , les fonctions

(T, Al,..., An) = Gyzj/éT sont continues sur K x A (K : voisinage
compact de la valeur concernée de t ) , A& support compact. Par la

Proposition (4.1) , cela s'écrit



[ 2 def g : a1

i i 4§ 4
[ St Dt 2 ¢ AT

On fait t© =0 ; la nullité de cette expression pour tout € D(R,X)
(ou, de fagon équivalente, pour tout L‘)ESDl(SZ,X)) est bien la nullité
de la divergence de dT , au sens des distributions.

On passe maintenant au calcul de la dérivée seconde de I(dTT)

PROPOSITION 5.2 . Outre les hypothéses précédentes, on suppose

@ € g% x @, X) . Alors la fonction définie en (5.1) appartient a

©2@,R) . Pour tout T €J tel que dT_ ait une divergence nulle,

au sens des distributions, la dérivée seconde de cette fonction est

o X | T ij
1 ( G
égale & 2 ILP,lkP,J d’l‘T
Preuve. Par une dérivation sous le signe f , légitimée comme celle

de tout & 1'heure, on a, en utilisant (4.4) et la symétrie de dT_r

2 200
S [P f o
512 812

2 e e

L}

i ot k Al i i
RV + = + ;
o gk .LP,kL?,J (LF,T ‘{),kk\) ),J
d'oli 1'expression annoncée car, si dTT a une divergence nulle
f(i+tpikfk).dTij=0
q’,'r .k ] T

COROLLAIRE 5.3 . On suppose que dT a une divergence nulle. La déri-

vée seconde ci-dessus, évaluée pour T =0 , est = 0 quel que soit




@ e P%(2,X) (ou, de fagon équivalente, quel que soit G € P(Q,X)) si

et seulement si la mesure tensorielle symétrique dT posséde les

propriétés équivalentes suivantes :

i) Pour tout € iY(Q,X) (ou, de fagon équivalente, pour tout
SOUL ROu q

Ve D(Q,X)), on a
(5.2) i v; s artd 5 o

ii) 11 existe (de maniére non unique) sur { une mesure scalaire

dp > 0 et des fonctions TLlJ € 1L7(du) telles que artd = TLLJdu

et que pour tout ® € @ (3 un ensemble du-négligeable prés) la forme

quadratique & - T'ljgigj soit 3 0 sur R® .
Preuve . La positivité de ladite dérivée seconde é&quivaut, d'aprés la
Proposition précédente, a ce que
vgeNo,n ok ¢F a0
!1‘ ’J
Il faut et suffit pour cela que cette inégalité ait lieu pour tout (p
de la forme suivante, avec ko fixetdanst {12, .0}

(¢]

. 5 € DW@R) pour k =k
el

0 pour k # ko
c'est-a-dire
¥oleB,R) - &0 [0 o dT ROl
’1 ’J

Cela signifie que la forme quadratique définie sur D(Q,X) par

ij
U IR TR



a une restriction > 0 au sous-espace des gradients. On sait par

ROS [7 ] que cette propriété équivaut a4 i) et a 1ii) .

REMARQUE . Dans tout ce paragraphe on a, pour simplifier 1'@criture,
utilisé dans 6 des coordonnées cartésiennes orthonormées (ce qui

fait que la régle de style selon laquelle chaque indice de sommation
doit apparaitre une fois en haut et une fois en bas n'est pas respectée) .
Mais on notera que méme en coordonnées cartésiennes non orthonormées,

le premier membre de (5.2) représente toujours le scalaire ny@w):dT
pourvu que wi désigne les composantes cova;iantes du champ vectoriel Y
et dTij les composantes deux fois contravariantes de la mesure tenso—
rielle. De méme, en ce qui concerne la propriété ii) , il est équi-
valent de supposer que les TLij sont les composantes deux fois contra-

variantes du champ tensoriel T' relativement i une base quelconque.

6. CONCLUSIONS

Considérons les @l-difféomorphismes de @ réalisés par les
transitions d'un porteur dont le champ des vitesses ¢ (dépendant
éventuellement de ) vérifie les conditions du paragraphe 2 . Notons
g 1 1'ensemble des produits finis de, tels difféomorphismes, un groupe
de Bl-difféomorphismes qui, peut-on dire, laissent invariant chaque
point frontiére de @ . Sans chercher i savoir ici si ce groupe peut
étre engendré plus simplement, observons que, selon le p&ragraphe 8y
ce groupe opére dans 1l'ensemble des mesures tensorielles sur et,

également, dans le sous—espace vectoriel, qu'on notera o/ , des mesures
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tensorielles d'ordre deux symétriques et bornées. Chaque orbite de (%I

dans % constitue, en un sens qu'il n'y a pas & préciser davantage,
une sous-variété de /€ . Notons ﬁq une telle orbite ; la significa-
tion de la Proposition 5.1 est que, dans “@l , les éléments a diver-—
gence nulle sont les points critiques de la fonction scalaire I
"intégrale de la trace", c'est-a-dire les points ol la différentielle
premiére de cette fonction s'annule.

Considérons maintenant le groupe 82 des E;Z—difféomorphisme
de @ engendré de la méme facon avec des porteurs a champ de vitesses
%22, comme dans la Proposition 5.2 . Chaque orbite de %2 dans J%€ .
est une sous-variété, notons-la ‘VZ 5 pour chacun des points critiques
de I dans 'VE (vu la Proposition 5.1, ce sont a nouveau les &léments
a divergence nulle de la variété), la Proposition 5.2 donne 1'expres—

sion de la différentielle seconde de I . La positivité de cette diffé-

rentielle seconde, discutée dans le Corollaire 5.3 est une condition
nécessaire pour que le point critique en question fournisse un minimum
local de I . Une des sources d'intérét de cette condition de positivité
est, pour nous, l'encadrement suivant qu'elle apporte & 1'imagination
des théoriciens.
Dans la ligne du présent rapport, il serait naturel de consi-

dérer le groupe f}m engendré par les transitions de porteurs a champ

. © .
de vitesses &’ . Ces porteurs sont banalement munis de structures de

. - - 190 . - . .
variétés Z? 3 de ce fait, on peut y définir non seulement des mesures
tensorielles, mais des distributions tensorielles d'ordre quelconque,
avec leurs images par chacun des placements, d'ou les notions de con-

vection et de transvection pour des distributions tensorielles de

1'espace X3 .
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Si on se restreint & la classe des distributions tensorielles d'ordre 2,
symétriques et possédant une intégrale sur £ (ce qui est le cas pour
les distributions & support compact), les considérations du paragraphe 5
s'adaptent immédiatement : les &léments & divergence nulle sont a
nouveau les points critiques de la fonctionnelle "intégrale de la trace".
Mais, si 1l'on passe a la condition de positivité de la différentielle

seconde, les résultats de [7] , déja invoqués, font que, par cette

condition, la distribution tensorielle considé@rée est nécessairement

une mesure. Il arrivera usuellement, au niveau des applications physiques,
que la positivité de la différentielle secon&e (ou une condition plus
élaborée, de méme nature, lorsque les "équations de champ" formulent
1'égalité de la divergence de la distribution tensorielle considérée

non plus & zEéro mais a une certaine fonctionnelle vectorielle) apparais-—
sent nécessaire pour que 1'"état' considéré soit "stable'" et donc
observable. Dés lors, la théorie concernée n'aura pas de raison d'invo-
quer d'autres distributions tensorielles que des mesures.

Parmi les applications possibles des variations horizontales
se trouvent, en premier lieu, 1'&laboration de techniques numériques
(dans des situations plus spéciales que celles du présent rapport ,

(e Bﬂ IB]) : des marches dans la variété \& viseront & approximer
les points extr@maux de la fonctionnelle intégrale de la trace. Dé&ji,
pour la résolution numérique de problémes d'écoulement i surface libre
ou dans des problémes d'optimisation de domaine, étrangers 4 la mécani-
que des milieux continus, sont mises en ceuvre des déformations de

maillages qui peuvent se visualiser comme des transports par un porteur

(s [9][10]) . Les problémes de convergence de telles marches, liés



a 1'étude de 1'existence méme des solutions, apparaissent d ce jour
trés ardus ; on peut espérer que la pratique numérique suscitera les
idées 4 mettre ceuvre i cet égard.

Sur le plan formel, on observera une analogie entre notre
caractérisation des mesures tensorielles a divergence nulle et les
considérations de J.M. SOURIAU en théorie de la Relativité (voir parti-
culiérement Bﬂ) . La différence est que cet auteur au lieu de transports

par des porteurs considére des variations de la métrique de 1'espace-

temps, ce qui s'insére dans une perspective de physique théorique. Au
contraire, notre technique des variations horizontales, lorsqu'on
1'applique en mécanique, constitue simplement un prolongement de la
traditionnelle méthode des puissances virtuelles, mise en cuvre dans

un espace-temps galiléen intangible. Avec le vocabulaire du présent
rapport, un champ de vitesses virtuelles définit un porteur. A un tel
champ s'associe une valeur de la fonctionnelle "puissance" de toute

force ou, plus généralement, la puissance de ce qu'on appelle un "effort"
subi par le systéme mécanique concerné. Lesdits efforts sont les expres-
sions de 1'information, d'origine empirique, dont on dispose sﬁr la

situation mécanique &tudiée : L'attitude est simplement opérative.
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