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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

- Montpellier 1979, Exposé n° 4

LE CALCUL DES VARIATIONS HORIZONTALES

ET L'HYDRODYNAMIQUE

J.J. MOREAU

1. Introduction

: 1.5 p s
Soit 0 un ouvert de R" ; pour y € ¢ (D,R), vérifiant des
conditions prescrites au bord (et & 1'infini si Q non borné) est défi-
nie la fonctionnelle

I(y) = j L(x,y(x), grad y(x)) dx
9]

ol on écrit x pour (x1,x2,...,xn) et dx pour la mesure de Lebesgue
de O ; la fonction L € C1(ﬁ X® XR", R) est donnée.

La technique classique du calcul des variations pour écrire
des conditions nécessaires d'extrémum de I consiste a étudier la fonc-
tion TP I(y + Téy), T décrivant un voisinage de O dans R et
5y € C‘(B,R) choisie arbitrairement, a support compact. En ce qui con-
cerne la surface G(0) C Rn+1, graphe de la fonction vy, cela revient
a la comparer a une famille de surfaces G(T) dont chaque point

(%, y(x) + T8y(x)) se déduit du point (x,y(x)) de G(O) par le
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déplacement "vertical" Téy(x). Pour cette raison, nous dirons que 1'al-

gorithme classique consiste en un calcul de variations verticales.

Un procédé plus général pour insérer la surface G(O) dans une
chaine de surfaces voisines consisterait & définir, sur un voisinage de

n+1 N :
? de R et a appeler G(T) 1'image de

G(0), un champ vectoriel
G(O) par la transformation exp T (pseudo-groupe engendré par le champ
vectoriel @). Tci le mécanicien préfirera sans doute le langage de la

cinématique des milieux continus : si on identifie T au temps, l'appli-

cation exp T® représente le déplacement de 1'instant O & 1'instant T

b

. ’ n
pour chaque particule d'un fluide en mouvement stationnaire dans R ’

admettant ¢ pour champ de vitesses; nous appelerons porteur un tel
fluide, imaginé a seule fin de bénéficier du langage de la cinématique.
Le calcul des variations classiques consiste & choisir le champ vectoriel
¢ sous la forme &(x,y) = (0,8y(x)), c'est-a-dire vertical dans R'X R.

Nous appelerons calcul des variations horizontales la technique

résultant du choix d'un champ vectoriel & de la forme ®(x,y) = (¥(x),0)
ol ©® est un champ vectoriel de R, Un tel %, horizontal et constant
par rapport a vy, constitue le champ des vitesses d'un porteur conservant
dans (Rnle chaque hyperplan y = Cte ; en particulier, ce porteur dé-
place chaque point de fol dans Rn. La surface

G(T) = (exp T%) G(O)
est le graphe de la fonction
(1.1) yT = yO o eXp (=T®)
définie sur (exp TY) Q ; autrement dit, a chaque particule du porteur
est associée une valeur de yT indépendante de T ; pour chaque T

’

une telle fonction est classiquement appelée un réarrangement ou



. . (e} g i
transplantation de la fonction y ; pour T variable, indexant une
~ . L . . T .
chaine de configurations du porteur, nous dirons que 'y est une fonction
£ .
numerique convectee par le porteur.

Pour écrire, par cette technique, des conditions nécessaires
d'extrémum de la fonctionnelle I, on choisira le champ vectoriel © a
support compact dans (), de sorte que, pour T dans un voisinage de
zéro, les transformations exp T9 laissent invariant un voisinage du

bord de O (ainsi que 1'infini si Q non borné). L'intégrale
T T T T T T T
I(y ) = S I(x ,y (x ), grad y (x )) dx
Q

T, z .
(x variable muette décrivant ) se transforme par le changement de

variable
(1.2) x| = (exp T9) x°
a1
«
T o o, o, ay° Bx: axk o
(1.3) Iy ) =] Lllexp T0)x, vy (x), == —0)(det —5) ax® .
(@] Bxi axj axz

5 i . .
Notant BT les dérivées par rapport a T, calculées pour

e T  J . :
T =0 et pour x° fixé, avec x défini par (1.2), on a

i o
(1.4) B = @i(x )

puis, par l'équation du la dilatation, classique en cinématique des

milieux continus,

6 o,
(1.5) o (det =5 = o (x°)
8 3,° i,d
x4
&
(divergence du champ vectoriel ©). Pour calculer enfin la dérivée =
3x? .
de la matrice ——% ¢ on observe que son produit par la matrice ——i est
dx, dx

7 k



; ; s
égal a la matrice unité, d'ou

T T
s 3\ ¥x. 3x? 5 Ox.
(1.6) T — === = o ;
&t axT] 3,0 3T &t 3:°
Xj Xk Xj xk
) [ o f g ) N
or, puisque - et = sont des dérivées partielles par rapport a des
dx
k

variables indépendantes, on a moyennant les hypothéses de régularité

usuelles, - T
8 Ox, 3 8x . oy,
L . |
&t a o 5 o S5+ a o -
*k *k *x
T o , N
Pour T =0 ona x =1x , donc (1.6) se réduit a
3.°
(1.7) 3— ! = =
% [ X3 ax'T i3 o

4 T T
Il en resulte que le vecteur grad y (x ), dont les composantes peuvent

Y . T, o, ©
s'écrire (puisque y (x ) =y (x ) par construction)
T o dx°
dy 3 it
i T
dx ., dxT dx.
J 1 J

a comme dérivée pour T = O,

T o
(18] %éL:_EL e .
ToayT dxs I
j i

Les 2nt1 arguments de la fonction L sont notés
X = (x1,x2,-..,xn),y et g = (g1,g2,...,gn). Va (1.4), (1.5), (1.7) et

(1.8), la dérivée pour T = O, de 1'intégrale (1.3) devient

61 31, AL dy°
BT o E (S;— i~ 3g. _X; i T cJ;’J. i) dxo .
Q i gj ax +J L

’ v P ‘ o $ 3 ¢
On omet désormais 1'indice : si x 7 y(x) est une extrémale de I,
cette dérivée doit s'annuler quel que soit le champ vectoriel ®, & sup-

port compact dans ). Moyennant une intégration par parties, cela s'écrit



¢ JL ) 3L o 3
.9 L v oy ’ L
(- JQ L * xj (agj Xi) axi L(x, v, grad Y)] ¢1 dx = 0
d'ol la nullité de l'expression entre crochets partout dans 0 ; on
développe :
I B(BL)+BL 3 L .
8xi Y i ij ng Sgi y,ij 5;; 5;’Y'i 5;; y,ji
c'est-a-dire
3 dL 3L
.10 B o
(1.10) Y FE;j— (Bg—j) }Ty-]

Ce résultat était prévisible : (1.10) signifie que y vérifie ou bien
la condition d'Euler classique ou bien la condition y,i = O. De fait,
sur tout ouvert ol cette derni®re condition est satisfaite, la fonction
y est constante{ donc inaltérée par les réarrangements.

L'intérét de la technique précédente est de fournir aussi

bien les conditions d'extrémum de I relativement & des classes res-—

treintes de porteurs. Par exemple on pourra restreindre 1'extrémisation

de I a l'ensemble des convectdes de y par des porteurs ceonservant
les volumes, dits porteurs isochoriques ; le champ des vitesses © d'un
tel porteur est caractérisé par la condition

(1.11) div® = 0 .

L'annulation de 1'intégrale (1.9) pour tout champ de vecteurs a support
compact vérifiant (1.11) est classiquement équivalente a l'existence
d'une fonction g : Q 7R telle que le crochet en (1.9), c'est-a-dire

le premier membre de (1.10), soit égal au gradient g i -
'



2. L'intégrale de Dirichlet et 1 'hydrodynamique

Appliquons ce qui précéde au cas particulier
1 2
(2.1) I(y) = = grad” y dx .
20

La condition d'extrémalité relativement aux porteurs isochoriques s'écrit

(2.2) Eq: y_Ay=q

i i

ol A désigne l'opérateur laplacien. Pour n = 2, on reconnait 13

1'équation vérifie par la fonction de courant d'un écoulement plan sta-

tionnaire de fluide parfait incompressible homogéne, c'est-a-dire la
fonction numérique y telle que le champ vectoriel u des vitesses du
fluide s'écrive

(2.3 u =k X grad y

(k : vecteur unité normal au plan ; 1'existence de cette fonction de
courant est, pour un domaine () simplement connexe de mz, équivalente
a la condition d'incompressibilité div u = 0). En effet, 1'équation de
1'hydrodynamique, pour un écoulement stationnaire,

(2:..4) %'grad u2 + (rot u) X u = - % grad p + U

(p : pression ; U : fonction de force de la densité massique de force
extérieure ; P : masse spécifique constante du fluide) se transforme en
(2.5) Ay grad y = grad (% u2 4 ? - U)

ce qui est bien (2.2), moyennant identification adéquate de q-

L'usage de la fonction de courant en hydrodynamique est limité
aux problémes bidimensionnels (on aurait naturellement un résultat ana-
logue pour les écoulements de révolution) ; 1'objet du présent papier
est de dégager, malgré tout, des propriétds semblables pour 1*équation

de 1'hydrodynamique en dimension quelconque et des écoulements éventuel-

lement non stationnaires. L'idée directrice est que, dans 1'intégrale



(2.1), la fonction inconnue y n'intervient que par son gradient, champ
vectoriel dont la loi de transport lors de la convection de y est dé-
finie par (1.8), c'est-a-dire en notant g ce gradient, calculé en une

particule déterminde du porteur,

e R
(2.6) T 9 %5

(@érivée prise pour T = 0). Si, conformément & (2.3), u = k X g, la loi

de transport pour u est, par un calcul facile, compte tenu de wi i= o
’
8
(2.7) . T
N &7 4 Tk, AT

Exprimer la nullité de la variation premidre de
1 2
E-f u dx ,
Q
pour tout transport du champ vectoriel u selon la loi (2.7), par un
porteur isochorique immobile au bord de (), posséde une signification en

dimension quelconque : on verra que cela donne bien 1'équation de 1'hydro-

dynamique.

3. Deux modes de transport d'un vecteur par un porteur

A une particule du porteur de champ de vitesses ¢, supposons
associé un vecteur g dépendant différentiablement de T ; nous dirons

que ce vecteur est co-porté par le porteur s'il obdit & la loi

(3.1 =l = -

Tel est, on 1'a vu, le cas si g est, pour chaque valeur de T, le

T
gradient d'une fonction vy , convectée par le porteur.



Si f est un autre vecteur dépendant différentiablement de T
et attaché a la méme particule du porteur, on dira que ce vecteur est

porté par le porteur si sa dérivée est donnée par la loi

3
fk

T )

(3.2)

déja rencontré en (2.7).
On peut considérer que ces deux modes de transport sont dual

1'un de 1l'autre, en ce sens que (3.1) et (3.2) entralnent immédiatement

que le produit scalaire f.g est constant par rapport a T ; par un

raisonnement élémentaire on a une réciproque, d'ou

PROPOSITION 1. Si un vecteur attaché a la particule considérée du por-

teur possede un produit scalaire constant par tout vecteur attaché & la

méme particule et évoluant selon 1'un des deux modes de transport ci-

dessus, ce vecteur évolue selon 1'autre mode.

Pour toute particule A du porteur, on notera ﬁT(A) ou
m(7,A) sa position pour la valeur T du "temps" indexant 1'évolution
(T est l'application placement). Soit r " A(r) une chaine de parti-
cules, r décrivant un voisinage de O dans (R. Supposons que le vecteur

d
== T (0,A
t=F" (r))‘r =0
existe. Il est classique, si le champ vectoriel ¢ est continliment
différentiable, que le déplacement (ou "transition") du porteur entre
les valeurs O et T du temps est un difféomorphisme : c'est le thdore—
me de différentiabilité par rapport aux conditions initiales pour les
intégrales de 1'équation différentielle
8x

(3.3) Tr = U=

a la fonction inconnue T ¥ x = (x1,x2,...,xn). Donc le vecteur

£ =& AN, g



existe pour chaque T dans un voisinage de O et la théorie classique de

1'équation aux variations pour (3.3) donne précisément comme dérivée de

ce vecteur par rapport a T l'expression (3.2).

De fagon imagée, en écrivant

am = f dr
on peut dire que le vecteur mobile f est, au facteur prés infiniment
petit dr (indépendant de T) le vecteur joignant les positions de deux
particules du porteur, infiniment voisines. Si, par ailleurs, g est le
gradient d'une fonction y convectée par le porteur, il est clair que
le produit scalaire
dy =g .dm = g . fdr ,

représentant la différence des valeurs prises par cette fonction en
deux particules infiniment voisines, est constant par rapport a T :

cela illustre la Proposition 1.

4. Mesure convectée

On fait n = 3 pour fixer les idées, mais raisonnements et

conclusions s'adaptent a toute dimension. Soient trois vecteurs f £

1l 2’
£ attachés a une méme particule du porteur et portés. Le produit mixte

(f1,f2,f3) est une fonction de T ; on tire de (3.2) que

& 3
(4.1) Tr (f1,f2,f3) = (f1,f2,f3) div @ -

Le calcul est classique : c'est celui qu'on fait traditionnellement en

cinématique des milieux continus pour établir 1'équation de la dilata-

tion ; dans ce dernier cas on fait choix d'un indexage (k1,k2,K3) dans

l'ensemble des particules du milieu, tel que, pour un certain placement



n°, 1'application ()\1,>\2,7\3) = 1m(})  soit un difféomorphisme local de
8 auss 1'espace du repere (espaces des x). L'hypothtse de régularité
du mouvement fait qu'il en est de méme pour tout n’ et les trois vec-
teurs dérivées partielles % T"T(M sont bien trois vecteurs portés.
L'équation de 1a dilatation e;prime la dérivée par rapport a T de leur
produit mixte.

L'indexage (7\1,)\2,>\3) consistant en une bijection du milieu
continu sur une partie de 1R3 permet de transférer sur le milieu la
mesure de Lebesgue de IR3 ; notons dM la mesure ainsi définie sur le
milieu, indépendante de tout placement ou mouvement (mais subordonnée
au choix de 1'indexage). Chaque placement n' donne de cette mesure

. T .
une image dans l'espace des x ; notons d\ cette mesure image ; elle

posséde, par rapport a la mesure de Lebesgue dx wune densité égale a
-1

d)\ T B)\ N axT
- = ~T = —1
ax det = det ) »

[ i
J
dx"
Or det 'al est justement le produit mixte des trois vecteurs dérivdes
L 6
partielles invoquées ci-dessus ; sa dérivée F; est donc donnée par
{2:1) s

Plus généralement, pour toute mesure dv définie sur le milieu

; ’ ; av .
continu par une fonction densité ax indépendante de T, on aura

T T T
dav _ av dh
dx d)\T dx
T
dv dv \ N
avec —— = a constant par rapport a T, d'ou
I\
‘ 5 av' av’
v v ;
(4.2) F(dx)——dx div ¢ .

Nous dirons qu'une telle mesure dV est convectée par le milieu continu.

Tel est le cas en mécanique pour la mesure masse d'un milieu continu et an



reconnait en (4.2) 1'équation de conservation de la masse.

Considérons maintenant une surface ? constitude de particu-
les du milieu continu, définie par une représentation paramétrique

A= Mrx,s)
ou (r,s) décrit une portion A de Rz. L'image de cette surface par
le placement ' est une surface de l'espace des x, définie par la
représentation paramétrique
x = T (Mz,s)) .

On suppose que l'application (r,s) P x ainsi définie est continfiment
différentiable (pour une valeur de T, donc pour toutes, vu la régulari-
té du mouvement). Le flux d'un champ vectoriel v de l'espace des x
a travers la surface WT(Z) s'exprime par 1l'intégrale double (ds :

. 2 . ’ . .
mesure aire ; n vecteur unité normal dans un sens choisi)

d 3
(4.3) ” v.n ds = ” vix). 3= X 5= ar Aas .
T A i s
m(Z)
; X dx .

Pour T wvariable, 5; et S; sont deux vecteurs portés. Sup-
posons que le champ vectoriel v soit associé au milieu continu de la
facon suivante

av
o

v — u
dx

ol u est un champ vectoriel porté et ol dv est une mesure convectée.

Alors 1'intégrale (4.3) est constante par rapport & T. En effet 1'inté-

P dav dx dx PRy 8
grande s'écrit dans ce cas a;— (u, 5; , SE)' dont la dérivée T est

nulle, vu (4.1) et (4.2). On en tire :

PROPOSITION 2. Soit u un champ vectoriel porté, dv une mesure con-

P
. dv %

vectée, et soit v = Er u ; alors la mesure div v dx est, pour cha-

SecEEsy el Bolt = e e JeSUEE. E5ty POUr iena—

ue 7T, l'image d'une mesure convectée. En rticulier, si div v =0
gue




pour une valeur de T, il en est de méme pour tout T.

En effet, toute partie réguliére A du milieu continu a pour
bord une surface (fermée) 2 constituée de particules de ce milieu.
L'intégrale de div v dx sur 1'image ﬁT(A) est égale au flux de v
a travers ﬂT(E), flux constant par rapport & T en vertu de ce qui

précéde.

5. Fluide incompressible hétérogéne en mouvement stationnaire

On suppose, comme dans tout ce papier, que la densité massique
de force extérieure est de la forme grad U, avec ici U indépendant

de t.

L'équation de 1'hydrodynamique, pour un écoulement supposé

stationnaire s'écrit

1
51 = U
( ) uj u_'j 5 p,i B ,i

Le fluide étant a priori hétérogeéne, la masse spécifique p

n'est pas une constante ; 1'équation de conservation de la masse

N =
P ® (Bug) ©

ol 1l'on suppose P indépendant de t pour chaque x (i.e. 1'écoulement

est stationnaire, non seulement du point de vue cinématique, mais
"matériellement”) se réduit i
(5.2) (pu,) , = o0 .
i’,i
Enfin la condition cinématigue de conservation du volume de
chaque partie du fluide s'écrit
(5.3) u, . = 0

(5.4) u, P, = 0



exprimant que la dérivée de P dans la direction de u est nulle, i.e.
P est constant sur chaque ligne de courant.
La Proposition 2 nous donne tout d'abord :

Si, pour un porteur isochorique, la fonction scalaire P est

convectée et le champ vectoriel u porté, les conditions (5.2) et (5.3)
sont conservées.
En effet, si le porteur est isochorique, dx est (pour chaque
T, 1l'image d') une mesure convectée : on peut donc, dans la Proposition 2
T y 4 s
prendre dv = dx. Comme 0 est convecteée, on peut aussi prendre
T
dv = p dx.
Vient alors une caractérisation p~r variation horizontale des

solutions des équations précédentes :

PROPOSITION 3. Une fonction scalaire p et un champ vectoriel u véri-

fiant (5.2) sont solutions de (5.1) sur l'ouvert O (i.e. il existe une

fonction scalaire p satisfaisant avec eux cette équation) si et seule-

ment si elles annulent la variation horizontale de 1'intégrale

T(u,p) = f (3 v, u, + U)o dx
0

2

relativement aux porteurs isochoriques a support compact dans () convec-

tant p et portant u.

3
Preuve. On effectue la dérivation T de I, relativement a un porteur
%, isochorique a support compact, en observant que, pour un tel porteur,
l'application exp T envoie O sur lui-méme et conserve la mesure de

Lebesgue. Par hypothése

6p

T - °

5u.

g—i = 9 u i
T i3 3

par ailleurs, la dérivée de PU en suivant une particule du porteur



s'éerit

8py 8y

T = P T - DU,i ml
d'ou

1]

du
61 ‘Y i 8y
BT O(Pui——éT + 05 ax

&
=J (Puwu, ® . +pU . 9)ax ,
o 173 344 P T

ou, aprés une intégration par parties, puisque © est A support compact,

% = f fev -uu) o a .
Q ’ J 3] 1
Classiquement, l'annulation de cette intégrale pour toute fonction
vectorielle ¢ & support compact et divergence nulle équivaut a 1'exis-
tence d'une fonction scalaire p telle que
P U,i - (P uiuj),j = p’i &

Vu (5.2), c'est bien (5.1).

6. Fluide incompressible hétérogéne en mouvement non stationnaire

Ici, le domaine (), noté Qt , peut dépendre de t ; soit

Y={(t,x)€|R4:x€Qt} .

Les composantes u,. Uy, u3 de la vitesse, la masse spécifi-

que P, la pression p, sont des fonctions de t, x1, x2, x3. On re-

baptise X la variable t et on pose

CONVENTION. Les indices latins prennent leurs valeurs dans {1,2,3},

les indices grecs dans {0,1,2,3}.

Alors en convenant que

(6.1)

[=1
i
-

1'équation de 1'hydrodynamique



1
. tu, u |, === . .
i,t J 1.] P, s1

(ol U peut maintenant dépendre aussi de t), se rdcrit

6.2 = - = + U .
(ou) Yo Vi, 0 o P ,i

L'équation de conservation de la masse prend la forme

(6.3) (p ua),a = 0 .,

et 1'équation de conservation du volume

(6.4) =9 “

u
o, o
Comme au paragraphe précédent, mais maintenant en dimension 4,

on observe que les conditions (6.3) et (6.4), exprimant la nullité de la

. . 4 —
divergence de champs vectoriels dans R sont conservées par variation

horizontale, si ces champs vectoriels sont portés par un porteur isocho-
P 4 -
rique dans R~ convectant 0 .
Pour ce qui suit, nous allons nous restreindre a des porteurs
dont le champ de vitesses a sa premiére composante nulle :
X X sX 1X =0 .
D (% r%, 1%y %)

1772

Chaque particule d'un tel porteur se déplace dans un hyperplan

x, = const : nous dirons que c'est un porteur isochrone. Si le vecteur

de composantes u, , ® = 0,1,2,3, est porté on a

bu

[e]
T = = 0 s
T CPO,oz ua

La condition (6.1) est donc conservée par le transport.

La condition d'isochorie du porteur s'écrit par ailleurs

PROPOSITION 4. Une fonction scalaire 0 et une fonction vectorielle u

vérifiant (6.1) et (6.3) sont solutions de (6.2) sur 1'intérieur de VY

(i.e. il existe une fonction scalaire p satisfaisant avec eux cette

équation) si et seulement si elles annulent la variation horizontale




de 1'intégrale

A = f (l-u_ u, +U) pav
v 20 X 1

4 5 c
(dl mesure de Lebesque dans Y C[R°) relativement aux porteurs isocho-

riques isochrones, 3 support compact dans 1'intérieur de V¥, convectant

P et portant u. De facon équivalente on peut remplacer A par

1
v = —_ + .
A f (5 ugu, *U) eab
Y
Preuve. Les porteurs en question envoient 1'intérieur de VY sur lui-

méme et conservent la mesure PdW, donc
f

6 _ ° b (

= i, 8u -
(6-5) BT ‘lw (o, ==+ paV = J‘y (Pu;, @ U, *PU . @)0a

f\y lru,-uuy Jo a .

Si P et u; vérifient (6.2) et (6.3), on a

P U,i - (p u, ua),a =p U,i = P, U o = - p'i
d'ou
8a f f
-6?_ W_P,i@idw_.]‘y-?,atpadw_‘yp"paladw—o-

Inversement, supposons la nullité de 1'expression (6.5) pour
tout @ possédant les propriétés requises. Soit O une valeur parti-
culiére de X =t et soient v, les composantes d'un champ vectoriel
a trois dimensions, a divergence nulle et support compact dans (b. Soit
f une fonction différentiable d'une variable réelle, & support compact
voisin de 6 ; si ce support est assez petit, le champ vectoriel ¢ dé-

- 4
fini dans R par
\ O si ao=0
@u(x01x1,x2,x3) = 1
i o>0
f(xo) va(x1,x2,x3) si

a un support compact dans 1'intérieur de Y et sa divergence est nulle,



d'ol nullité de (6.5) d'apres 1'hypothése. On applique ce résultat &
une suite de choix de f tels que

f f(t) at =1
R

avec le support de f de plus en plus voisin de 6. Il vient 3 la
limite
U -
I [P o (p u, ua),a] v, dx
Q
6
quel que soit v, a divergence nulle et support compact dans Oe , d'ou

pour chaque O, l'existence de la fonction p assurant (6.2).

Pour ce qui est de 1'intégrale A', il suffit d'obssrver que
1
A' - A = Epd‘i’
¥

expression invariante dans toute variation horizontale du type considéré.

7. Fluide compressible hétérogéne

On suppose dans ce paragraphe que, pour chaque particule du

fluide, existe une loi de compressibilité, relation entre la masse spé-
cifique et la pression : les exemples classiques de cette situation sont
ceux ol le comportement du fluide est isotherme ou bien encore adiabati-
que reversible. Le fuide étant a priori hétérogene, cette loi dépend de
la particule considérée ; on va donc associer & chaque particule du
fluide une valeur d'une variable # , dite qualité, & valeurs dans un
ensemble qu'il n'y a pas a structurer pour l'instant. Par exemple pour
une évolution adiabatique reversible d'un fluide dont toutes les parti=-
cules sont de méme nature, % est l'entropie, a valeurs dans (R. Par
hypothése la particule conserve cette qualité dans toute évolution et la

loi de compressibilité sera dcrite



(7.1) p = p(n%,0)

ol 0 = % désigne le volume spécifique. La fonction p peut éventuel-
lement dépendre de t (exemple : fluide dont la température est une
fonction donnée du temps) .

Avec les notations du paragraphe précédent (indices grecs a
valeurs dans {0,1,2,3}, etc...) les équations du mouvement s'écrivent

T2 = -0 + U
(Pt Yo Y0 Pyt Uy

1
(7.3) (g'ua) o= ¢]

a joindre & (7.1) et & la condition de conservation de ® pour chaque

particule.
On note par ailleurs P(%,9) une primitive de p(%,9) par

rapport a O, c'est-a-dire qu'on écrit (7.1) sous la forme

3p
(7.4) P =35 (n,0) -
On appelle Y 1la méme région de & qu'au paragraphe précé-
dent ; dV est la mesure de Lebesgue sur V¥ .

PROPOSITION 5. Une fonction vectorielle u, une fonction scalaire ©

satisfaisant (7.3) et une fonction qualité " , sont solutions de (7.2)

et (7.4) sur 1'intérieur de Y si et seulement si elles annulent la

variation horizontale de 1'intégrale

(7.5) A =f (2w, u, + eono) +u)day
1 1

pour les porteurs isochrones & support compact dans 1'intérieur de VY

By o 1
portant u, convectant # ainsi gue la mesure 5 av.

De facon équivalente, on peut remplacer A par

(7.6) A' = f‘y [31 u, u, + P(%,0) + U] cidw

Preuve. Soient wa les composantes de la vitesse d'un tel porteur



1 , 5 i
(wo = 0) ; la mesure P dl  est convectée si et seulement si
5 o 5
(7.7 5T wa,a N

La convention posée, concernant les indices latins et grecs,

est compatible avec la notation de Kronecker éia : par définition
1 si i=¢o
6‘01 =
+ O sinon
ce qui fait en particulier eiﬂ =0 si o= 0. Alors (7.7) peut s'écri-

re, puisque wa = °ia @i v

< 6 o
TT T Vi mi,a °
Rappelons que la fonction P peut dépendre de xg =t ; mais

puisque P =0, ona si % est convecté,

dp bo
i P(xo,n,c) =55 Br 5

1
Comme le porteur conserve Y et la mesure ;’dw, on a

8u
I i dp &  dU 71
(7.2) 'ﬁ=fw(uivl+§317+ﬁjad¢
=f [u, ® u+'§—ap5 oo, ,+u.elta
v i i, "o o iQ i,o i i7 O

(

1 dp 1
= - (= w Ay g N
Jw L (=N ua),a io (53),a o U,i] Py o
La nullité de cette intégrale, pour tout @i a support compact
dans 1'intérieur de Y, équivaut a

1
(5 u, ua),a

dp 1
+ L
3,1 *5 Y3
en tout point de cet intérieur. Comme (7.3) est vérifiée par hypothése,
cela est bien 1'éguation (7.2), avec p donné par (7.4).

En ce qui concerne 1l'intégrale A' on observe comme au para-

graphe précédent que A - A' est constant dans les variations horizon-

tales considérées.



REMARQUE 1. L'hypothése d'un porteur portant u et convectant la me-—
sure % dal  fait que la condition (7.3), nullité de la divergence du

s 1 C ;
champ vectoriel T Yy + est conservée dans les variations horizontales.

REMARQUE 2. Par hypothése, grad U est la densité massique de force
extérieure. Plus généralement on peut introduire une mesure autre que
la masse, et poser que grad U est la densité de force extérieure par
rapport & cette mesure (exemple : force électrostatique provenant d'un
champ électrique extérieur, exercée sur un fluide non conducteur ; la
mesure en question et la mesure charge électrique). La Proposition pré-
cédente s'étend a ce cas, si on pose que ladite mesure est convectde

par le porteur.

Cas d'un mouvement stationnaire

S'il est posé a priori que le mouvement est stationnaire,
comme au § 5, les équations (7.2) et (7.3) sont & remplacer par

(7.9) u. v, . S—=@¢p ., U ,
J 1.3 r1 1

(7.10) (% uj) 3 =0

et, en (7.4), la fonction P est supposée indépendante de t. On &tablit

alors de la méme maniére :

PROPOSITION 6. Une fonction vectorielle u, une fonction scalaire a,

satisfaisant (7.10) et une fonction gualité # , sont solutions de (7.9)

et (7.4) sur 0 si et seulement si elles annulent la variation hori-

zontale de 1'intégrale

i)
1
I= J [—'ui ui + P(ux,0) + U] E‘dx

pour les porteurs a support compact dans O portant u, convectant #

T 1
ainsi que la mesure p= dx.



8. Lien avec le principe de Hamilton

La situation classique de la dynamique analytique, pour les
systémes scléronomiques 3 liaisons parfaites est la suivante : Les sys-
témes considérés sont de liberté finie n et 1l'ensemble des configura-
tions éventuelles du systéme est muni d'une structure de variété diffé-
rentielle de dimension n, soit V. Un mouvement éventuel est une appli-
cation t P g(t) (deux fois différentiable) d'un intervalle de temps
[to,t1] dans V. Pour chaque q € U est définie sur l'espace tangent
Jq une forme quadratique ¢ * Tq(é), expression générique de 1'énergie
cinétique du systdme en fonction de sa vitesse q € Jq' La totalité des
forces subies par le systéme s'il vient & passer par la configuration
g € U est représentée par un élément Q de l'espace cotangent 3; ; on
suppose que la forme différentielle dq v {(Q,dq) est la différentielle

d'une fonction de force - W : U —R. Alors les mouvements satisfaisant

les équations de la dynamique sont les extrémales de la fonctionnelle

action hamiltonienne

i

r
(8.1) Fo= [Tq(é(t)) - W(q(t))] at .
€
(o]

Cette propriété s'adapte classiquement au cas d'un fluide
parfait compressible vérifiant les conditions du § 7 (nous laissons
désormais de cbté le cas d'un fluide incompressible qui requiert seule-
ment quelques modifications du raisonnement). Alors la variété U n'a
plus une dimension finie ; son élément générique q consiste en un pla-
cement T du fluide ; on identifie 1'élément ¢ , déclard tangent a \,
a la fonction dérivée partielle

_om

S A |
ST A ®

et



(8.2) T (q) = Ll f (%)2 ap
q 2 ¢
(dk : mesure masse sur l'ensemble A des particules du fluide).
Si on se restreint, pour simplifier, au cas d'un fluide enclos
dans un vase borné fixe, les forces a prendre en considération sont :

1° Les forces extérieures de masse dont la puissance virtuelle s'édcrit

f r
J grad . dmau =6 | u(mN)) aw(})
A A

Cela leur donne, formellement, comme énergie potentielle, pour t fixé,
la fonctionnelle

(8.3) mTe - f U(m(A)) aw(r)
A

(rappelons que U peut, par ailleurs, dépendre de t).
2° Les forces intérieures, dont la puissance virtuelle, si les hypothe-
ses du § 7 sont vérifides, s'exprime classiquement par

J ploaw =6 f P(n(A),0())) dr(})
A A

Comme précédemment, #(\) désigne la qualité de la particule A du flui-
de et O()) le volume spécifique dans le placement T.
L'énergie potentielle totale est donc la fonctionnelle

(8.4) Te-wm=- fum+pno)]a .
A

Pour écrire, selon la technique du calcul des variations clas-
siques, des conditions nécessaires d'extrémum de 1'action hamiltonienne
-%‘ . ; I
v, on inseére le mouvement inconnu (t,A) © T(t,\) dans une chaine de

T r . T d . g 3
mouvements T deépendant différentiellement de T d'une maniére
"verticale", c'est-a-dire

T
(8.5) T (t,A) = T(g,h) + T C(g,N) .
Nous allons utiliser le choix suivant de la fonction vectoriel-

le C



(8.6) Clt, M) = @(t,m(t,A))

ol x P ®(t,x) est, pour chaque t, un champ vectoriel de RR", i sup-
port compact dans Ot. Alors

(8.7) e, N) = TN+ T (e )

avec, vu (8.6)

(8.8) C(e/M) =0 (£,Me,M) + 9 (£,m(t, 1) 7 (g,0) .
s it 1,] J
)
Le calcul de b= d%(“T) comporte d'abord celui du terme
6 1
(8.9) T j\ ‘f -6_ du dt
%

ol, vu (8.7) et (8.8), on a

e
|

Py .
| ——— T = + ™ .
5T T T b TR e T,y
On opére sur (8.9) le changement de variable M = 1"'-1(t:,x)
E t

1 1
&
—'f Tdt=‘f j u, (%, +® u,) P dx dt
&T i i i3 3

Q
to to t

1

— av
IW Yol
ce qui est un terme déja écrit en (7.8).

Vu, par ailleurs, l'expression (8.4) de 1'énergie potentielle,

6 (1 i 8
F-r -Wdt=f f 5 lum + po,0)] aw e .
T
t t A

[e] o

Or U est une fonction de t et x et compte tenu de (8.5) et (8.6)

on a, pour T = 0O,

U6 N) = U (6, T(E, ) -5—6" = Ul(e,™ ©, (M)
T w ,i r r T i r i
donc
1
f r s B , 1
J B UM = [ UN(Ex) @ (t,x) 5 db
t A ¥

o
ce qui est un autre terme de (7.8).
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Enfin
8 dp 80
Tr P(%O) =55 (WO) =

avec

a o e, M)
F = cPi,i(t' (t, )

puisque, t étant fixé, si T est interprété comme le temps dans (8.5),
la chaine des placements T & ' est un mouvement de fluide dont @
est le champ des vitesses.

Ainsi conduite, la mise en oeuvre du principe de Hamilton fait

donc apparaitre les mémes termes que (7.8).

9. Bibliographie et prospective

Comme on le rappelait au paragraphe précédent, le rattachement
de la dynamique d'un fluide non visqueux au principe de moindre action
de Hamilton est facile et classique lorsqu'on opére en "variables de
Lagrange" : 1'inconnue du probléme est dans ce cas la fonction placement
TM(t,A\). Par contre un nombre assez important de publications ont été
consacrées dans les vingt dernidres anndes & la recherche de caractéri-
sations variationnelles des solutions des équations écrites en "variables
d'Euler" t,x. Selinger et Whitham [1] démystifient sainement 1'objec-
tif : une premidre réponse, concernant s'importe quelle dquation écrite

sous la forme
F(X) =0 ,

ou F prend ses valeurs dans un espace normé, est que ses solutions
minimisent la fonctionnelle
x e el .

Cette remarque est plus gqu'une boutade ; elle correspond en fait a une



démarche usuelle en analyse numérique. Les mémes auteurs observent par
ailleurs que, si l'inconnue est le champ des vitesses (t,x) ® u d'un
fluide, le passage de cette inconnue & 1'inconnue de Lagrange (t,A) = T
est une opération fonctionnelle codifide : i ce titte le principe de
moindre action classique caractérise aussi bien u que T.

Une autre réponse sans réplique est apportée par Casal [2] :
il est usuellement posé en hydrodynamique que, pour chaque +t, le pla-
cement AV x = T(t,\) est un difféomorphisme, au moins local. On peut
donc tout aussi bien prendre comme inconnue le difféomorphisme récipro-
que . (tsx) © X et exprimer & partir de ! l'action hamilto-
nienne. Comme t,x sont traditionnellement appelées les variables
d'Euler, ce qu'on obtiendra sera bien une formulation "eulérienne" du
principe de Hamilton. Noter que, si on applique a cette démarche la ter-
minologie que nous proposons dans le présent rapport, une variation ver-
ticale de T équivaut & ume variation horizontale de T I. Les idées
de Casal sont présentdes de fagon trés systématique dans [3], [4],
faisant ressortir notamment un parallélisme avec le formalisme qu'utilise
Souriau [5] en dynamique relativiste. La synthése qu'effectue Casal le
conduit naturellement a inclure la méthode traditionnelle des travaux
virtuels : il observe que cela revient & définir une variation infinitd-
simale de l'application placement A ¥ x par la donnée d'un champ
vectoriel dans l'espace des x : c'est justement ce qui est fait au § 8
du présent rapport. Dans la ligne de Casal, les travaux de Gouin [61,
[7] atteignent des résultats nouveaux concernant l'électrodynamique des
fluides parfaits, les ondes de choc, etc...

Le vocable "variationnel"™ a perdu aujourd'hui, pour une grande

partie du public mathématique, beaucoup de sa signification : énoncer un



probléme aux dérivées partielles "sous forme variationnelle", c'est sim-
plement exprimer la nullité d'un élément d'un espace fonctionnel par le
fait que cet élément confire la valeur zéro & une famille de formes 1i-
néaires. La connotation est la méme dans la locution "inéquation va-
riationnelle".

Tout a 1'opposé, on observera que les propriétés énoncées dans
le présent papier sont variationnelles au sens classique : elles carac-
térisent les éléments inconnus comme points critiques de fonctions nu-
mériques définies sur des ensembles. A cet égard les remarques telles que
celle qui est faite, par exemple, au § 5, sont essentielles : les condi-
tions divu =0 et div p u = O sont des contraintes imposées a priori
aux éléments inconnus u et P i mais elles sont automatiquement satis-
faites par les éléments en compétition, lesquels se déduisent les uns
des autres par transport. De méme la propriété d'isochorie assignée au
porteur dans ce paragraphe est de nature globale : ce n'est pas une simple
condition différentielle imposée localement aux variations infinitési-
males. Ce fait prendra toute son importance si les techniques de varia-
tion horizontale sont appliquées un jour au calcul numérique.

Les travaux consacrés antérieurement aux propriétés variation-
nelles des équations eulériennes des fluides parfaits se placent souvent
a mi-chemin entre les deux attitudes ci-dessus. L'énoncé de Herivel (8]
mettait en oeuvre une classe trop large de variations ; par suite les
extrémales correspondantes constituaient une famille restreinte de solu-
tions des équations de 1'hydrodynamique (famille dont Casal [2] souligne
1'intérét). Une voie conduisant 3 toutes les solutions a &td ouverte

par C.C. Lin (présentée par Serrin [9]) ; elle conduit & imposer aux



variations infinitésimales une restriction supplémentaire, intitulde
"contrainte de conservation de 1'identité des particules". La contempla-
tion des calculs laisse a penser qu'on est alors sur la bonne voie mais,
si des phrases bien choisies peuvent faire apparaitre 1'écriture de
cette contrainte comme naturelle, le procédé reste conceptuellement
assez obscur.

Dans [1] [2] [6] [9], l'exploitation des assertions varia-
tionnelles avec contrainte par le moyen de multiplicateurs de Lagrange
conduit automatiquement a la représentation du champ des vitesses u
sous la forme de Clebsch wu = grad © + @ grad B. A la forme de Clebsch
peuvent, si l'on veut, se rattacher les propriétés variationnelles de
deux types particuliers importants d'écoulement : les écoulements sta-
tionnaires irrotationnels, pour lesquels u a la forme grad ¢ , et les
écoulements stationnaires bidimensionnels plans ou de révolution, pour
lesquels on peut introduire la fonction de courant du champ vectoriel
P u. Ces propriétés considérées initialement par Bateman [10] prennent
aujourd' hui de l'importance en analyse numérique ; leur mise en oeuvre
bénéficie des progrés récents de 1'optimisation ; il est notamment utile
de les traiter par paires en dualité (cf. Sewell [11], Morice [ﬁZ],
Couot [13]). Elles ont servi aussi a établir des théorémes d'existence.

Un autre type de propriétés variationnelles en hydrodynamique
a été introduit par Arnold [14] en vue d'applications aux critéres de
stabilité ; la portée semble limitée aux écoulements stationnaires de
fluide parfait incompressible homogéne. Formulde en termes de champs de
vitesses, la propriété d'Arnold est assez longue a expliquer, mais, dans

le cas n = 2, nous pouvons aussi 1'énoncer en termes de la fonction
P



vorticité ( : la propriété consiste alors en ce que la fonctionnelle
énergie cinétique { ™ T (fonctionnelle quadratique qui peut se re-
présenter par une intégrale quadruple mettant en jeu la fonction de
Green du domaine considéré) est stationnaire par rapport aux réarrange-
ments isochoriques de (. Il s'agit donc d'un théoréme de variation
horizontale ; 1'idée a été mise & profit par Benjamin [15] pour prou-
ver l'existence de tourbillons annulaires.

Venons-en maintenant & la prospective. On a souligné dans les
paragraphes précédents que le fluide considéré était, a priori, hétérogéne.
A chaque particule est attribué une valeur de la variable qualité ; une
certaine régularité des fonctions u, 0, p est cependant requise pour
les démonstration. On congoit que les propriétés variationnelles hori-
zontales puissent étre étendues & des écoulement dans lesquels certaines
de ces fonctions possédent des discontinuités. Par exemple, on peut avoir
P =0 dans une partie du domaine considéré, limitée par une surface
suffisamment régulitre : ainsi sont annexés les problémes d'écoulement
a surface libre. Cela pourrait se démontrer tout de suite en rejoignant
la formulation classique de tels problémes : écrire les équations de
1'hydrodynamique dans chaque domaine de régularité et des conditions de
raccord sur les surfaces de discontinuité. Nous préférons consacrer
d'abord un prochain rapport de ce séminaire a l'écriture des équations
de 1l'hydrodynamique sous une forme incluant les discontinuités.

La technique des variations horizontales permet donc de re-
trouver comme cas particuliers les caractérisations variationnelles

classiques des écoulements a surface libre (Garabedian et Spencer [16],

Casal [17]). Dans Morice [12] des propriétés de ce type sont exploitées



numér iquement par des algorithmes comportant une déformation progressive
d'un réseau d'éléments finis.

Méme si les inconnues u, p, P sont des fonctions irrégulié-
res, les porteurs considérés resteront trés réguliers. Nous envisageons
cela comme un mode de définition de solutions faibles des équations de
1' hydrodynamique. Le lien avec d'éventuelles variables de Lagrange et
le principe de Hamilton devient alors plus ténu.

D'autres propriétés variationnelles horizontales des équa-
tions de 1'hydrodynamique, sans connection visible avec le principe de
Hamilton ou la méthode des travaux virtuels, feront l'objet de rapports
ultérieurs : elles concernent les fluides incompressibles (hétérogénes
bien sir), sans pour autant que les porteurs soient isochoriques.

Le présent papier cherchait seulement & caractériser les so-
lutions des équations de 1'hydrodynamique dans un domaine, sans atten-
tion aux conditions au bord ; c'est pourquoi les champs © considérés
avaient un support compact. Le but ultime est évidemment 1'étude de

problémes aux limites et la discussion de leur stabilité.
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