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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

Montpellier 1977 , Exposé n® 7

SUR LES INTEGRALES PREMIERES DE LA DYNAMIQUE
D'UN FLUIDE PARFAIT BAROTROPE ET LE THEOREME

DE HELMHOLTZ - KELVIN

J.J. MOREAU

1. INTRODUCTION

Soit un fluide en mouvement par rapport a un certain référen-
tiel. Le champ vectoriel des vitesses u est supposé continfiment diffé-
rentiable relativement a l'espace et au temps ; soit Y le champ vecto-
riel des accélérations.

L'équivalence des deux propridtds A) et B) suivantes cons-
titue le préliminaire cinématique du théoréme de Helmholtz-Kelvin :

A) Le champ‘ Y est, a chaque instant, le gradient d'une fonction
numérique .
B) Pour tout circuit L constitué a tout instant des mémes particules
du fluide, la circulation f u.dx est indépendante du temps.

L

Cette équivalence a donné lieu a beaucoup de commentaires et

généralisations diverses (cf. Gl it s
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Une fois ce résultat cindmatique acquis, ce qu'on appelle
usuellement théoréme de Helmholtz, ou aussi théoréme de Kelvin, consiste
simplement dans 1'observation que, vu les équations de la dynamique, la
conjonction des conditions suivantes assure l'existence d'une fonction
numérique dont Y est le gradient :

i) Le repere est galiléen.

ii) Le fluide est non visqueux.

iii) Il est barotrope, i.e. & chaque instant il existe une relation
entre la pression p et la masse spécifique p vérifiée dans toute
1'étendue du fluide (ce peut étre en particulier la relation p = Cte
caractérisant un fluide incompressible homogéne) .

iv) La densité massique de force extérieure est, a chaque instant un
gradient (exemple : forces de gravitation, en particulier pesanteur).

L'objet du présent rapport est d'introduire une assertion
cinématique, notée C), équivalente a A) et B) et faisant entrer u
non pas dans une intégrale curviligne comme B), mais dans une intégrale
triple (ou une intégrale n-uple si 1'on veut généraliser a 1'hydrodyna-
mique n-dimensionnelle). Il y a plusieurs motifs a cela.

D'abord, les recherches actuelles sur les solutions des équa~-
tions de 1'hydrodynamique doivent normalement déboucher sur des concepts
de solutions "faibles", dans lesquelles u ne sera pas assez régulier
pour que l'dcriture J u.dx ait un sens, ni méme la notion de circuit

L
transporté par le fluide. Tel pourrait étre le cas dans les méthodes
baptisées autrefois par 1'auteur "cindmatiques fonctionnelles" [3] sen
représente le mouvement du fluide au moyen d'une chaine, indexée par le

temps, d'applications linéaires d'un espace fonctionnel convenable dans



un autre. Des formes bilindaires sur des paires de tels espaces sont dé-
finies par des intégrales n-uples, si n est la dimension du fluide.
Revenant par ailleurs au cas régulier classique, on peut dire

que, pour chaque circuit L transporté par le fluide, la fonctionnelle

u f u.dx constitue une intégrale premiére des équations du mouvement
L

lorsque les hypothéses mécaniques i) 1ii) iii) iv) sont vérifides.
Quiconque réfléchit a ce fait en essayant d'adapter au systéme matériel
de liberté infinie que constitue le fluide, le langage de la dynamique
analytique classique, arrive inévitablement a penser que l'existence de
cette famille infinie d'intégrales premiéres traduit 1'invariance de
1'hamiltonien du systéme mécanique pour certaines transformations : la
formalisation de cette idée, dans le cas des systémes de liberté finie
constitue le théoréme classique de Noether. Il ne semble toutefois pas
possible d'atteindre directement dans cet exprit l'assertion B) : en
transcrivant, & la fin de ce rapport, l'argumentation du théoreme de

Noether, c'est précisément notre assertion C) que nous atteindrons.




2. SOMMATIRE

On rappelle au paragraphe 3 les notions de vecteur mobile,

associé & une particule du fluide, transporté ou co-transporté par ce
fluide. Comme la mesure masse dp = p dT (4T : mesure "volume" dans
chaque configuration) est transportée par le fluide, il vient que si a,
a', a" sont trois vecteurs mobiles associés a une méme particule du
fluide et transportés, leur produit mixte vérifie (a, a', a")p = Cte.
si do est, dans chaque configuration, la mesure "aire" d'une surface
régulidre transportée par le fluide et n son vecteur unité tangent, le
vecteur "infinitésimal" p n do est co-transporté.

Le paragraphe 4 considére ensuite un champ vectoriel v, con-
tinu, transporté par le fluide. Si, dans la configuration d'un instant,
le champ vectoriel pv a une divergence nulle au sens des distributions,
il en est de méme & tout instant. Un exemple usuel, lorsque 1'assertion
A) est vérifide, est v = % W en notant W le vecteur tourbillorn du
fluide. Si, de plus un tel champ vectoriel est tangentiel au bord du
fluide, nous disons qu'il est W~fermé.

Vient au paragraphe 5 le résultat annoncé, l'équivalence des
assertions A) et B) a la suivante : quel que soit le champ vectoriel
transporté v, continu, a subport compact et tel que div pv = O au sens

distribution (resp. v transporté et u-fermé), 1'intégrale jjj . vp arT

Al
P

a une valeur indépendante du temps. En prenant en particulier v = W

r
on retrouve un résultat ancien de l'auteur.

Le paragraphe 6 rappelle, d'abord dans le contexte de la dy-
namique analytique des systémes de liberté finie, le théoreéme de Noether,

fournissant des intégrales premiéres du mouvement. Il montre que




moyennant les hypothéses mécaniques i) 4i) 4iii) div), le fluide cons-
titue un systéme dynamigue pourvu d'une fonction de force. Transcrire
1l'argumentation du théoreme de Noether suppose alors la construction
d'une chaine différentiable de transformations conservant 1'action hamil-
tonienne.

C'est ce qui est fait au paragraphe final 7 : 1'hypothése de
différentiabilité du champ des vitesses u Afait que les transitions du
fluide d'un instant a un autre sont des difféomorphismes. De 13 une
structure de variété différentielle sur le fluide lui-méme. Notant A
cette variété, une configuration du fluide & l'instant t est un dif
féomorphisme S de A dans l'espace euclidien E que constitue le
repere. Le concept de champ vectoriel transporté s'identifie a celui de
champ vectoriel de la variété A. soit T un tel champ et le pseudo-
groupe de transformations de A qu'il engendre, noté exp r1 (r dé-
crivant un voisinage de zéro dans R).‘Chaque mouvement t F'ct du flui=-
de s'insére dans la famille de mouvements t P‘ct o exp xT . Tous confé-
rent la méme valeur & l'action hamiltonienne si, au sens du paragraphe 4,
le champ vectoriel T est W~fermé. Les intégrales premiéres résultant
de l'argumentation du théoreme de Noether coincident alors avec ce que

fournit le théoréme du paragraphe 5.



3. VECTEURS TRANSEORTES ET CO-TRANSPORTES PAR LE FLUIDE

Les deux paragraphes qui viennent présentent des notions de
cinématique des milieux continus largement connues mais qui regoivent
selon les auteurs des formalisations diverses. L'une de ces formalisa-
tions a été publide autrefois dans [ioHl=

Le fluide est un ensemble A d'éléments ou particules. Une

configuration ou position du fluide est une application injective, soit

c, de A dans l'espace euclidien affine E que constitue le référen-
tiel choisi ; on note E. 1'espace vectoriel euclidien associé a E. Un
mouvement du fluide est une chaine t F‘ct de telles applications, in-
dexée par le temps t. On pose, pour tout A€ A et tout t € I, intexr-
valle de temps, l'existence de la dérivée gg ct(k), notée ét(h) €F ;
c'est le vecteur vitesse de la particule A,

On pose dans toute la suite que, pour chaque t € 1, l'ensem-
ble ct(A) "partie de l'espace occupde a cet instant par le fluide" est
1'adhérence ?% d'un ouvert borné (% de E. On note A "la partie
de 1'espace-temps occupée par le fluide", c'est-a-dire l'image de 1 X A
par 1'application

(£, M) = (te (M) ER XE .

Pour tout (t,x) € A est alors défini

ult,x) = & (cp () €E

champ des vitesses ou "représentation d'Euler" de 1'écoulement.

i ;
On note (x ) des ccordonnées cartésiennes dans E ; dans

S ; i k ;
toute la suite on pose que les dérivées partielles du’/ Ox existent

pour tout t €I et tout x € C%, qu'elles sont continues par rapport

2

a (t,x) et possédent des limites en tout point frontiére de A .




-
Remonter de la donnée de u : A #E a cellede c¢ : I X A—E consiste

simplement dans l'intégrationde 1'équation différentielle

ax

T u(t,x)

(3.1)
4 la fonction inconuue Kk : I - E ; les constantes d'intégration consti-
tuent un indexage des éléments de A.

Les résultats classiques sur la différentiabilité des solu-
tions d'une telle équation différentielle par rapport aux conditions
initiales fournissent alors ceci :

si r t AMr) est une chaine de particules du fluide indexée
Paniey: € J (intervalle réel ouvert contenant l'origine) telle que, pour
un instant T € I, le vecteur

d -
— A &
B o GADEl e e
existe, alors pour tout t € I existe
[E& ¢ (Mx))] _ noté a(t).
d it X=0
C'est un vecteur mobile associé & la particule A(0) = KO du fluide et
on a pour tout t €I
st

da k Bui
S AR A
(3.2) A k(t,ct( o))

dx ox

F

(on reconnait 1'"équation aux variations" de 1'équation différentielle
(3.1)). On dit classiquement qu'un vecteur mobile a, associé a une par-
ticule Ko du fluide et vérifiant (3.2) pour tout t (S e transpor-
té par le fluide ; intuitivement cela revient a dire que, moyennant
multiplication par un "facteur de grosﬁissement infiniment grand" cons-
tant, a(t) est la position a chaque instant t du vecteur joignant la
particule A(0) & une certaine particule "infiniment voisine" A(e€).
Nous disons qu'un vecteur mobile b, associé & la méme parti-

cule KO du fluide, est co—transgorté par le fluide si, pour tout a



transporté, le produit scalaire a.b est constant par rapport B g (S
on note bi les composantes covariantes de Db(t) relativement aux axes
cartésiens choisis dans E (composantes ordinaires si ces axes sont
orthonormés), cette loi d'évolution, caractérisée par 1'invariance de

albi pour tout a vérifiant (3.2) s'exprime par

dbi Euk
({331 R bk =T (t'ct(xo))
ox

Conformément & 1l'un des principes de la mécanique classique,
est définie sur A le mesure positive masse, indépendante du temps,
que nous noterons K ou du. Pour chaque t, l'image de cette mesure
par 1'application el est une mesure sur ct(A) = ?k C E. Les hypothe-
ses de régularité posées plus haut font que, si pour ur t € 1, cette
mesure image posséde une densité x p(to,x) par rapport a la mesure
de Lebesgue, il en est de méme pour tout t : nous supposerons cela dans
tout ce qui suit. Et un calcul classique de déterminants jacobiens con-
duit & traduire 1'invariance de la mesure | par rapport a t par

1'existence de la dérivée

d
o = i A
S p(t,ct(x)) p div u(t,ct( ))

pour tout t € I et tout A € A, ce qu'on écrit plus briévement
<D 2
(3.4) —5{’— =-p adiv u
o\

La notation de "dérivée particulaire" —L_ | appliquée & une fonction
@t plig]

A =R, rappelle que cette dérivée par rapport au temps est calculée pour

une particule spécifide dans le fluide.

pe fagon équivalente, si a, a', a" sont trois vecteurs
transportés par le fluide, assocides a la méme particule A, leur produit

mixte vérifie



(3.5) (@aural p(t,ct(h)) indep. de t.
Soit S une portion de surface constituée a tout instant par

les mémes éléments du fluide, S, sa position a l'instant t. Les pro-

priétds de différentiabilité déja invoquées font que si, pour un t, la

surface St de E posséde une normale continue (soit n le vecteur

unité de cette normale, dans un sens choisi continliment ; la surface,

bien sfir, est supposée orientable), il en est de méme a tout instant. Le

calcul effectif du flux d'un champ vectoriel v a travers St

J v.n do

S
t

(do : mesure aire de St) repose sur l'usage d'un paramétrage (r,s)
des éléments de /A constituant S, tel que pour chaque t 1'applica-

tion (r,s) P x, i.e. le paramétrage correspondant de St, soit dAiffé-

rentiable. Alors
ox _ Ox
R it
n do 3 55 dr ds

! 0; o:
(dr ds : mesure de Lebesgue du plan des r,s). Comme S% et §§ sont
les positions a chaque instant t de deux vecteurs transportés par le

fluide, on conclut de (3.5) que, pour tout vecteur a transporté par le

fluide et associé a la méme particule (r,s), le produit scalaire

(e e )p est constant par rapport a t. Donc le vecteur

=) 9 \
( B%'X Sg)p, densité de la mesure vectorielle p n do par rapport a

dr ds est co-transporté. Par abus de langage, on dit que le "vecteur

infinitdsimal" p n do est co-transporté.



4. CHAMP VECTORIEL W~FERME

s

Pour un champ v : I X A = E, on note

(t,x) F‘vt(x)
sa"position a l'instant t", i.e.

; (%) = v(t,e] (%)

Vt 2 t .

Un tel champ vectoriel est dit transporté par le fluide si,
pour chaque N € A\, le vecteur mobile t - v(t,N) est transporté,
c'est-d-dire, au vu de (3.2), que la dérivée particulaire D/ ot
existe, donnée par
- x du’

v 5 il
s v .;;72 (t,ct (M) .
x

) [

(4.1)

Pour chaque A € A, on peut interpréter (4.1) comme une dqua-
tion différentielle lindaire & la fonction inconnue t R v €E ; les mé-
mes hypothéses que précédemment (u continfiment différertiable sur A4)

font alors que, si x F‘vt(x) est continu sur Qt pour un t, il l'est

pour tout t € I : on suppose dans ce qui suit que v est un tel champ

vectoriel transporté et continu.

Soit une portion bornée D du fluide, ayant pour frontiére
une surface fermée S ; comme au paragraphe précédent, on note St la
position de cette surface dans E & l'instant t, supposée avoir une
normale continue (pour un t, donc pour tout t) ; soit n le vecteur
tnité normal au point générique de S, s dans le sens sortant de D.

On suppose erfin que la fonction masse spécifique x = p(t,x)

est continue sur (% au moins pour un t, donc continue sur A en ver-—

tu de (3.4).



Il résulte du paragraphe précédent que 1'intégrale

” p v.n do a une valeur indépendante de +t. La nullité de cette inté-

t
grale pour toute portion de fluide telle que D dquivaut classiquement

a ce que le champ vectoriel p v, posséde, dans Qt, une divergence

nulle au sens des distributions.

N

Une approche équivalente consisterait a considérer une fonc-
tion numérique © : A =R, définie, indépendamment de + sur le fluide ;
on note (pt(x) = cp(c;1(x)). Stk '-'(pt(x) est C1 dans ﬁt pour un t,
elle l'est pour tout t et il vient immédiatement que le vecteur
grad cnt, calculé pour chaque t au point x = ct(l) est un vecteur mo-
bile, associé & la particule A du fluide, co-transporté ; notons
grad @(A) ce vecteur mobile. Supposons de plus ¢ telle que, pour un
t (donc pour tout t), la fonction x & tpt soit a support compact dans

Q ; 1'intégrale

it
JIIQ pv,. grad 9 aT = j:”)\ v(A). grad o(A) daup(A)

t
est indépendante de t puisque, au second membre, 1'intégrande

v.grad ¢ posséde en chaque particule A € A wune valeur indépendante de
t. La nullité de cette intégrale pour toute ¢ continlment différentia-
ble et a support compact est bien la nullité de div o] Vt au sens des
distributions.

Supposons maintenant que ﬁt = ct(/\) est borné, avec pour
bord une surface réguliére, au moins par morceaux (ici encore, suppcser
cela pour un t 1l'entraine pour tout t).

DEFINITION. Nous dirons que le champ vectoriel v, continu et transpor-

té par le fluide, est W-fermd si, pour un t (donc pour tout t), p i



osséde une divergence nulle au sens des distributions et si pour un t
P P

(donc pour tout t) vt est tangentiel en tout point régulier du bord

de Q.
€ %

Cela revient a dire que, pour toute fonction @ : SR
continfiment différentiable,

(4.2) JJJQ ¢} vt. grad u% Glap = JJJA v. grad ® dp = O
©

REMARQUE 1. Si on suppose u deux fois cortinfiment différentiable sur
A, la différentiabilité de p et de v, pour un t 1'entraine pour

tout t. Dans ce cas on peut appliquer le théoréme flux-divergence
e e
pi.ndoa= G ORS dTi= J ; div p v di
& Dt Dt

On en conclut que, si v est un champ vectoriel différentiable transpor-—

1 : 3 i
té par le fluide, le scalaire B div p v possede, er chaque particule

du fluide une valeur indépendante de t.

C'est ce qu'on retrouvera facilemert par un calcul local en
observant que, moyennant ces nouvelles hypothéses de différentiabilité,

(4.1) s'écrit

e} i al
Ve e k Ovi

— = v, —F - u
ot t 3k 35K
x X

REMARQUE 2. Revenors a la seule hypothése "u continlment différentia-
ble". La vorticité a l'instant t, uk = % yot u constitue un champ vec-
toriel continu. Supposons 1'assertion B) du paragraphe 1 vérifide : on
obtient par le théoréme de Stokes que ® : I X A - E posséde un flux
indépendant de t A travers toute portion de surface transportée par le
fluide. En invoquant la remarque finale du paragraphe 3, on en conclut

que -% w est un champ vectoriel transporté par le fluide. En outre u%

posséde une divergence nulle au sens des distributions, puisque c'est



un rotationnel ; si on pose Vv =~E W on a donc ici la situation envisa-

gée plus haut : div p Ve O pour tout t.



7.14

5. LE THEOREME

PROPOSITION. On suppose le champ des vitesses u continiment différen-

tiable sur A. Alors les assertions 2A) et B) du paragraphe 1 équiva-

lent a la suivante :

C) Quel gue soit le champ vectoriel v continu, transporté par le flui-

de, tel que pour un t (donc pour tout t) sa position Vi soit a sup-

port compact dans (% et vérifie div p Wi O au sens distribution,

l'intégrale frf u.v, p dT a une valeur indépendante de t.
Jddq
it

Démonstration. Comme la mesure dl, image de p dT dans le fluide est

contante, on peut écrire

d d {
o =y A
(5.1) (T[] wvpar =S (11 aere ) veen) auen
(% A
= [0 Dvcese (Myevie, N
SEEIN t
o
) e E 2 A
+ ulte (M), S (& )] apeh)
Or, vu (4.1), en supposant que les coordonnées cartésiernnes prises dans

E sont orthorormées,

& WPy 7 ui Vk dut C vk 3 uu
st B axk 2
Donc
,r D o 2
v u
G = 5 — ar
“/\ e ol .’”D Rl gxadisyd
1

est nul d'aprés les hypothéses faites sur v (faire une intégration par
parties) .
I'assertion C) consiste dans la nullité du premier membre

de (5.1), c'est-a-dire, pour tout t,

i}

f fol vt.Y A=) 5

D
1)

Comme  p v, peut s'identifier & tout champ vectoriel continu a support
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compact dans C% et a divergence distribution nulle, cela équivaut clas-—

S

siquement (cf., par exemple, [5]) & 1'existence d'une fonction numérique

dont Y est le gradient : c'est l'assertion A).

CAS PARTICULIER. Si (pour un t, donc pour tout t), Qt est borné, de
frontitre régulidre, on obtient de méme 1'équivalence a A) de l'asser-

tion : pour tout v continu transporté et p-fermé, 1l'intégrale

jfj@ u.vtp dT a une valeur indépendante de t.
& En se reportant a la Remarque 2 du paragraphe 4, considérons
maintenant une portion D de fluide ayant pour bord une surface régu-
lidre et telle que le vecteur tourbillon soit tangentiel ou nul sur ce

bord. Si l'assertion A) est vérifide, cette propriété se conserve au

cours du temps : on dira que D est un ilot tourbillonnaire. Il vient

alors un résultat publié autrefois par 1'auteur [a].

COROLLAIRE. Si 1l'assertion A) est vérifide 1'intégrale

jrj u.w dT
D)
conserve une valeur indépendante du temps pour tout flot tourbillornaire

D.



6. ACTION HAMILTONIENNE ET THEOREME DE NOETHER

Rappelons la situation classique pour un systéme mécanique de
liberté finie, a liaisons sans frottement. Soit (qi), = D e e ALl A T)
paramétrage du systéme, lequel peut &tre soumis a des liaisons sans
frottement surimposées, traduites par une relation différentiable
(6.1) fa(t,q) =0 S OVR =R DR RS SRS
Il est supposé que les forces autres que les réactions des liaisons dé-
rivent d'une fonction de force (t,q) P U ; pour tout mouvement éventuel
t g, on note qi les dérivées dqi/ dt ; soit T(t,q,q) l'expression
générique de 1'énergie cinétique. Deux instant t, et t, étant spéci-
fids, 1l'intégrale

t2
(6.2) s j (T + U) dt
t1

s'appelle 1'action hamiltonienne du mouvement t P g relativement a ces

instants. On montre que les solutions des équations de la dynamique sonrt
les extrémales de jt dans 1'ersemble des mouvements respectant les
équations de liaison (6.1).

Pour chaque t soit alors ¢ = N(t,q,r) une application
différertiable de la partie concernée de #"  dans elle méme, dépendant
différentiablement de r € J (intervalle réel ouvert contenant O) et se
réduisant & 1'identité pour r = O. On suppose que, pour tout r S
cette application envoie dans lui-méme 1l'ensemble des q satisfaisant
(6.1) et que, d'autre part, elle conserve 1'intégrale Jb. cela veut di-
re que, si t " g(t) est un mouvement différentiable, le mouvement

t P N(t,q(t),x)
confére la méme valeur a 1'intégrale Jt. Un calcul facile de variations

fournit alors le théoremede Noether : pour tout mouvement solution des




: ar vt
équations de la dynamique, l'expression 7 M ey est constante par
3g

rapport a t.

Ayant en vue l'adaptation au cas d'un milieu continu, obser-—
vons que, pour chaque instant t et chaque configuration éventuelle g,
les dérivées partielles oT/ Béi, notées traditionnellement P, sont les
composantes d'un élément p d'un espace vectoriel mis er dualité avec
1'espace vectoriel des "vitesses" ¢ par une forme bilindaire

@p) = a'p,

L'écriture p, = o1/ aéi signifie dans ce contexte que l'applicatiorn
lindaire 64 ~ (84,p) est tangente & ¢ =~ T(t,q,q). Par essence, les
dérivées partielles aNi/ dr constituent un élément de l'espace des
4 i le théoreme de Noether s'écrit donc

(6.3) <(-a—N-) ,p) indep. de t.

Or ‘x=0

Avec les notations des paragraphes précédents, considérons
maintenant le systéme mécanique constitué par le fluide A, supposé bor-
né et conteru par une paroi régulitére dont le mouvement sera traité com-
me connu. Le respect de cette paroi jouera le rolede la liaison (6.1).
Le rSle de g est tenu maintenant par la configuration c. Pour t et
¢ fixés, l'espace des & a maintenant pour élément générique 1'appli-
cation A~ & ou "champ des vitesses" des particules du fluide. L'ex-
pression générique de l'énergie cinétique est

A
(6.4) =]} 7 (@& au
J 2
A
ce qui conduit précisément a adopter comme espace des J un sous-espace

A
vectoriel de LZ(A,u ; E). Dans ce cadre on écrit



or = [[] c.6e a
ET
Le rb8le de 1'élément p est donc assumé par la mesure ¢l avec pour
(.,.) la définition naturelle (il serait équivalent d'interpréter p
comme étant & lui méme et de prendre pour (.,.) le produit scalaire
2 =
hilbertien de L(Ap ;i E)).

Pour ce qui est des forces, autres que de liaison, agissant
sur le fluide, on observe que, si les hypotheses ii), iii), iv) du
paragraphe 1 sont vérifides, elles possédent une "fonction de force",
ici une fonctionnelle c P U. En effet, par hypothése, pour chaque t,
la densité massique de force extérieure, soit x = F(t,x), définie sur
un ouvert de E conterant c(A), est le gradient d'une fonction numé-
rique x " @(t,x), ce qui donne comme travail virtuel de ces forces
extérieures

m 6c. grad o(t,c(N)) amd) = & m o(t,c(N)) am(r)

Jddy JdJy
La fonctionnelle
(6-5) c bk m o(t,c(N) ap(d)

JI
constitue donc, pour chaque t, une "fonction de force" des forces ex-
térieures distribuées dans la masse du fluide.

Pour ce qui est des "forces" intérieures, supposons que l'hy-
pothése de barotropie iii) permette de définir, pour chaque t, une
fonction p i p (le cas d'un fluide incompressible doit étre traité a
part, la relation p = Cte constituant cette fois une liaison sans frot-
tement). La formalisation suivante est classique : plutdt que la masse
spécifique p, considérons son inverse, le volume spécifique O et
traitons le, dans chaque configuration éventuelle ¢, comme une fonction

de M. Autrement dit O(\) est la densité de la mesure c_1(T) (Srse



mesure de Lebesgue de E) par rapport a4 la mesure W. Notons
0+ W(t,0) wure primitive de la fonction 0O p. Il est alors connu que
le travail virtuel des "forces" intérieures s'exprime par
d ‘vﬁr
{Jf pbdodu = & JJJ W(t,0) dp .
i Y A ;i
Comme la fonction A r*0 est déterminée par l'application ¢, on voit
que la fonctionrelle

(6.6) cr m Wi oha
JJd

est, pour chague t, "fonctionde force" des "forces" intérieures.

Moyernant tout cela, on définit, pour chaque mouvement suf-
fisamment régulier t F’ct 1'action hamiltonienne U du fluide entre
deux instants spécifids t1 et t2 et on vérifie classiquement que les
solutions des équations de la dynamique sont les extrémales de cette
fonctionnelle.

Pour préparer l'adaptation du théoréme de Noether a la situa-
tion présente, faisons enfin la remarque suivante

soit b : A = A une bijection du fluide sur lui-méme ; de
tout mouvement t r“ct respectant le mouvement donné des parois on en

déduit un autre t F'cé = b respectant aussi ces parocis. Pour ce

ehts

second mouvement, la vitesse de chaque particule A € A est
S el i)

d'ol, d'aprés (6.4), la méme valeur pour 1'énergie cinétique si 1'appli-

cation b laisse invariante la mesure W. Moyernant cette derniére con=-

dition, la configuration cé donnera a la fonctionnelle (6.5) la méme

valeur que Cpr a savoir

] aterce, o 3 anh = f“ ot e (A1) au(h)
) A

et, dans la configuration cé, la fonction "volume spécifique" sera



A= o' (N) = o, b(M
d'ou la méme valeur pour la fonctionnelle (6.6) dans les deux configura-
tions. Donc 1'action hamiltonienne JC a la méme valeur pour les mouve-
merts t k~ct et cé.
Il reste alors, pour retrouver la situation du théoreéme de
Noether, & construire une famille de bijections telles que b, dépendant

différentiablement d'une variable réelle r et conservant g : c'est

1'objet du paragraphe qui vient.
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7. LE FLUIDE COMME VARIETE DIFFERENTIELLE

Moyennant 1'hypothése faite dans les paragraphes antérieurs :
u continliment différentiable sur A, on observe que, la transition du
fluide d'un instant quelconque t a un instant quelconque t', c'est-a-

i : 1 e e f
dire l'application ct' 5 ct est un C1—d1ffeomorphlsme de f% sur

Qt" Banalement, cela équivaut a l'existence sur le fluide A d'une
structure de variété C1-différentielle (& bord) telle que chaque appli-
cation o A =2 E soit un C1—difféomorphisme. Des coordonnées admis-—
sibles dans cette variété sont définies par exemple en choisissant un
instant de référence et en associant 3 chaque A € A les coordonnées
cartésiennes de sa position dans E a cet instant (variables "de
Lagrange") .

Comme notre but n'est pas de redémontrer la Proposition du
paragraphe 5 dans sa généralité, mais seulement d'exhiber son enchaine-
ment avec le théoréme de Noether, on fera l'hypothése plus restrictive
suivante : u de classe C2 sur A, ce qui fait que les transitions
sont des C2—difféomorphismes et munit A d'une structure c2—
différentielle, a bord (on suppose que le bord de chaque ?L est une
surface suffisamment réguliére).

Par ailleurs, la variété A est munie de la mesure "masse"

4 . L'hypothése, précédemment faite, de différentiabilité de la fonction
masse spécifique x '™ p(t,x), entraine que, si (h1, Kz, XB) sont des
coordonnées admissibles dans A, l'image de W dans cette carte possede
une dersité | par rapport a la mesure de Lebesgue de m3, continliment

différentiable.



Pour chaque t, et chaque A € A\, 1'application lindaire tan-
gente Dct(k) est un isomorphisme de 1'espace tangent TA(N) sur E.
soit T un champ vectoriel de classe C1 sur A ; notons

ﬂt : ct(A) - E son image par Cpr c'est-a-dire
=
M (x) =De. , 1, e =)

Les ﬂt sont visiblement les positions aux divers instants d'un champ

vectoriel transporté par le fluide.

Supposons désormais que le champ vectoriel T soit tangentiel
au bord de A. Il engendre alors un pseudo-groupe de Cl—difféomorphismes
de la varidété N, noté classiquement exp rll , ou r décrit un inter-
valle ouvert de [R, contenant l'origine. Classiquement (c'est élémentai-
re, lorsqu'on emploie le langage de la cinématique des fluides, r détant
identifié au temps et T au champ des vitesses d'un écoulement perma-
nent) ce pseudo-groupe conserve la mesure Y si, utilisant des coordon-

nées (X1, Az, Xa) comme plus haut, on a

(7.1) (4T = o

At

(condition nécessairement invariante par changement de coordonnées : on
reviendra la-dessus plus loin, Remarque). En particulier si on prend

e 3 i e A
pour (A, o ) les coordonnées cartésiennes de la position ct( )
dans E, cette condition devient
((7:52)) div p ﬂt = 0
Bref, dans le vocabulaire du paragraphe 4, on va supposer que le champ
vectoriel T est p-fermé.

Identifions l'application b considérée au paragraphe 6 avec

exp r T : cela fait une famille de transformations

c = N(t,c,xr) = coexp Tl r
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conservant l'action hamiltonienne, si les hypothéses mécaniques i) ii)
iii) iv) sont satisfaites. Pour transcrire dans ce cadre l'argumenta-

tion du théoréme de Noether, avec l'écriture (6.3), il faut interpréter

3 e ; 5
(Sg S : c'est un elément de l'espace des "champs de vitesses", a sa-

pe
voir l'application A = E définie, pour chaque t, par
d
N b (—
(dr e

A
(exp T r)( Misae

Lo {0)

Or la construction du pseudo-groupe engendré par un champ
vectoriel commute classiquement avec tout difféomorphisme, donc avec
c, i A = NE) = ?L. C'est-a-dire qu'en notant comme ci-dessus nt

1'image du champ vectoriel T par Ct' on a

G o ©XP Nr = exp Tkr Jacs

Et, d'aprés la définition méme du pseudo-groupe engendré, on a pour tout
SRRV o

x L ct( Ve

d
(F5(exp T]tr)(x))r T]t(x) 5

=0
Avec l'interprétation donnée pour 1'élément p au paragraphe 6, 1'adap-
tation de (6.3) au cas présent est donc
[f i = indep a :
JJJA(nt e ct) . du indep de t
Comme l'image de dy par ot est la mesure p dT sur f%, 1'image de

A ét le champ vectoriel x P u, cela s'dcrit de fagon équivalente

jjj TN .u p dT = indep de t 3
Q t
e

En prenant nt = v, , on rejoint donc bien 1l'énoncé du paragraphe 5.

1E,
REMARQUE. Dans le langage présent tout champ vectoriel T de la variété
A s'identifie avec un champ vectoriel v transporté par le fluide, tel
qu'on le considérait au paragraphe 4. L'invariance par rapport a t du

scalaire % div p v observé a la Remarque 1 de ce paragraphe doit donc

refléter une opération géométrique dans /A, concernant le champ vecto-



riel T et la mesure W . De fait, en notant comme plus haut
A2 ns it 3
YA, v ) la densité de cette mesure parrapport a la mesure de
; g R
Lebesgue de l'espace des coordecnnées (A, " ), on définit sur A
la 3-forme différentielle m dont 1'écriture dans les coordonnées en
question est
m= oy areAaM Al

Autrement dit, m est un champ de tenseurs trois fois contrevariants as-
socié a la mesure W d'une maniére indépendante du choix des coordon-—
nées. Le produit tensoriel T ®m est un champ de tenseurs du 4éme or-—
dre, mixte par rapport aux deux premiers indices. La contraction par
rapport 32 ces indices fournit un champ de tenseurs du second ordre anti-
symétriques, c'est-a-dire une 2-forme différentielle ; sa différentielle
extérieure est une 3-forme dont le rapport a la 3-forme m fournit un

A i o 1 2 K3
champ scalaire sur A. Il suffit de choisir pour (A, A7, ) les co-
ordonnées cartésiennes de ct(h) dans E pour constater que la valeur
au point A du rapport en question est %— div p. ﬂt , a calculer au

ic
point ct(K) de E.
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Cet auteur note g un champ vectoriel a divergence nulle tel

que % soit transporté par le fluide et appelle g-tube une portion ma-

térielle constitude de lignes de flux fermées de g. Il montre que

moyennant les hypothdses mécaniques habituelles notées par nous i) ii)
iii) div), l'intégrale Jffg.u dT prise sur un tel g-tube est constan-
te par rapport au temps : c'est en substance la variante du théoreme de

Helmoltz-Kelvin qui fait 1l'objet du présent rapport. Aucun rapprochement
n'est fait avec la dynamique analytique et le théoreéme de Noether.





