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SEMINATRE DPYANALYSE CONVEXE

Montpellier 1976, Exposé n® 1

SOLUTIONS DU PROCESSUS ©DE RAFLE

AU SENS DES MESURES DIFFERENTIELLES

J.J. MOREAU

. FORMULATION
Secit 1 ::[to,t0+ T| wun intervalle compact de R et soit H un
espace hilbertien réel, On doane t¥ C(t), multifonction de I dans H a
valeurs convexes fermées mon vides ; on note x & ${tyx) 1la fonction indica-

trice de C(t). Dans sa formulation forte [5] le probléme de rafle par le con-

vexe mcobile C consiste en ceci : on cherche wu @ 1 = H, fonction absolument

°

continue dont la dérivée du/dt = u vérifie, Lebesgue-presque partout dans I,
(1.1 - ult) € Iplt,u(t))y .

De plusg est imposée une condition initiale

(1,23 u(t ) = u_  donné dans C(to),
o]
L'auteur a déjd consacré un nombre considérable de pages a ce pro-
bléme dont lforigine se trouve dans la mécanique des systémes elastoplasti=-

ques (voir, par exemple, [9]) ; T est un intervalle de temps ; clest pour

simplifier qu’oa le suppcse ici compaci, C., CASTAING a étudié des versions

aléatoires de ce probléme [1], [2], [3], [4].
Rappelons les points suivants

19 Si A et B sont deux parties quelconques d’un espace métrique, nous

écrivons

e(A,B} = sup d(a,B) .

Recu le 28 janvier {1976,



Cet ézart dissyméirique vérifie 1'inégalité triangulaire et peut, d 'une cere
taire maniere, jouer le role d'une distance entre valeurs successives d'une
muitifonction t v C(£), définie sur un intervalle [ti,tzﬁ oe R. De 1lia une
rotion semblable 3 celle de variation d'une fon-tion a valeurs dans un espace

métrique ¢

ret(C ; t1,t2) ; €lle est nulle si et seulement si
la multifonctican ++ adh C(t) est non décroissante sur 1'intervalle [tx,f2]
1
2Y La wise en “euvre, pour la résolution approchée de 1.1), (1.2) d'un pro-
LI o2 e o . i . % « - 12, : E 7
ctede o= différences finies (discrétisation du temps) du type implicite’ copne-

guit naturellement & 1'algorithme de rattrapage dont on va retrouver un cas

particulier au Pavag, 2 ci=apres, Sous la simple hypotheése que la multi-

foni:tion &+ C{t) est & rétraction finie cet algorithme ceonverge vers une

fonetion u ¢ I = H, & variation bornée, éventuellement discontinue s'accor-

dant a la condition initiale (1.2}, qui est dite solutiocun faible du probléme

C est a rétraction absolument continue; u es5t2issl solabion forts

,,,,,,,,,, e

» de la sclution absoe-

€, pour chaque donnée initiale u(t)) ::ut
=m=x 0 O

lument contivue de (1,1), (1.2}, ou plus généralement de la solution absolu=-

ment continue de
(1.3) = u(t) € Alt,ult))

ot A(t,.) désigne, pour chaque t, une multifonction de H dans H monc—

tone au sens de Minty, résulte d'un calecul €lémentaire : la monotonie de A

o P . 2
entraine que, si ui et u2 sont deux solutions absolument continues de

. . ) o L .12 " .
(1,3}, la tonction numérique tb> ]u1(t} - u2(t)f est décroissante,

4% le fait

que, pour tout t € I et tout x € H, l'ensemble IE(t,x} est
une partie conique de H a la conséquence suivante : Si &  est une applica-
tioa absolument continue croigsante d'un intervalle J sur | et si u est

une sclytion absclument continue de (1.1), 1'application v = u 06 ¢+ dI->H

est uns golution abscolument continue de



= w8} € apieY,vi

s))
En d'autre termes {o'est Intultif davs les images mécaniques du processus

“f. | 9] le processus de rafle assocle la chaine des positions successives

e . Lo » 2 ’ ;
motile «w  a la chalpe des configurations successives du convexe

mubiie € d'une maniére indépendante de 1'horaire de cette successioa (&

=y [4d 4 5 a r i & F
premiere vue, le meme argument s'applique a ({,3), dés que les ensembles A

sond coniques 3 en fait on montre dans |12 que si uns multifon:tion moncione
2 [

zede ceite prepriété, il existe ¢, fomotion indicatrice d'un convexe
fermé, telle que A C 9¢). Il est établi dacns | 10] que cette con:lusion sub—
gizte pour les soluticns faibles, éventusllement discontinues, ef des han=—

gements de variakle plus généraux sont éhudiés,
Or, st u ¢ I ->H est absclumen® continue, la fonctioa u € gé
r'est aulre que la densité, par rappert a la mesure de Lebesgue de I, de lia

mesure

i, différentielle de wu. La propriété de changement de

variable c.~dessus revient & déprivilégier la mesure de Lebesgue.

D= 13 1%'idé= d'une nouvelle formulaticsn du protléme, rempiacant la
mesure de Lebesgus par upe mesure scalaire positive sur I, comportant évep—
tuelliement des atomes,de maniére a inclure 1a possibilité de sclutions dis-
continuss, Ainsi les solutions Ffaibles, élatoréez antérieuremeni au moyen de
1'ajgorithme de rattrapage, pourront se trouver justifiédes par une écriture

forpellement sembiable a (1.1).

Pour toute fonction w ¢ I = H, a variatiow tornée {on éurira

¢ € vL(I,H}) il est =lassique de définir sa meosure différentiells du, a

valeurs danms H ; celte que stion est reprise er grand detail pouvr 1 npoo
nécessairement compasct et un espace de Banach quelccnque dans [ 12], sur la
taze de la theorie des mesures vectorielles zelon Bourtaki,

Nousg dirnes que i € vo(I,H) est une sclution du prorzssus de rafle

s sens des mesives différentielles, s'il existe une mesure positive dy  sur




o 4 -

I et une fooction u' € ;1(I,dﬂ s H) telle que u' dp scit la mesure dif-
férentielle ce u et que, pour tout + € I, on ait
(1.4) = u'(t) € gylt,ult)y .

Il est équivalent de dire que uft) € C{t} pour tout t € I et que la condi-
tion (1.4) est vérifiée dy=-presque partout. On saii en effet que 1'ensemble
¢ (t,x) est non vide si et seulement si x € C(t) ; dans ce cas il contient
toujours au moins le zéro de H, Si donc une foncticn ulb € &1(I,du s H) vé=-
rifie (1.4) sauf sur un ensemble dy-négligeable w, on la remplacera par une
forction dy=égquivalente prercant la valeur zéro en chague point de @,

La notion précédente n'est pas suffisamment précise pour conduire a
un probleme de valeur initiale bien posé, On sait en effet que, si u € vb(Il,H)
posséde une discontinuité en un point (intérieur pour fixer les idées) t  de
I'y la mesure vectorielle du posséde en ce point un atome dont 1a masse est
égale au saut 0 (t) - u (1) ; mais la valeur wu(t) reste complétement in~
déperdante de la mesure du, Bref, & l'encontre de ce qui arrive dans le cas
absolument continu, il n'est pas vrai que la mesure dJdu détermine la fonction
u A une constante additive prés.

Dans le cas o v : I > H est absolument continue, il en est de

~ , . . _ . 12 B v PP
meme cde la fonction numérique t [v(t)‘ et sa dérivée, définie presque

°
N

partout, vaut 2(v{(t) | v(%}) (on note (o].) 1le produit scalaire de H) ;
cette formule sur laquelle repose, dans le cas absclument conftinu, la démcns-—
tration d'unicité, est généralisée dans {12] de la facon suivante : Pour v
et w dans vb(I,H), cn définit de facoun naturelle la mesure scalaire

{w|dv) ; si v est a variation bornée, il en est de meme des fonrtions

th v (£) et & v (t) (limites de v, a gauche ou a4 droite de chaque t)
et on a 1'inégalité que voici, au sens de l'ordre des mesures scalaires,
(1.5) 2(v |av) < aljv|®) < 26 avy .

On en tire aisément que, =i wu et u2 sont deux solutions du processus de



ratle, au sens des mesures différentielles, la fonction numérique

T |u1(t) - uz(t)l est décroissante, moyennant 1'hypothése supplémentaire

gue ces deux fonctions vectorielles & variation bornée sont continues a droi-

te. Moyennant cette continuité & droite, on aura donc unicité de la solution
correspondant a chaque donnée initiale u(to)q

L'objet du présent rapport est d'établir :

.

PROPOSITION. Soit € wune multifonction de 1'intervalle compact

I= [to’to+ T] dans l'hilbertien H, a valeurs convexes fermés non vides,

telle gue la fonction rétraction

te r(t) = ret(C ; to,t)

soit a valeurs finies et continue & droite (cf. [6], [11]). Alors pour tout

u, & C(to), il exist€ ume unique fonction u € vb(I,H) satisfaisant les con=

ditions suivantes

i) ult ) =u
o o

i) u est continue & droite sur I

iii) 1l existe une mesure scalaire pesitive dy et une founction

u' € £;(I,du s H) telles que u! du scit la mesure différentielle de 1 et

que pour tout t € I,

(1.6) - u'(t) € g (t,u(t)) .

SCOLIE 1. (cf, [12]) La condition du = u' du, jointe & la continuité de u

a droite équivaut a

Y6 E § =z ut) = u(t ) + [ u' ap .
t_,t]

La notion de solution du processus de rafle que nous étudions ici
est donc trés semblable & celle qu'invoque C. CASTAING [3], [4] pour une ver—
sion aléatoire du provléme. Mais la Proposition précédente n'est pas contenue
dans les résultats de Castaing car 1'hypothése, faite ci-dessus, d'une ré-

e

traction finie et continue a droite est plus faible que celle de Castaing,



—1°6—

laquelle revient a invoquer la zigigtion de la multifonction C au sens de
la distance de Hausdorff ; pour son probléme aléatcire, Castaing est en cutre
amené a supposer que le convexe est faiblement localement compact et ne con=-
tient pas de droite.

On note par ailleurs que la mesure dy nfest pas spécifiée a priori ;

cela donne plus d'intérét & la propriété d'unicité {démontrée dans [12] ; on

n'y reviendra pas) ; observons toutefois :

SCOLIE 2, On peut dans la formulation ci-dessus prendre pour dy la mesure

différentielle dr et en ce cas |u'(t)| <1 pcour tout t.

Il résulte d'autre part de [6] [11] que :

SCOLIE 3. La fonction r éfant supposée a valeurs finies, sa continuité a

droite en chaque pcint t1 <t+ T de I entraine que la multifonction C
« ——

est semi-ccuntinue inférieurement a droite dans le sens classique suivant

pour tout (), ouvert fort de H, tel que 0 PIC(t1) £ @, il existe

6 € Jty,t r T] tel que
vt e [t,,00 = anc) £ .

Si on fait 1l'hypothése additicnnelle que C(t1) est fortement compact, rcette

semi-continuité inférieure implique réciproquement la continuité de r 32

droite au pocint 1

g

Quant au style des démonstrations on peut le caractériser par les
otservations suivantes :

19 On n'utilise pas de théoréme de dualiié des fonctionnelles convexes in=

tégrales, Seul est invoqué le lemme de Fatou, a propos d'une intégrale supé~

rieure de la forme { £{t,u(t)) dr(t), ce qui dispense d'examiner le mesu-
I
rabilité de ti> £{t,ult)).
2° On n'utilise pas de technique de régularisation, mais des subdivisions de

1'intervalle I et la coanstruction de solutions approchées 'a image polygo-

1
nale ,



3° Une fois construites, dans le paragraphe 2, la suite de ces solutions
approchées puis, dans le paragraphe 3, une fonction u qui en est, en un
certain sens la limite, on propose, dans les paragraphes 4 et 5 respective-
ment, deux variantes pour aboutir a prcuver que u est bien sclution du pro-
bleme : la premiére variante repose sur la convergence de l'algorithme de
rattrapage, étatlie dans [6] au moyen d'inégalités de 'géométrie hilbertien-
ne" ; la seconde utilise des arguments d'analyse fonc tionnelle qui pourraient
peut étre s'adapter a des problémes analogues formulés hors du cadre hil-

bertien,

2. CONSTRUCTION DE SOLUTIONS APPROCHEES

LEMME 1. Scit (sn), n € N, une suite de réels > O tendant vers zéro, Il

existe upe suite (Pn), n € N, de partitions finies de I en sous-intervalles=

de la fTorme

Fa Iip -.n n n ” 4
: t t o ; . .+ T t + T
Pn L 07t1[ s L 19t2[ 9 2 {tu(n)—igtc [ 9 g o S
(on écrira t? ::to pour i =0 et t? :rto+ T pour i =u(n)j possédant

les propriétés suivantes

i) La suite de partitions (Pn) est croissante, c'est-a-dire que tous les

noeuds de Pr sont aussi des noeuds de Pn, pour tout n’;> .
< ’ o) g

scillation de la fonction r (croissante, conftinue a droite) sur

wvwhacun des intervalles constituant P est <;8 .

n : n
3 @ . ¢ I n . 5
iii) (2.1) lim max it - ti—i ¢ L =132564s ; vln)y =0

n ->

. . . . n n n .
Démonstration, Pour chaque =n € N, soit O =y e PyoecesPyiooee ane sulte

strictement croissante de réels, tendant vers + » Aavec i et telle que
n n
Vi € N ca " Ps S &8 .
: Pi+ Pi X &y

La fonction ¢ ¢ I =R , étant croissante et continue a droite, est s. c¢. s.
-

. .. . 0
Donc 1'image réciproqgue par r de tout intervalle 0.,% ool @8t un soug=
919 L



"'1,8"‘

intervalle fermé de I, éventuellement vide. On en conclut que, parmi les ima-
ges réciproques des intervalles [p?,p?+1[, celles qui sont non vides consti-
tuent une partition de T ayant la forme Pn ci=dessus., Par construction,
cette partition vérifie ii) et il en sera de meme a fortiori si on la rem-
place par un raffinement de méme forme. De tels raffinements permettent évi-
demment ‘d'assurer i) et iii).

o Ayant construit les partitions Pn conformément & ce Lemme, intro-
dUiSOné% pour chaque n € N, une suite finie (xlil)y i=0,1,...30(n), de points
de: H par la. récurrence suivante

= u
o

(2:2) X

o B

He 3

L s B0 n
(2.3) x; = projlx;_,,C(t.)) .
Observer que, par construction, t?-1 < t? mais que, vu les raffinements in-

" P N . . 5 n =X}
voqués dans la démonstration ci-dessus, il pourra arriver que r(ti 1 :fv(ti).

D'aprés (2.3), on a

n

n , 1 1 ¢ n n
(2.4) i~ ¥eql Selele; 4),008)) Lrlt)) - c(t, ) .

i

. . . n : Ry .
Construisons une application u : I - H en définissant sa restrice

tion & chaque intervalle [t?_1,t2[ :
19 . 8i r(t?) :fr(t?~1), ce qui entraine x? :»x?_1, on prend u"  constant
sur l'intervalle :
... 1, n . n _ N _ 0
veE [t 4ot [ ¢ ui(e) X4 X, e

2° si r(t)) > r(t]_,), on prend

[r(t?)mr(t)] x2_1+ [r(t)-r(t?u1)] X

n i

(215) 8 S [t?;1,tjf s u(t) =

) e(th) = (£ )
i i=1

n

Enfin, pour t = tu(n) :ft0+ T, on prend
i(t + T) = x
Uts T T (n) °

. n n .n . .
L'expression de u sur [ti’ti+1[ (ou au point t o+ T) mountre
O

que l'expression de un(t) écrite en (2, 5) est encore valable pour t = "

On en conclut que, quels que soient t et t' dans [tn tn] cn a

i-1771



1 Ymp o
WHE) = u() = e SAETZEE) om0

r(¢D-r (el ) 1

et par suite; si t L t?, vu (2,4),
(2.6 e = ut )] < ety - r(t) .

Par addition on voit que cette inégalité vaut plus généralement
quel que soit le sous~intervalle compact [t,t!] de 1I. Donc " est & va=-
riation bornée, continue a droite comme la fonction r et pour t et t!
dans I on a

t £ & =5 var(u" : L) £ B (EY) —- (L) .
Il en résulte que la mesure vectorielle dun, a valeurs dans H, est majora=
ble et que sa valeur absoclue 'Iduni est ma jorée par la mesure positive dr

(cf, [12]). Plus précisément

-

LEMME 2, La mesure vectorielle du  est égale a " dr on u" désigne la

forction en escalier a valeurs dans la boule unité de H construite comme

: ; ; : 1.0 !
suit, sur chaque intervalle |t 1yt_]y
— i- i

°

19 8i r(t?) :tr(t?_1) cp prend 4 = O sur 1'intervalle.

q n .
2% Sinon on prend pour u la valeur constante

n n
L . XK
(2,7} Vit € jt?_l,ﬁ?] : a2 tE) = ; .
' ' r(t. )-r(t. )
i i=1

3° De plus ur(to)~: 0.

. . , . . r ‘n
Demcnstration, I[1 suffit de vérifier que les deux mesures du et u dr

i - - 2 °
donnent la meme intégrale sur chaque sous-intervalle de I, Par réunion ou

différence, on se raméne aux deux c¢as suivants :

n tn]

Cas d'un sous-intervalle ouvert ]6}1[ de ]ti 17

Rappelons (cf, [12]) que pour toute fonction v : I - H & variation

bornéde on a

dv = wv (t) = v (o) ,
i _lo/ﬂ-'[

ol v et v désignent respectivement les limites de la fonction v a



gauche ou a droite de chaque point, L'égalité attendue est donc banale si

e n -
r(ti) —-r(ti_1) ; sinon

- +
J P rn(n:) rﬂ(o‘) (x{l_xil_1)
Joyal r(t)=r(t_,)
ce qui est égal a [ u” dr, vu la valeur constante de u" sur
Jost[
Ll
i-1?71
Cas d'un intervalle réduit au point t?
8i 0<i<wv(n), ona
[ aw” = o™= D) = 1= T
{tn} i i i i

i
Cela fait banalement zéro si r(t?):: r(t?_1) ; sinon, d'aprés (2.5),

ropatly = 0 n = lls n n
Lr(ti) r (ti)] X4 * [r (ti) r(ti_1)] X,

un_(t?)v:
r(tH- r(t™ )
i i-1
il r(th- r (£
{ au’ = 1 = (x= x" )
c.n n n i i=-1 °
it} r(t, )= r(t,_,)
Par ailleurs
{ ‘n _ ‘n,.n n, _-..n
J{tng utdr = u(t)) [r(ti) r (ti)]
i

d'ou 1'égalité attendue,

. e . n . :
Pour i = 0, la continuité des fonctions r et u a droite donne

Pour chaque n € N et chaque t € ]to,to+ T], il existe i tel

que t € ]t?_1,t?] ; on notera ¢ ' (t) la valeur t? correspondante ; on pose

n .
en outre (to) ::to. Avec cette notation

LEMME 3. Pour tout t € I on a

(2.8) - P € o (a8 ,ux_(£)))

c'est-a~dire de facon équivalente, en notant 7(t,,) la fonction d'appui de

c(t),



(2.9) uP ™)) € cz(t))

(2.10) P ), 0t ) + W) W@ =o .

Démonstration, Tout est banal pour % = to ; si T (t) = t;, i >0, on a

(M) = w'(t]) = x7 € c(£]) = clr" ()
Si 1'on est dans le cas r(t§_1) ::r(t?) la valeur un(t) est zéro, qui
vérifie bien (2.8). Sinon, on observe que (2.3) équivaut a

n
X.

n n n
i-1” Xy € g (ty,x)

dfou (2.8) d'aprés l'expression (2.7) de u .

3. LA FONCTION u

. n . . "
Les u sont des fonctions en escalier sur I, Elles définissent

donc des éléments de Lp(dr,H) pour tout p € [1,+ »]|. Prenons p =2 :

1'espace Lz(dr,H) est un hilbertien, identifiable a son dual, Comme les

u® prennent leurs valeurs dans la boule unité de H, on est en présence
d'une suite d'éléments de la boule fermée B de I?(dr,H), de rayon Vﬁf. Il

en résulte l'existence d'une sous-suite convergente pour la topologie faible

-

2 “ . . B
de L (dr,H). Quitte & changer 1'indexation, on supposera que (un) se ré-—

duit a4 cette sous-suite.
L] -

Soit u 1la limite de la suite (un) dans Lz(dr,H) faible.

C'est a fortiori un élément de L1(dr,H), ce qui entraine 1'exis-

tence d'une mesure vectorielle notée u dr, a valeurs dans H.

Définissons u : I - H par

(3.1) u(t) =u_ + [ u dr .
° le,t]

C'est une fonction continue & droite, & variation bornée et u dr est sa

mesure différentielle.

En notant <.,.> le produit scalaire de Lz(dr,H) on a, pour tout

a € H,

(a|u(t)) = (a[uo) + <u , X]to,t] a>



~ . T n N 5 s - A
et, de meme, puisque u est continue a droite,; de mesure différentielle

n
u dr,

(a|u”(t)) = (a

uo) + <un', X]to,t] a>
Puisque ;n tend vers ; dans L2(dr,H) faible, cela montre que,
pour chaque t € I, la suite des un(t) converge vers u(t) dans H faible,
L'inégalité (2.6) signifie que, pour t < t' fixés dans I, la
suite des u (t') - v (t) prend ses valeurs dans la boule fermée de H de

rayon r(t')- r(t), La convergence faible en question assure donc que

(3.2) 1Y & & = lult)- u(s)| < r(t")- rit) .

LEMME 4, Pour tout t € I on a

(3.3) u(t) € c(t) .

Démonstration, Tout t € I différent de l'extrémité t0+ T appartient a

1'un des [t2_1,t?[ 3 notons o () 1la valeur correspondante de t?_1 3
pour t ::t0+ T posons par ailleurs op(t) ::t0+ T. Alors
u (o (t) € Clc"(t)). Par construction 1'oscillaticn de r sur [t2-1’t2[

est majorée par €, qui tend vers zéro si n tend vers 1l'infini, donc
(3.4) lim [r(t)=- r@yn(t))];: o

I > o
En vertu de (2,6) on a

(3.5) [u® ()= (2| < rr)- ro ()
Alors
d(u™(t), c(e) < a™ @), u"c" )
+ d™@"(£)), C@(£))) + e(Cla™(t)), c(t)
< 2(x(t)- i (1))
qui tend vers zéro lorsque n tend vers 1'infini, Comme la foanztion

x © d(x,C(t)) est faiblement s, ¢, i., on cenclut d(u(t),c(t)) <O,

clest-a-dire (3.3).



4, FIN DE LA DEMONSTRATION , MOYENNANT
LA PROPRIETE DE CONVERGENCE DE

L'ALGORITHME DE RATTRAPAGE

Dans le cas actuel, d'une multifonction tt C(t) & rétraction
continue a droite, la construction de la suite (x?) par (2.2) et (2.3)

coincide avec ce que nous avons appelé ailleurs l'algorithme de rattrapage

(au lieu d'un point mobile t u(t) 'raflé" par le comvexe mobile t b C(t),
on imagine un point qui est laissé sur place, mais rattrape instantanément
C(t) par le plus court chemin & chacun des instants t?). I1 a été établi
dans [6] que la suite des fonctions en escalier (en) continues a droite
construites sur chacune des chaines de points (x?), i=0,1,...50(n), est
fortement uniformément convergente sur I, Vu (3,4) et (3.5) il en est de me-
me pour la suite de fonctions t P un(t) définie au Paragraphe 2 et la limite
coincide nécessairement avec u(t) telle qu'on 1'a définie au Paragraphe 3,

Pour tout t € I, définissons Tn(t) comme dans le Lemme 3, Les ;n
prenant leurs valeurs dans la boule unité de H, l'expression de
e(c(t), (1)) a partir des fonctions d'appui (cf. [11], formule (2,8))
donne
(4.1) PCty= a™))  pr®(8) = WB(6)) + r(e(t))- r(t) .
Par ailleurs, d'aprés (2,.6)

|G- ()| < rGEHEN- 2(t)

d'ou
(4.2) @) < @PERE) [0 + ret )= £t .
En outre, dl'aprés la convergence forte de u"(t) vers u(t),

(4.3) lin  (u(t)- oP8)|at)) =0 .

n > o

n s s 5 <
Les ti avant été construits conformément au Lemme 1, Tn(t) tend

en décroissant vers t dfou, vu la continuité de r a droite



(4.4) lim (et (£))- r{t)) = o .
n-=>

En rapprochant (4,1), (4.2), (4.3), (4.,4) de (2,10) on obtient

(4.5) lim sup [p(t,- u(£)) + )| N] < o
n-> o

On utilise alors l'artifice de Mazur dans Lz(dr,H) : comme les u

n

°
convergent faiblement vers u dans cet espace, il existe une suite, notée

(vm), m € N, d'éléments de cet espace qui converge fortement vers u et tel-

le que chaque vm soit de la forme
(4.6) v o= 2 u?
#EIm) I N
avec J(m) ensemble fini d'entiers > m et les aj éléments de [0,1] tels

que

(4.7) 3. K, =1 .
#£3I(m) I

Quitte a remplacer vm par une sous-suite, on peut supposer, puisqu'elle

2 “m °
converge dans L (dr,H), que v (t) converge fortement vers u(t) pour tout
t dans le complémentaire d'une partie dr-négligeable, La convexité de la

fonction
x> p(t,~ x) + (u(t)|x)
fait que
p(ty= V(L) + (ult) v (£))
< ) vt W) ¢ amlden] .

JEIT(m)
I1 en résulte, vu (4,5),

lim sup [yCt,- v™(£)) + (w(®)[+"(t)] < o .

m -> o

Or pour tous les t tels que vm(t) converge vers u(t) on aura,

par la semi-continuité inférieure de Vs

u(t)) € Lim ing [pCty= V(D) + CO)]Y™EN] .

m > «

y{t,= u(t)) + (ul(t)

Bref, sauf sur un ensemble dr-négligeable,

(4.8) p(t= u(t)) + ult)|uct)) < o .

Compte tenu du Lemme 4, et en changeant en O la valeur de &(t) en tout
pecint t  tel que (4,8) ne soit pas satisfaite, on conclut que u remplit

L
les conditions de la Proposition, avec dy =dr et u' =u ,



5, METHODE N'INVOQUANT PAS

LA THEORIE DU RATTRAPAGE

LEMME 5, A tout y € L1(dr,H), associons Y ¢ I - H par
(

Y(t) = } y
Jt_,t]

dr .

La fonctionnelle

y b [ (y|Y) ar
.

; . ' 1 .
est une formes quadratique 2:0 siur L (dr,;H), donc une fonctionnelle convexe.

Démonstration, Y est une fonction & variation bornée continue a droite, nul-

le au point to, et sa mesure différentielle est dY = y dr. On en conclut
par 1l'inégalité (1.5) (cf, [12])

j (y|¥) de > %1(Y(to+ T)|2 2 B &

. . . e m
Cela établi, on invoque l'artifice de Mazur ; les Vv sont cons-

truits comme en {(4,6) ; quitte & les remplacer par une sous-suite on peut
supposer qie vm(t) converge fortement vers wu(t) pour tout + dans le

complémentaire d'une partie dr-négligeable, soit I, de I.

Vu que uft) € C(t) pour tout £, 1'intégrale supérieure

t:3

(5.1) J [pCty= ult)) + (ultd|u(t))] dr(t)
I

porte sur une fonction ;:O 3 nous établirons donec que, dr-presque partout,
= u(t) € 9y (t,u(t)) en prouvant la nullité de cette intégrale supérieure.
Pour tout t € I\, 12 semi-continuité inférieure de xv p(t,x)

donne
p(to= u(£)) + () ult)) < lim inf [p(t,= v (£)) + (u(t)|[vi(e))] .
m = o
D'aprés le lemme de Fatou, (5,1) est donc majorée par

lim inf [ [p(hy= V() + ()| v(E))] ar(t)
m -> %% I

= lim inf [ [p{t,= vI(E)) + (Vm(t)lvm(t))
m -> @ I

+ (ult)= v | vRCE))] arce)



. m .
ou les v sont définies par

(5.2) vi(t) = u + J ;m dr
It »t]

. °

Visiblement, vm tend vers u dans Lz(dr,H) fort ; les vm, comme les uY

, b

prennent leurs valeurs dans la boule unité de H ; on en conclut

lim J (u- v'[v™) ar = o .
m = oo I

I1 vient donc que l'expression (5,1) est majorée par la 1lim,inf de

o

(5.3) J [pCt= v™(t)) + ™8 [v™(£))] ar(t)
T

::} plE,= ¥CE)) arlE) + [ P [VE) ar(e) .
I I

Il résulte du Lemme 5 que, si on pose systématiquement

v(t) =u_+ [ ; dr ,
° 1t ,t]

la fonctionnelle v ¢ J (v|v) dr est convexe d'ou
I

[ e <Y " | @ledy e
I €Im) J 1

A~ Y d
De meme, la convexité de <y, donne

3%

J p(to= v are) < Y a® | pCt,- wle)) arce)
I jEIm) JJ1

Par suite, le second membre de (5,3) est majoré par

%k

| [yt~ wden « @I |ud@n] arct) .
Eamy J1

On invoque maintenant (4,1), (4.2) et (2.10) :
yt,= w3 0)) + @)l 0)) < yeded,- 1)) + @I |wdce)
+ z[r(Tj(t)- r(t)]
< 2[rird(t)- ren)] .
or j€ J(m) implique J>m, done ©o(t) < o(t) et
r(cd(£)) - rt) < r@™(e) - £(t)
ce qui tend vers zéro, uniformément par rapport & ¢ € I, lorsque m tend

vers 1l'infini,
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