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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

Montpellier 1976, Exposé n® 5

CHAMPS ET DISTRIBUTIONS DE 7TENSEURS DEFORMATION

SUR  UN OUVERT DE CONNEXITE QUELCONQUE

JoTs  MOREAU

1. INTRODUCTION

i{. a, LYOPERATEUR def

Soit E un espace vectoviel euclidien de dimension finie v ; soit
1 un ouvert quelconque de E, D%un point de vue puriste, pour les applications
mécaniques de ce qui va suivre, 1l faudrait considérer que () est un ouvert
de 1'espace de la géométrie élémentaire et de la physique classique,; espace
homogéne ( on dit aussi ¢ affine) euclidien de dimension 3 et que E est
1'espace vectoriel associé ; nous allégeons en fixant arbitraivement dans cet

£l - - > - &
espace homogéne une origine, ce qui permet de itidentifier aveec E lui-meme,

On note E(X)S E 1'espace des tenseurs symétriques d'ordre 2 associé a E.

Soit u € &1(Q,E), i. €, u champ vectoriel continument différen-
tiable sur (), Les composantes (uﬁ) de ulx) relativement 4 une base ortho-

normée de E sont des fom:tions des composantes (xk) du point x sur cette

fad . . /e S &
meme base 3 on ecrit . 4 pour ﬁuﬁ/axk, On Tait dans toute la suite la
i,k i :

7" - . o % Ve . Ll . -
convention de 1%'indice muet 3 tout terme de forme monome dans lequel un indice

- - L 2 o - -~ - 3
figure deux fois doit etre entendu avec une sommation relative a cet indice,
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Le champ tensoriel e € EO(Q,E @g E) défini, quelle que soit la base

orthonormée choisie, par

- 1
(1.1) eij = o (ui,j + uj,i

est classiquement appelé tenseur déformation associé au champ vectoriel u

notation e = def u.
Lorsque u est le champ vectoriel des vitesses des éléments d'un
milieu continu occupant, & 1l'instant considéré, l'ouvert (), le tenseur def u

posséde une signification cinématique simple et on dit que c'est le tenseur

vitesse de déformation du milieu.

La méme mathématique est employée avec un langage différent, dans le

traitement approché des petites déformations d'un milieu continu au voisinage

d'un état de référence : dans ce cas le vecteur u(x) représente le déplacement
"infiniment petit’ de 1'élément du milieu qui occupe la position x dans 1'état
de référence et le tenseur e(x) mesure la déformation ' infinitésimale' que

présente le milieu en ce point.

1. b, PUISSANCE D'UN CHAMP DE CONTRAINTES

Soit s : Q> E 8% E un champ de contraintes défini sur le milieu

continu, Pour un champ de vitesses (éventuellement baptisées "virtuelles')

u € 91(Q,E), la mécanique classique des milieux continus définit la puissance

de ce champ de contraintes par 1l'intégrale, si elle existe,

M — -
(1.2) oY = JQ eij Sij dyw

(dw : mesure de Lebesgue de Q),

Moyennant les hypothéses annexes que () soit de bord 9() suffisam-
ment régulier, que s € €1(Q,E @g E), que s et u soient continument prolon-
geables a 5-::0 U 90 et qu'en outre, pour () non borné, des conditions a
1'infini convenables soient vérifiées, une intégration par partiés (ne pas ou-
blier la symétrie du tenseur s) transforme cette expression en

1.3) P =

n, ds

J Y Sii,3 J Ui Sij
" Fird - Jj3
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(ds : mesure "aire" du bord 9Q $ n : vecteur unité normal au point générique

de ce bord, dans le sens sortant de Q).

Les Sij p sont les composantes du champ vectoriel div s € QO(Q,E),
?

divergence du champ tensoriel s,

Ltapplication formelle du "principe des puissances virtuelles" fournit
alors que, si s est le champ de contraintes d'un milieu continu en équilibre
en 1'absence de toute force extérieure (on appelle cela un champ de contraintes

autoéquilibré) la puissance €P est nulle pour tout u € QO(E;E) N 91(Q,E).

Moyennant des arguments classiques (classiques aussi en calcul des variations)
cela équivaut a

(1.4) = 0 dans

S..x o
1J3,J

(1.5) = 0 sur 90 .

S, . n,
iJ J

Comme l'ensemble des s € QO(E;E @E E) N 81(Q,E Qg E) vérifiant
(1.4), (1.5) (et les conditions a 1'infini convenables si () n'est pas borné)

n'est pas vide, le retour a l'expression (1.2) de 6? montre qu'un

e € QO(Q,E(gs E) n'est pas en général le champ de tenseurs déformation d‘'un

u € g,

C'est déja ce que 1l'on constate, moyennant 1'hypothése supplémentaire
e € QZ(Q,E(gs’E), par une analyse locale : en effectuant sur (1,1) des dériva-
tions, des permutations d'indices, puis une addition du tout, on obtient la con=

dition nécessaire suivante pour l'existence de u € 93(Q,E) tel que e = def u

(1.6) ij,kl T %xe,ij T Cik,j T €j4,ik .

Inversement, il est bien connu depuis un siécle que, si l'ouvert () est

simplement connexe, cette condition, avec e € QZ(Q,E®S E), est suffisante pour

que e soit un champ de tenseurs déformation (concernant la démonstration et

les références historiques,cf, [1], [6]).

Par ailleurs, on trouve dans [1] sous le nom de théoréme de Donati

(1890) le résultat facile suivant ¢ si e € QZ(Q,E @g E) annule l'expression
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(1.2) pour tout s € 9(Q,E @g E) (i. e. champ tensoriel symétrique indéfiniment
différentiable & support dans () compact) vérifiant (1.4), alors e vérifie
(1.6) partout dans (), Par suite, si Q est en outre supposé simplement con-

nexe, cette propriété d'orthogonalité assure 1l'existence de u € 83(Q,E) tel

que e = def u,

L'objet du présent rapport est d'établir cette meme implication pour

un ouvert de connexité quelconque (et sans hypothéses de régularité du bord).

Pour ce qui est de e, ce pourra etre a priori, soit un élément de 91(Q,E @g E)
au lieu de 82 comme ci-dessus, soit un élément de 9'(Q,E @g E) distribution
tensorielle symétrique sur Q.

Expliquons d'abord notre motivation,

1. c. LA DUALITE 7V, ¢

Pour la mise en oeuvre de la méthode des puissances virtuelles sous

son aspect moderne, lorsqu'on étudie un systéme mécanique que lconque, toutes
les informations relatives a4 ce systéme, dans chacune de ses configurations
éventuelles sont formulées dans le langage suivant : a la configuration consi-
dérée est associée une paire d'espaces vectoriels )’ et F ; les éléments

?

de }P constituent, en un sens général, les valeurs possibles de la vitesse du

systéme s'il vient a4 passer par la configuration en question ; les éléments de
~ P -~
¥ sont de leur coté les valeurs possibles de forces appliquées au systeme dans

cette éventualité, Ces deux espaces sont mis en dualité par la forme bilinéaire

puissance (cependant, pour rester plus prés de certaines formules consacrées

par 1l'usage, c'est parfois 1l'opposé de cette puissance qui est pris comme forme
bilinéaire fondamentale),

Noter qu'un tel formalisme peut habituellement etre appliqué de plu-
sieurs manieéres différentes a une situation mécanique donnée, impliquant des
réalisations différentes des espaces vectoriels )} et § [2] [3] ; acces-

» [ad .
soirement lusieurs ires d'espaces en dualité peuvent etre mises en oeuvre
’ -
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simultanément, ce qui fait appara{tre des paires d'applications linéaires ad-
jointes : par exemple les applications def et -div, en ce qui concerne les
qua tre espaces fonctionnels considérés au paragraphe 1. b., avec des définitions
classiques pour les formes bilinéaires les mettant en dualité [4].

Dans 1'étude des milieux continus tridimensionnels usuels : élastiques,
élastoplastiques, viscoélastiques, etc, on peut prendre pour V? un certain
espace de champs tensoriels () = E @g E, censés représenter des champs de vites=
ses de déformation e du milieu et pour ¥ un espace de champs tensoriels
Q> E @g E censés représenter des champs de contrainte., Pratiquement, ces deux
espaces sont empruntés a l'arsenal de l'analyse fonctionnelle classique ; leurs
choix sont essentiellement orientés vers l'obtention de théorémes d'existence
de solutions. On tombe alors tout de suite sur la constatation que seuls les
él¢ments d'un certain sous—espace de ']P, notons-le I, peuvent etre rattachés
4 des champs de vitesses u : ) = E par une relation prolongeant de fagon
plausible 1'écriture = def u. De meme les champs de contrainte autoéquilibrés

forment un sous-espace J de ¥, Il est essentiel pour la cohérence du schéma

que I et J soient exactement lforthogonal 1l'un de l'autre au sens de la dua-

1ité que la forme bilinéaire ''puissance’ établit entre Y et . Moyennant

cela, en effet, la condition e € I peut etre formellement traitée comme une

»
liaison parfaite, l'espace J constituant, de son coté, 1l'ensemble des valeurs

possibles de la réaction associée a cette liaison [2], [3].

La question posée est ainsi intimement liée a 1'idée de multiplicateur

de Lagrange familiére en mécanique. Pour les systémes mécaniques de liberté fi-
nie, la dimension des espaces vectoriels considérés est finie et les théorémes
mettant en cause des multiplicateurs de Lagrange se résument en des propositions
algébriques simples, Dans le cas des espaces fonctionnels, par contre,on se
trouvera habituellement confronté a la difficulté suivante : montrer qu'un cer-

tain sous—espace vectoriel d'un des espaces d'une paire en dualité est égal a
p

son bi-orthogonal au sens de la dualité en question ; autrement dit montrer que
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ce sous-espace est fermé pour les topologies compatibles avec la dualité. C'est

ce qu'explicite la section 4, ci-aprés.

1. d. LE THEOREME

Le programme défini a la fin du paragraphe 1. b, vise a préparer la
cons truction de la machinerie jp, F, I, J 1la mieux adaptée a chaque probléme
spécifique de mécanique des milieux continus (en pratique tridimensionnels). On
se place pour cela dans le cadre suivant :
1° L'ouvert (Q de E est quelconque, sans hypothése de connexité ni de régu=-
larité de la frontiére,

2% On considére un espace de champs de contraintes autoéquilibrées le plus

petit possible : ce seront les s € 9(O,E @g E) (champs tensoriels symétriques

indéfiniment différentiables a support compact dans ()) tels que div s =0

dans ().

3° On considére pour 3[‘ le plus grand espace vectoriel topologique qu'on

sache mettre en dualité ''confortable' avec 2(Q0,E @g E), a savoir l'espace

@'(Q,E(@S E) des distributions sur () & valeurs tensorielles symétriques d'or-

dre 2,

Marginalement se trouvera traité le cas P = 91(Q,E @g E).

PROPOSITION (1. d), Soit e € @’(Q,E(SS E) (resp. e € 91(Q,E @g E)) ; pour

?

l'existence de u € 9'(Q,E) (resp. u € QZ(QFE)) tel que e = def u, il faut

et il suffit que, pour tout s € %(Q,E<®S E) vérifiant la condition div s = O

on ait <eij,sij>:: 0, en notant <.,.> 1la forme bilinéaire de dualité entre

?2' et 9 (resp. le produit scalaire <e,s> = J eij Sij dw).

Notre démonstration repose sur un théoréme de meme nature caractéri-
sant les g € 9'(QO,E) qui sont des gradients. En corollaire de ce théoréme, un
g € QO(Q,E) est le gradient d'une fonction numérique () > R si et seulement
si J g Vi dw = O pour tout v € D(Q,E) a divergence nulle dans (). Ce der-

nier fait est assez connu et considéré comme classique par ceux qui 1l'utilisent,

Divers modes de démonstration directe sont suggérés au paragraphe 2,



2. CARACTERISATION DES GRADIENTS

2, a, MESURE VECTORIELLE ASSOCIEE A UN CHEMIN

Soit ¢ un chemin dans (), c?est-=a~dire une application continue a

variation bornée tbt E£(t) de 1'intervalle [O0,1] dans (), Pour toute fonction

P o . P 3 2q 2
numérique ¢ € & (Q,R) et toute coordonnée cartésienne, notée x, , de 1'élément
1

r
générique x de (, on définit classiquement } [0} dXi (cfest,; si l'on veut,
. i

l'intégrale de la fonction continue t¥ @¢(E(t)) par rapport a la mesure sur
[0,1] qui admet t& gj(t) pour fonction de répartition). De facon équivalen-

te est définie 1'intégrale vectorielle J ¢ dx, élément de E indépendant du
c
choix d'une base dans cet espace,

Si f € 91(QQR) on trouve que J £
&

dxi, noté aussi J grad f.dx,
: 6
est égal & f((1)) - £(£(0)), accroissement de f pour le chemin ¢, Cela

s L

fait zéro en particulier si ¢ est un circuit, i, e, E(0) =E(1). Il est bien

connu que, réciproguement, si un champ vectoriel g € QO(Q,E) est tel que

[ g.dx = O pour tout circuit ¢ dans (), alors il existe f € 91(Q,R) tel

c
que g = grad f, La démonstration consiste & choisir une ”origine“ ak dans
chaque composante connexe Qk de ( (rappelons que, pour tout ouvert ( de
E, 'connexe' est équivalent & ‘connexe par arc” ; cf,, par exemple [0]; Chap. 5).
L*hypothése fait que, si y € Qk? 1t*intégrale [ g.dx a la meme valeur pour
tout chemin dforigine ak et d'extrémité y : cette intégrale définit donc sur
Q0 une fonction y b fk(y) ; on vérifie, grgce a la continuité de g, que fk
est différentiable dans Qk, de gradient égal a g, Une fonction £ € 91(Q,R)
satisfait g = grad £ dans () si et seulement si sa restriction a chaque Qk
égale fk, a une constante arbitraire prés. L'idée directrice du paragraphe 2. b,
sera d'adapter ce type de raisonnement au cas g € 9°(Q,E) : au lieu d'intégrer
une fonction numérique le long d'un chemin joignant le point générique de (O a
une origine choisie, on translatera des "fonctions test’ le long de tels

chemins,



Dans ce but, observons que =i L est 12 longueur du chemin <. on a
pour toute ¢ € 2(Q.R)
(2.1) IJ ¢ dxi|z< L max |¢| .
o

Cela montre que chaque fonc tionnelle

Ci <] ¢4» J; b dxi €ER

C

est une distribution, plus précisément une mesure scalaire; sur (. I1 n'y aura

as d'inconvénient & appeler ¢, aussi bien que le chemin lui-meme. la foneotion-
7 §

nelle

-
(2.2) c b J ¢ dx € E
'

élément de 9'(O,E), plus précisément mesure vectorielle, dont les o sont les

composantes relativement a la base choisie dans E, Son support est contenu
dans 1l'image de [0,1] par l'application £, donc compact. Par suite la fonc=
tionnelle c¢ se prolonge banalement en une distribution (en fait une mesure
vectorielle) sur E entier, de meme support ; par abus dfécriture on notera
aussi ¢ cet élément de 9'(E,E).

Calculons la divergence div C’::cili au seus des distributions. Si
a et b sont respectivement l'origine et 1l'extrémité du chemin, on a, pour
¢ € 2(Q;R)

4,109

9 S

f
I
A
o
ol
-
=
S\t
{
i
©-
=
Q.
»

=¢(a) - ¢(b) =B, ~ 5. > .

a,

Bref div ¢ est la différence de deux mesures de Dirac placées en a et b

(2.3) dive = §_ - 5y, )

Elle est nulle en particulier si ¢ est un circuit.

Si, par exemple, le présent formalisme est appliqué a 1'électricité
et que le chemin c représente un conducteur filiforme dforigine a, dlextré=
mité b, parcouru par un courant d'intensité unité, (2,3) signifie que ce con-

ducteur transporte conservativement 1'électricité depuis une source de débit 1

placée en a jusqu'a une source de débift -1 placée en b,



2. b. CARACTERISATION DES DISTRIBUTIONS GRADIENTS

PROPOSITION (2. b). Soit g € 92'(N.,E), de composantes g, € %’(QWR)' relative~

ment & dEEAbase orthonormée de E. Pour qu'il existe £ € 9'(Q,R) telle que
. 7

ll

=grad f, il faut et il suffit que g posséde la propriété suivante :

PR) pour tout v € 2(0,;E) & divergence nulle, on a>

S e R

(2.4) | <gi”v1> = 0 ’
Il est banal que g = grad £ entraine (P). Pour établir 1'implication

inverse, nous nous appuierons sur plusieurs lemmes.
&

IEWE 1 (2. b), Si g€ 9'(Q,E) posséde la propriété (P) on a

e 81,0 T €31

- Preuve., Pour ¢ € 92(0,R) on écrit, en notant § le symbole'de Kronecker,
By, P> " By 00> T - By P+ <epd ;D
= BBy b5t By b7

Oor, pour i et j fixés, le champ vectoriel v € 2(0,E) de composantes

Vg =~ Ski ¢,J + 5kJ ¢,1 a comme divergence

R T A TS T L NT L

LEMME 2 (2, b). 8i [ est un pavé ouvert de E et si g € 9'(II,E) vérifie

R ianie e

(2.5), il existe f € 9'(1I,R) tel que g = grad f.

TS G R

La démonstration faite dans’[s] pour g € 2'(R*,R*) s'adapte aisé-

ment au cas d'un pavé ouvert,

LEMME 3 (2. b), Scit ¢y un ouvert de E et soit ¢ un chemin dans g,

B ]

d'origine a, d'extrémité b, Soit p > O strictement inférieur a

dist (supp ¢ , E\w) et soit p 1la boule ouverte centrée & l'origine de E,

de rayon p. Pour tout ¢ € P(E,R) & support contenu dans fBs les produits de

convolution Sa* a, 8b* a (fornctions déduites respectivement de o par les

e ———"
q¢
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translations a et b) et c* a définissent des éléments de 9(w.R). Quelle

que soit f € 2'(w,R) on a

(2;6) <f irci* (x> = <f18a* a> > <f18b* a>

b

Preuve, Comme supp ¢ est un compact contenu dans g, il existe bien p >0

satisfaisant la condition de 1'énoncé., Les fonctions indéfiniment différentia-
bles Sa# a et sb* o ont respectivement leurs supports dans pg+a et f+b,
boules ouvertes contenues dans . Pour la définition de ci* a, €4 est inter-
prété comme un élément de 9'(E,R) (cf. paragraphe 2, a) ; E- désignant 1'ad-
hérence de ﬁ, le support de ci* o est contenu dans supp c + El compact con-
tenu dans . Soit y € 2(E,R), a support contenu dans g, prenant la valeur 1
sur supp ¢ + El Le produit +yf est une distribution sur g, a support compact,
donc prolongeable en une distritution de meme support f € 2*(E,R). Si on note
<“">E la dualité entre 9(E,R) et 9'(E,R) le premier membre de (2.6) peut
s‘écrire, vu (2.3),

e % *
<f,i’ci a>E <f’ci,i a>E

I

— <f,(8a~ 8b)¢ a>E
ce qui est bien égal au second membre de (2.¢).

Dans les démonstrations ultérieures, des artifices tels que le rem-

placement de f par f seront implicites,

LEMME 4 (2. b), Avec les memes notations que dans le lemme précédent, suppo-

sons que le chemin ¢ soit un circuit. Alors, pour tout g € 2(w,E) possédant

la propriété (P) relativement a ¢ on a

* =

Preuve. En effet ci* o a comme divergence ci i* a qui est nul, dfapres

(2.3).

Preuve de la proposition (2., b). Supposons () connexe ; dans le cas général,

le raisonnement ci~dessous serait appliqué a chaque composante connexe de ().



- 5, 11 =

On allege l'écriture en supposant faite une translation telle que 1l'origine O
de E soit dans (. Soit g € 9'(0,E) possédant la propriété (P),
S . o
D'aprés les lemmes { et 2 ci-dessus, il existe une boule ouverte gy

de centre O, d*adhérence contenue dans () et une distribution f° € %'(wo,R)

o

O

telle que grad £° égale la restriction de g a g
A chaque point x de () associons un chemin cx dans (), d'origine

0, d'extrémité x ; on choisit p° > O strictement inférieur a

dist (supp ® + E\ Q), inférieur ou égal d'autre part au rayon de wo ;3 on

note wx la boule ouverte de centre x, de rayon px, Définissons de la maniére

suivante un élément f. de @‘(mx,R) ¢ pour tout ¢ € @(wx,R), la fonction

translatée ¢ ::Sax* ¢ a son support dans wo 3 posons

(2.7) 0> = %> + <g;,c; *a> .

Cela définit bien fx comme distribution sur wx, puisque ¢+ ¢ est une ap-

plication continue de %(wx,R) dans %(wO,R) et que q b Ci* a est une ap-

plication continue de @(wO,R) dans 92(Q,R) (les trois crochets écrits en

(2,7) sont relatifs respectivement aux trois espaces en question),

Montrons que grad £ égale la restriction de g a wx. Puisque

= * 3 i
LY S _ ¢,k , on écrit

.

X X
<f’k,¢> = e« {f ’¢,k>

o X
= &3 ya,k> <gi’ci * a,k>

<f?k’a> e <gi,k,c§ * o> .
Dfaprés le lemme 1, gi,k = 8 1 donc, en invoquant (2.3),
<gi,k”c}i{ o> = <gk,i’c}i{ * a2

- <gk’c}i:i* x>

= <gk,(8x'- 80) * o>

= <gks¢> = <gk,oc> .

Comme gk ::fok sur wo’ par construction, cela donne le résultat attendu.
b
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Il reste maintenant a invoquer le théoréme de recollement des mor-

ceaux [5] pour prouver l'existence de f € 9'(Q,R) dont les £ sont les res-
trictions aux divers wx. On doit établir que, si x et x' sont deux points

T ' a
de (Q et si wxzﬁ W :#;é s les distributions £* et £° ont méme restric-

tion a cette intersection, Cela revient a montrer que, si Yy € wx N wx' et si
f est une boule ouverte de centre 0, telle que y+H3 C wx N wx" les distribu-
tions fx et fx' ont méme restriction a y+B. Autrement dit montrer que,
quelle que soit o € 9(B,R), on a

(2.8) <fx,8y* > = £ 8 o> .

Si on note o un chemin (rectiligne par exemple) dlorigine x et d'extrémité

¥y le lemme 3, appliqué avec g ::wx, a—=x, b=y, donne

x be
¥ > = * - ® .
<f ’Sy a. &F ’Sx a> <gi,0i a>
De méme, en notant o' un chemin d'origine x' et d'extrémité vy
x? ‘

[}
a8 * a> = <EX L8 g% a> = <g a0t > .

Par la définition de f et £  , on a :
X o X
* == *
<t ’SX a> <f ,a> + <gi,ci a>

? 14
CE 84t a> = E0ja> + <gg,cy F 0> .

L'égalité (2,8) résulte alors du lemme 4 appliqué & (O et au circuit

x § xt
c+ o-ot-c .

2. ¢, CARACTERISATION DES g € EO(Q,E) QUI SONT DES GRADIENTS

Tout champ vectoriel continu g ¢ ) > E est la densité par rapport
a la mesure de Lebesgue d'une mesure sur () & valeurs dans E, Cette mesure
constitue un élément de 92'(0,E) qu'il est habituel, par abus de langage, de
confondre avec g lui-méme, Pour tout ¢ € 92(0,E) (ou plus généralement
o
¢ € 2 (Q,E))

(2.9) {g,p> = [ g¢d dv .
0

I1 est bien connu [5] qu'une distribution f € 9'(Q,R) admet cet élément g
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. . . . . & 1" 1t
comme gradient au sens des distributions si et seulement si £ est une

fonction différentiable au sens usuel admettant le champ vectoriel g comme

gradient, La proposition 2, b implique donc :

PROPOSITION (2, c). 8Soit g € QO(Q,E), de composantes g; € QO(Q,R) relative=-

ment & une base orthonormée de E, Pour qufil existe une fonction f € 81(Q,R)

telle que g = grad £ il faut et il suffit que g posséde la propriété sui-

vante ¢

(Po) pour tout v € 9(Q,E) & divergence nulle, on a

Jogividw = 0.

Naturellement la démonstration directe de cette proposition exigerait
moins d'acrobaties que ce qui a été fait au paragraphe précédent, Le point es-

sentiel sera de démontrer que (PO) entraine
(2.10) [ g. dx. = O
o i i

pour tout circuit ¢ dans (). Cela se fait en établissant que, le circuit c¢
étant fixé, le premier membre de (2,10) peut etre approché d'aussi prés qu'on
veut par des intégrales de la forme [ g, vy dw, avec v € 92(Q,E) a divergence
nulle, Le moyen le plus expéditif pouchela semble etre de prendre v = c ¥ q
oi a € 2(E,R) est & valeurs ;2 0, d'intégrale égale a 1, de support suffisam=-
ment voisin de 1l'origine,

Un autre moyen de construire v s'appuie sur la géométrie différen=—-
tielle élémentaire : on observe d‘'abord, grgce a la continuité uniforme de g
sur un voisinage compact du support de c¢; que le premier membre de (2,10)
peut eétre arbitrairement approché par des intégrales relatives a des circuits
?”, sans points multiples, & rayon de courbure minoré. Si I est la courbe sup-
port d'un tel circuit et si B est une boule centrée a 1l'origine de E, de
rayon suffisamment petit, le sous=domaine "tubulaire" T + B de (Q est feuil-

leté par les hyper-plans normaux de T, On constate immédiatement que les
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intersections [ et [I' de deux quelcongues de ces hyperplans avec le domaine
I' +  sont mis en correspondance isométrique par l'application x=> x', ol x
et x' désignent les traces sur [ et [I' d'une méme trajectoire orthogonale
de la famille d'hyperplans. Par suite un champ vectoriel v : T + p > E admet~
tant ces frajectoires orthogonales pour lignes de flux est a divergence nulle
si la norme et le sens de v sont constants sur chaque ligne (conservation du
flux)., On peut évidemment faire qu'un tel champ vectoriel soit indéfiniment-
différentiable, & support dans C + f, de flux total égal & 1 & travers chaque

section normale, On le prolonge avec la valeur zéro hors de C + Be

REMARQUE, On pourrait a ce stade chercher a déduire 2, b, de 2. c. par une

technique de régularisation, c'est=a-dire l'approximation des distributions par

des fonctions, Mais il raut alors établir que 1l'image de 9'(Q,R) par grad
est un sous=-ecpace vectoriel fermé de 92'(0,E) ; or on verra au paragraphe 4, a,
que cette propriéeté de fermeture est banalement équivalente & la propositien

” . » - . . - . - - - . ’
2. b elle-memec, La régularisation semble donc ici un procédé sans utilité,

3s CARACTERISATION DES DISTRIBUTIONS DEFORMATIONS

3, a, DEUX LEMMES

Nous dirons que e € @'(Q,E(@q E) posséde la propriété (P') si,

pour tout s € P((),E @g E), a divergence nulle (i, e. Sij 3 =0) on a
B — e I

y e 1 3 u= %
(3.1 ) .eij’&ij 0

Rappelons que si la distribution e 'est" un champ tensoriel locale-
ment intégrable pour la mesure de Lebesgue dy, le premier membre de (3.1)
s'éurit

(3.2) <€, 985 > = JQ €5 Sij dw .

IEMME 1 (3, a). B8i e € 9'(Q,E @95‘ E) (resp, e € 91 (O,E ®s E)) posséde la

propriété (P'), on a, pour tout v € 9(0,E), & divergence nulle, -
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(8.3) e,. . =e. . v> = 0 .
ij,k ki 7 T

Preuve, L'égalité (8,3) équivaut a

(3.4) e, ,v, >=Xe_ ,v., .> = 0 .
ij’ gk Jk’7 3,1

En introduisant le symbole de Kronecker 8§, on écrit :

<

®15'Y5,%” SCtw® it pa”

& > =

®ik?Vj,i ©mlxn VL,1” -
Comme © /m est symétrique en £ et m, le premier membre de (3.4) s'écrit
finalement

1

2 Cn®18 Vm,ic * Oin Vo T Skm Va1 T ks Vo -

\

Pour i et k fixés, notons Slm le second facteur de ce crochet,

Cela définit un élément s de %(Q,E<®S E) dont la divergence est

Sfm,m %52 Ymkn * Sim Vo, km ~ Skm Veyim T %kl Vm,im

38V w? i * Veki T Ve,ik T Skz(vm,m),i =0 .

IEMME 2 (3, a). Si e € 9'(Q,E @g E) (resp, e € 91(Q,E(8S E) posséde la

propriété (P') et si on note x‘j les composantes de 1'élément générique de

E relativement & la base orthonormée choisie on a, pour tout v € 9(O,E) a

divergence nulle,

- > = .
(3.5) <xj(eij,k + eik,j ekj,i) s Vi (o}
Preuve, L'égalité (3.5) équivaut a
(3.6) <eij’(xjvk),k> + <eik’(xjvk),j> - <ekj’(xjvk),i> = 0

dont le premier membre s'écrit aussi (on rappelle que ¢ est la dimension de

E)

< 1) v, + x‘j vk,k> + <eik’ ) V., + X,V

®157% 3 Vi 33 YT ¥ V5T gt O Vet X Vi
-<eij,vj> + <eik,u T & Xj vk,j> - <eki’vk> - <ekj’xjvk,i

= <o pn18 gy Sy ® Vit X5 Yk, 3" Sk Oy 25 Vi 1

<e£m,v Bli vm + gli xj vm’j- xm vl,i>

>
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Vu la symétrie de elm’ on peut remplacer le second facteur de ce crochet par

son symétrisé

R ii vm+

s s 1 "
en £ et m, c'est-a-dire, au facteur > pres,

® Bpi Vet Ous %5 Vi, gt %mi ¥3 Ve, *n Va1 X4 Vm,i

Pour chaque i, notons Slm cette expression ; cela définit un élément s de

P(Q,E 8% E) dont on calcule comme suit la divergence

s
Am ,m

3. b, PREUVE

Si

+0 .X ., s
v 8,Zivm,m+ o 8mivl,m+ 8,é'iajmvm,j+ 8,Zixjvm,jm+ 8miSjmvl,j 8m1 Jvl,gm
-8 V, .- XV, . =8,V .=~X,v .
mm £,i ‘m L,im “dm m,i "L m,im
O Vit Vet Ve, 5T 0 Ve,iT nVe,in” Ve,

0] -

DE LA PROPOSITION 1, d.

u € 9'(Q;E) et e = def u, on écrit, pour tout s € 9(Q,E @g E),

a divergence nulle

| 1
<eij’sij> = 3 <ui,j’sij> + 2 <uj,i’sij>
= <ui,j’sij>': ~- <ui,sij,j>:: 0 .

1

Calcul semblable pour u € 2 (Q,E) avec l'interprétation correspondante de

<n,o> °

Inversement supposons que e € P'(Q,E @g E) posséde la propriété

(P').

Le lemme 1 (3, a) et la proposition (2, b) entrainent que, pour tout

i et tout Kk,

il existe fik € 2'(Q,R) défini & une constante additive prés

sur chaque composante connexe de (), tel que

(3.7)

Tik,5 = i,k " ki

Cette propriété implique

donc fik+ fki

ki, T %13,k Cgk,it %kj,i” i,k

est une distribution constante sur chaque composante connexe

de (). Profitons des constantes arbitraires dans la construction des fik pour

faire que



3. . = 0 5
(3.8) fik + fkl
Montrons alors qu’il existe u € 9'(Q,E) tel que
Uik = Gkt Tk
ce qui, vu (3,8), entraine effectivement e = def u. On écrit

(3.9) et fik = (xJ.(e.lJ.+ fij)),k - xj(eijyk+ fij,,k)

Le premier terme du second membre fournit bien les composantes de la distribu-
tion tensorielle gradient d'un élément de 9'(Q,E). Il reste a prouver qu'il en
est de méme pour le dernier terme, c'est-a-dire, vu la proposition (2. b), que
pour tout v € 9(Q,E) tel que div v =0, on a

<xj(eij,k+ fij,k) . vk> = 0 .

Cela résulte du lemme 2 (3, a), puisque vu la condition imposée a f en (3, 7),
on a :
®i,k" Tijk T %ij.x" Cik, i Skj.i .
Reprenons maintenant ce raisonnement dans 1l‘'alternative
e € 81(Q?Et®s E). Le lemme 1 (3, a) et la proposition (2, b) impliquent 1l‘exis=
tence des fik € @1(Q,R) vérifiant (3. 7) et (3. 8), Le lemme 2 (3, a) et la
mgme proposition montrent que les eik+ fiki tels qu'ils sont écrits en (3, 9)

fournissent les composantes du champ tensoriel gradient dfun u € 81(Q,E), En

fait comme les € et fik appag}iennent a 61(Q$R); ona uc€ Qz(QyE)@

REMARQUE. La proposition (1., d), dans sa version concernant les distributions,
est tout a4 fait similaire a 1la proposition (2, b) caractérisant les distribu-
tions vectorielles qui sont des gradients de distributions scalaires, Par con-
tre, lorsqu'il s'agit de fonctions, c'est-a-dire de champs vectoriels ou ten~
soriels au sens propre, on aura observé que la démonstration ci-dessus exige

e € 61(Q?E<®s E) tandis que la proposition (2. c) demandait seulement

g € QO(QjE). Si 1l%on part d'un e € EO(Q,E @g E) possédant la propriété (P?),
il existe une distribution u € 9'(Q,E) telle que e = def u . On peut

montrer que cette distribution vectorielle est un champ vectoriel continu
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. 3 ) ad - 3 o » -, - ~ )
mais il n'est pas sur qu'il soit différentiable, c'est-a-dire que e = def u
ait lieu au sens élémentaire., On entre 1la dans les problémes de régularitd

locale qui feront l'objet d'autres rapports de ce Séminaire,

3. c, DEGRE D'INDETERMINATION DE u

On pourrait préciser ce degré d'indétermination en analysant la démons-—

tration précédente ; plus directement ¢

PROPOSITION (3. ¢). Soit u € 9'(Q,E) ; la distribution def u € 92'(Q,E ®s E)

est nulle si et seulement si pour chaque composante connexe de (), il existe des

constantes VEE et FEEAE (i, e, F est un tenseur antisymétrique d'or-

dre 2) tels que la distribution u ait meéme restriction a ladite composante

connexe que le champ vectoriel xk> w(x) de composantes

(3. 10) wk(x) = Vk + ij xj .

Preuve, Il est immédiat que (3, 10) implique def w = O, Inversement supposons

que u € 9¥'(0,E) ait une déformation nulle, c'est-a-dire

(3. 11O

u. .+ u, .
1,J] Js1

La commutativité des dérivations permet d'écrire

Biogk " Yk — ©
REE TS RE
= 0 .

Y,ij " Yk, ji

En ajoutant membre a membre, compte tenu de (3, 11), on obtient :

2 uk,ij = 0
prouvant que la distribution uk i est une constante sur chaque composante
b
connexe @ de () j; soit Fki la valeur de cette constante, égale a - Fik vu

(3, 11). Interprétant la fonction x> Fk' xj comme une distribution sur g,

on a 3¢

(u, - Fk,jxj),i = Ui~ Ty = 0 o



n

- 5, 19 -

Donc la distribution u, = F_ _x. est égale a une constante, soit V

sur la
ki J

ki

composante connexe (.

4, ORTHOGONALITE ET FERMETURE

4, a, SITUATIONS COMPAREES DES SECTIONS 2 ET 3

On peut etre surpris des complications rencontrées a la section 3.
En effet, si on reformule la proposition (2, b) en munissant les g; dfun in-
dice de plus, il vient :

Soit g € 9'(0,E ® E), de composantes 8 5 € 9'(QO,R) relativement a

une base orthonormée de E, Pour qu'il existe u € 9'(Q,E) tel que gij =u

i3

(ce qu'on peut exprimer en disant que la distribution tensorielle g est le

gradient de la distribution vectorielle wu) il faut et il suffit que g posséde

la propriété suivante

®" pour tout s € 9(Q,E ® E) tel que Sij,5 = O on a
L dsaalilchehall il sl . b

(4. 1) <gij’sij> = 0 .

La forme bilinéaire <g,s> écrite au premier membre met les espaces
vectoriels 9'(Q,E ® E) et 9(Q,E ® E) en dualité ; les topologies usuelles
de la théorie des distributions sont compatibles avec cette dualité, Les espaces
vectoriels 9'(Q,E) et 9(Q,E) sont mis en dualité de fagon semblable. L'iden—
tité

<u - ""<uy

o i S P . 2S. .
1,J° 1] 1° 17,3
exprime que les deux applications linéaires grad : 9'(Q,E) > 2'(Q,E @ E) et

- div : 9(Q,E @ E) » 9(Q,E) sont transposées l'une de l'autre. Il en résulte

ban2lement que l'orthogonal dans 9'(Q,E ® E) du noyau de 1l'application =div
est 1'adhérence de 1l'image de 9'(Q,E) par l'application grad., Le point non
banal dans la proposition 2, b (sous la forme, adaptée aux distributions ten-

sorielles, qu'on vient de lui donner) équivaut donc & 1l'assertion que 1l'image
3
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en question est fermée, pour les topologies compatibles avec la dualité, par
exemple la topologie forte de 9'(0,E @ E).

Abordons dans le méme cadre la proposition 1, d., Soit S!' (resp. A')
le sous—espace de 92'(0,E ® E) constitué par les distributions tensorielles
symétriques (resp, antisymétriques) ; P2'(0,E ® E) est somme directe topologi-
que de ces deux sous-espaces, Etant donné e € 2'(0,E ® E), il existe
u€ 9'(Q,E) tel que e = def u si et seulement si e € S (A'+ grad 2°(Q,E)).
Si on note S 1l'ensemble des éléments de ?2(Q0.E ® E) qui prennent leurs va-
leurs dans E®S E;, il est élémentaire que, au sens de la meéme dualité que plus
haut, 1l'orthogonal de S dans 9'(Q,E ® E) est le sous—-espace A', Par suite
l'orthogonal de 5 N ker div est 1'adhérencs de A'+ grad 9*(Q,E). La proposi-
tion 1, d consiste donc dans 1'égalité

S8' N adh (A'+ grad 9'(0,E) = 8' N (A'+ grad 9°'(Q,E)) .
I1 suffit pour cela (on verrait méme que c'est équivalent) que A'+ grad 9'(Q,E)
soit fermé, par exemple pour la topologie forte de 2'(Q,E @ E). Donc, 1la encore,
le noeud de la question est une propriété de fermeture ° nous ne voyons pas le

moyen de 1l'établir par des arguments géndraux d'analyse fonc tionnelle,

4, b, PREDISTRIBUTIONS

Lfauteur doit a P. Casal d'avoir attiré son attention sur la formali=-

sation suivante de 1'idée de multiplicateur de Lagrange :

PROPOSITION (4. b), Soient F, G, H trois espaces vectariels : toutes les

3

fléches ci-dessous sont linéaires ; soient a : F> G et b : F - H. L'inclu-

- .

sion ker b C ker a équivaut a llexistence de ¢ : H = G assurant la factori-
q

sation a =c¢ 4 b,

Preuve, Soit Q = F/ker b et soit ¢ : F-> Q la surjection canonique s il

existe bQ ¢ Q> H, injectif tel que b :ibQ 0 0 « L'application b;i : b(F) » Q

peut Stre prolongée a H entier (de fagon en général non unique) en
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bQ : H=> Q. Si ker b C ker a. deux éléments de F égaux modulo ker b 1le sont
aussi modulo ker a, de sorte qu’il existe une factorisation a :'aQ o o (avec

aQ Q> G non unique si ker a est strictement plus grand que ker b), Il

n'y a qu'a écrire a = a o=a b b o et prendre ¢ = a b_ .
Q° R°Q° "g® == "% %

Inversement la factorisation a =c¢ 5 b implique évidemmen:

ker b C ker a,

2

Il s'agit 14 d'un résultat algébrique ; dans le cas d'espaces vecto-

riels topologiques ou l'on demanderait la continuité des applicaticns concernées,

la principale difficulté serait dfassurer que b‘-1 est continue,

Q

Mais on peut appliquer ce lemme & la démonstration d'un analogue de

la proposition 2. b dans le cadre des prédistributions, éléments du duval algé~-

brique 2*(Q,R) de 9(QO;R), et des prédistributions vectorielles. éléments de
2% (Q,E).

Si f € 9¥(Q;R), 1'élément g = grad f € 9% (Q,E) se définit, comme en
théorie des distributions, par
(4. 2)  vp € D(Q.R) <Bi:¢> = = <E.p ;> .
Pour un tel g on trouve, en notant v un élément de 9(Q.E) 1'implication

divv = 0 => <gigvi> = 0 .

Autrement dit, puisque div : 2(Q,E) = 2(Q.R) et g : 9(Q,E) - R sont des ap-
plications linéaires,
(4. 3) ker div C ker g .

Pour montrer qu'inversement cette inclusion assure 1'exictence de
f e 92x(QR) tel que = grad £ on invoque la proposition ci-dessus avec
F=9(Q;E), G=R, H=9(Q,R); a =g, b = div. Ainsi (4, 3) implique 1'existence
de c¢ : 2(Q,R) * R tel que g = ¢ 4 div, c'est=a-dire que, pour tout
v € 9(0.E), on a

| <gjgvj> = <cgvjﬁj> .

Dfaprés la définition (4. 2) cela équivaut & g = - grad ¢ (prendre v, = ¢ Sj )

bref f =« ¢ répond a la question.,
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La proposition 1, d posséde de meme un analogue algébrique,

On note 9*(Q,E ® E) 1le dual algébrique de 9(0,E ® E) . A la décom—
position 9(0,E ® E) =A@ S (A ensemble des éléments de 2(0,E ® E) 4a valeurs
antisymétriques ; S ensemble des éléments a valeurs symétriques) correspond la
décomposition 9*(0,E ® E) = A* @ S ol A* est 1l'orthogonal de S et S*
1'orthogonal de A ; un élément e de S* a des composantes eij € 922 (Q,R)
vérifiant eij ::eji. Notant sym 1la projection canonique de A% @ S* sur 8%
on définit, comme dans le cas des distributions, l'application def = sym grad.
De méme on note ant 1la projection canonique de A @® S sur A, La propriété a
établir est que, avec s € 9(0,E ® E) et e € S%, 1'implication

ant s =0

(4. 4) = {e,s> = O
div s =0

assure l'existence de u € 2%*(0,E) tel que e = def u. On prend pour b 1'ap-

plication
(ant , div) : 9(Q,E @ E) > 2(Q,E @ E) x 9(Q,E)

et pour a 1'application
e : 2(0,EQE) =R .
L'implication (4, 4) signifie que ker b C ker a ; d'aprés la proposition 4. b

il existe alors

c : 2(0,E ® E) x 92(0,E) > R
tel que a=c¢ 5 b, Un tel c¢ s'écrit (c1,cz) € 2%(Q,E ® E) x 9%(Q,E),
c'est=a-dire que, pour tout s € 9(0;E®E), on a
{e,s> = <c1,ant s> + <c2,div s>
= <ant 01— grad cz 3 SO .
Donc e = ant c1— grad c2 ; buisque e € S* par hypothése, cela entraine

e = = sym grad 02.
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