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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

MONTPELLIER 1974 , Bxposé n® 15

FACTORISATION D'UN PROCESSUS DE RAFLE DISCONTINU
nar

J.J, MOREAU

et e A e e S S

1 , INTRODUCTION

Les notations sont celles des précédents rapports consacrés
au processus de rafle (cf, [2]3 [8]) + 1T est un intervalle de (&,
contenant son origine tn 3 C est une multiapplication de I dans H
{espace hilbertien réel), & valeurs convexes fermées non vides, & rétraction
Fanielaiontnote

i) = ey ALEE 8 to,t) o

Dans la formulation "forte" du processus de rafle

du
e et Bl ()
dt ¢ =

(Y(t, .) : fonction indicatrice de C(t)), on observe aque le second membre
est une partie conique de H ; cela, tout aussi bien que les illustrations
mécaniques du processus, rend intuitive la propriété suivante : la chaline

des positions successives du point raflé u se trouve associce a la chaine

heeu le 10 Décembre 1974,
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des positions successives du convexe mobile € d'une mani&ére indépendante
de 1'horaire de cette succession. C'est ce qui se trouve précisé par la

regle du changement de variable continu croissant (cf. [2]")

Soit ¢ une application surjective croissante (donc continue) de I sur
un intervalle I' ; soit C' : I' — H une multiapnlication & rétraction

finie, possédant comme fonction rétraction il I' ? (Re Alors la multi-

application C' o ¢ est a rétraction finie, avec pour fonction rétraction

g est solution faible du processus

Qe L Uile s Ronc b ont e Iess

de rafle par C' o ¢ si et seulement si elle se factorise sous la forme

Ww=u' oc, ou u' : I'— H désigne une solution faible du processus de

rafiliesnan S E
Cette propriété, de démonstration facile dés gu'on se reporte

3 la définition des solutions faibles d'un processus de rafle comme limites

de fonctions localement en escalier; a joué un rodle essentiel dans notre

stude des solutions fortes ; elle fournit en effet l'artifice suivant, dul

raméne au cas lipschitzien celui d'une multiapplication donnee  C, a

rétraction continue. Dans ce cas, la fonction ¢ t — t+r(t) est continue

A ; ; 2l
strictement croissante, d'ou l'existence de la fonction inverse c .

On constate alors que la multiapplication C' = C © el est 2 ritraction

lipschitzienne de rapport 1, situation dans laquelle nous avons prouve par

ailleurs que toute solution faible u' du processus de rafle est en fait

forte, Cela permet de discuter en quel sens la solution u = el o) e el

processus de rafle par C = C' o ¢ posséde une dérivée du/dt vérifiant

(e rlie) ey

est continue strictement croissante, le

Noter aussi que, ST

méme procédé peut €tre appliqué en prenant C' = C O i



By

] 3 3 . 4 ‘ !
L'objet du présent rapport est de metire en ceuvre une réduction
an cas lipschitzien lorsque la fonetion r - n'est supposée mi contiaye nl
strictement croissante. Une solution (faible) wu : I 2 H du processus

de rafle par C est une fonction a variation bornée, a priori discontlinue ;

un changement de variable convenable réalisera, en quelque sorte, 1°'

ment de ses discontinuites.

La motivation est d!étudier ultérieurement par ce moyen les

Nesures différentielliecs des solutions faibles du processus de rafle et de

préciser en quel sens on peut déclarer que ces mesures veérifient la

Eonannt llomei( i)t

2 . LE GRAPHE G

Dans toute la suite, 1la Mul T aanpiiieadnion eI eSS RS b supposee

donnée. Sa fonction rétraction tH »(t) = ret (S@E to,t) envoie I dans

R, » soit J 1le plus petit intervalle de W, contenant r(I).
possede un ensemble au plus

La fonction faiblement croissante r

dénombrable ‘Bel voints de discontinnité., Soif by asl 1'un d'entre eux
r = = = T it = pt - he de r dans IxJ
saloniefial- R iaal G Tl it e e el Ny it S Le graphe de io! :

rencontre le segment (ti} X J au seul.pointt (Ui ry )iy comvenomns

d'adjoindre a ce graphe la totalité du segment ayant pour extreémités les

point s (Li,ri) et (ti,ri),
Appelons G la réunion du graphe de r et de tous les segments ainsi

L ssociés aux points de discontinuité de T. L'ensemble G est un graphe

@D D

IxJ. Cela se traduit élémentaireent par les propriéteés

monotone maximal dans

{ indépendamment de 1'idee de maximalité, on peut les établir par

suivantes

£.o0o % P tar(t), & compléter lud aussi

examen du graphe de la fonction

ts, ce aqui fournit l'application lioschitzienne p 1Inverse




a gauche de f).
Pour chaque s appartenant a 1l'intervalle I+J de [R la droite
{(t,T) € IXJ : t+7 = s} rencontre G en un point et un seul, gu'on notera

(pls), al(s)).

T A
s | e R SRR
i P e Sl Nl
b T T S TR o e
R S e S el S s C e
O eh) A e e e
|
|
1
1
]
1
. S
to RiESES t
Les deux applications s p(s) et s aéshF S sontistiagbil eneniticnon ssantesy

lipschitziennes de rapport 1, elles fournissent une repr 4sentation para-
métrique de G. ©i on munit IxJ d'une métrique en définissant la distance

delideusx points {thml et (g ) S pan
al(b,7), (87,71 = [v'-t] + |7'-7|
G apparait comme une courbe rectifiable dans cet espace métrique et s

n'est autre que l'abscisse curviligne du point qui lui correspond sur cette

courbe. Par dbus de langage on identifiera ce point aw réel s lul meme ,

Le point (to,o), début de G, est donc identifié au reéel sq = b5 .
Lies “onctions v et a seront ainsi internrdtdes comme des ahmiidations
de G dans I et J respectivement,

Oninotera el appil lieiasbi omae it et e () d el S R e S ERE G



En résumé

(SRRl pille fr =t iid emithithe
(ERERR) (6] OIS s e
§2s0) Jo) s e lal el ot b e -
Syl ti est un point de discontinuité de r, on posera
SR b e g S SR N R
i ! ol il il il 2 el i, A

3. FACTORISATION: PAR £

SO 2E C(to) et soit u la solution faible dun nrocessus de rafle
var  C pour la donnée initiale u(to) =
La régle du changdement de variable continu croissant dcnne

immédiatement

~

LEMME 1., Tatnulta appliticaniio niEnE = S CEORD QE_ G iidems TH iV est A retnacbilion

~

finie. La solution faible v du processus de rafle par D, pour la donnee

initiale a est €gale a u O D.

Notons B la boule unité fermée, centrée & l'origine de H.
Construisons une multiapplication D de G dans H de la
maniére suivante

o1 pls) = b fest uni point defconiamuiitiedeniiny on prend

31 pls) est le point de discontinuite t; de r, avec

& {si,sf]3 on prend

( =% (i ‘ ]
D) Clty) + (sy=s)B .
8i pls) = t,, avec s € ]si,s;]'(intervalle éventuellement
vide ). on prend
+



Observer que
(54 A e il ) et

REMARGQUL ¢ Pour l'application de l'algorithme de rattrarage aax multiappli.

G dans H, on sera amené plus loin & consideérer les

~

catiion D ouw D- de

limites & droite D+(si+) et D+(si+) correspondant & un poini de discon.

tinuite by de r, On aura besoin d'observer que

(8.2) ~ OF sl e D s e (T

En effet, soit (7,) une suite de points de I tendant vers t;

par valeurs strictement supérieures, Puisque f est strictement croissante,

ar 4 N
)= B par valeurs strictement supérieures.

les f(7,) tendent vers f+(ti i

On déduit alors immédiatement (3,2) de ce que
) D(f(Tn)) = D(f(Tn)) = C(Tn) .

De la méme maniére, si t est un point de continuité de r

3 droite, on a

(8,83) D) D CECt ) = et s

LEMME 2 : La multiapplication D admet pour forpcetion rétraction s& afs)

'

(lipschitzienne de rapport 1).

Démonstration., &tablissons d'abord que, pour tout couple d'élément s et s’

del @ tels gue s < s, on &

(3,4) cpiE)y s Sealab ) = ewlE) o
ler cas : s et s' appartiennent a f(I), c'est & dire qu'il existe t et L
GlEsaE ol Ewee s S wly el eee s e s gt = @llw) g edloms

sy, mile ) Srallu), Gl S wluil o olls)

asionEEs (PSR el e b= d el (oREo)Es
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2éme cas : s'!' € f(I) et il existe t;, point de discontinuité de r tel que

s € [si‘,si[. Alors

e(D(s), D(s')) € e(D(s),Dls;)) + e(D(sy), D(s')).

Comme s; € f(I) le dernier terme est majoré par dal(s') - als;) ;

par ailleurs

3ame cas : s' € F(I) et s € lsi,sj+]'.

S e el ti lamm e w@k e Rl o= st eloare

SUDlst DU = elCrt ), el B <l

SRt e (o) et (s )i d(si

4eme cas SR (BT ERRe s S e [si“,si[. La définition de D(s') fait que,

sy

pour tout x dans H,"

dlErnan) s Siimax (ORdISERE T ) et (et
Donc, en prenant le sup pour X danst  DilshE ==CEtR)
(Dl s e<aiinazs {055 stp < s(d (@1 e (Si“s'))}
et )
< a0, elgeelt T S E e R
Qrimie o as L gifsionierg(is! ) el

elC(t),Clts)) £ v(ty) ~ vlb) = als;) - al(s)

Seéme cas : s € f(I) et s' € Js;, Si+l. Calcul semblable au précedent, en

B e

remplagant C(t;) par C+(ti)5



B6éme cas : s et s' appartiennent l'un et 1l'autre a [s-”,s,[ ou a

+ - . z
]”i’ B4 ] : alors (8.4) est banalement une Sgalité.
Tout autre cas se raméne aux précédents en introduisant un point

intermédiaire entre s et s' et en invoquant 1'inégalité triangulaire pour

1'écart €.
Ayant #tabli (8.4), on conclut que la multiapplication D est a

rétraction finie lipschitzienne et que pour tout s# dans G
(%555) ret (D ; Sg» s#) < q(s#) .

Il reste & prouver l'inégalité inverse., Supposons d'abord

s e £(1) ; 11 existe t¥ e I tel que s = g£(+¥) . soit € > 0 ; il -existe

une suite finie

% o
tg = Tg § T1 SHGtE Sl t,
telle que
4 n
ret(C ; ty,t*) - '€ < k§1 ez ) o Gl 2
cilestididire, v ((8.1) et eni posant oy = f(Tk) 5

n
# £ S o
GRS s allelle il B

Comme les o, forment une suite croissante dans [so,sﬂl le second membre

est majoré par ret (D ; so,s#) : cela prouve l'égalité en (3.5), puisque &

peut étre pris arbitrairement petit.

X

Enfin si s# n'appartient pas a f(I), il appartient soit a un

intervalle ]si, si+]3 soit & un intervalle [si",si[ s Dans e prenicricas,

pour tout s € ]si, s?]:, la définition de D donne bamalement

ek D e e s s = e ) = dls)

et, comme D est a rétraction continue, A R s i e S S I G SRS
vers . S,

e A Sl,sl) 7 Q(S#) ~ Q(Sl) 5



or ©. € f(I) ce qui ramene au cas précédent par addition. Dans le dernier

cas la définition de D  donne

sneic i EDR ST s?) = q(s#) - alss =) .

On peut trouver par ailleurs une suite (Uj) de points de £(I) btendant

vieheE g

e (D) 5 S Uj

d'on; par continuité

iy (D) 3§ S Sim) = Q(Sl)
<& qui donmne encore le reésultat attendu, par addition.

Ces lemmes étant établis, voici la conclusion

PROPOSITION. La solution faible u du processus de rafille: par: @ Spounsia

donnée initiale: a estidcalers v o fysouls v TG RaH désigne la solution

faible du processus de rafle par D pour cette méme donnée initiale.

En effet, comme p o f = identite, cela revient & montrer gue

MO OF s SvpI EEE C Ele St dire que u o p et v ont meéme restriction au

11t

sous—ensemble f(I) de @G. Or u op =% est, dlapres le lemme 1, la solution

faible du processus de rafle correspondant & la multiapplication D G ol De

Soit s# G i) G et (&2 ok T epies . e définition des solutions

faibles des processus de rafle, il existe une partubioniiinie sl de

1'intervalle [SO, s#y en sous-intervalles telle que, si v, et Qu deésidgnent
les fonctions en escalier construites sur cette partition par 1l'algorithme

de rattrapage, & partir de la méme donnée initiale a, pour les multiappli-

o Disell S G i ade

A~
cations respectives D et D, on a vp 5 vl D

partout dans [so, s#k . et cela sera vrali encore si on remplace P par

toute partition plus fine.
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Parmi les intervalles [si“, si+l associés aux éventuelles

discontinuités de r il en existe au plus un nombre fini n qui contiennent

des origines d'intervalles de P, Pour alléger 1'écriture, supposons que
ces intervalles correspondent aux valeurs 1,2,...,n de 1'indice i et que
cette indexation s'accorde avec leur succession dans [so, s¢}.

On obtient aussi une partition de l'intervalle [so, s#] de la forme

[SO, Slw[, [Sl—‘y Sl[, [Sl, Sl+}'; ]‘Sl—"; 52_[ 5 so0e

o [Sim, Si[’ [Si, Si+]'y ]'Si+; si'i‘l——[ “oe ]'Sn+; s#]A

(avec des variantes évidentes dans les éventualités Sg = Sl et S & s# JEs

Remplagons maintenant P par la partition finie plus fine formée par les
intersections des intervalles ci-dessus avec ceux qui constituaient P.
Avec cette nouvelle signification de P, toute origine d'un intervalle de

notons_la o, qui se trouverait appartenir a un intervalle de la forme

]si+, Si41” [ est nécessairement 1'image par f d'un point de continuité
gl

de r. Donc Dlag) = ﬁ(o) et aussi DY(o) = ﬁ op) R BN En e elgui

4 5l .
concerne les membres de P contenus dans ]si » Si41 [ l'algorithme de

rattrapage consiste donc en une suite de projections sur les memes ensembles

~

convexes fermés, qu'il s'agisse d'appliquer cet algorithme a D ou 2 B

On en conclut

(8.6) |wpr (e =) =9p7(e, ) S vp (547

Etudions maintenant 1'algorithme de rattrapage sur [s

~

Comme la multiapplication D conserve la valeur constante D(si

1'intervalle [s

Par ailleurs

—') » D(S) th (Sl - Si..) B)

)  sur tout

P,



et la propriété de transitivité des projections sur une suibte décroissante

d'ensembles convexes fermés "vparalléled fait que, finalement

VplSy o= projivips (s;7), D(s;))
Donc
Gen) vile asnie el i 1 o [0 ]
Enfin il a été vu enm (8.2) aue D'(s;¥) = D'(s;") = ctty) ;

done 1l'algorithhe de rattrapage sur [Si’ si+] fournit,

e ) e e sl P el )

et , toujours en vertu de la transitivité des projections sur une sulte

décroissante de convexes fermés paralleles,

VP+(Si+) = proj (vpls;) » C+(tl))
Donc
e IVP+(si+) - @P'(si+)|'5 va(si) 2 ﬁp(si)l .
Comme vp(so) = ﬁp(so) = a , les inégaliteés telles que (8.6),
: ,
(8.7), (3.8) donnent, de proche en proche, vp = ¥p partout dans Lso,s%P.

Pap 'suite lvmﬁf <HIoIE quel que soit & , ce qui démontre la proposition,

48 S TA GOSN ONMEA S

Si u est une solution faible du processus de rafle par C,
on Salt que
(4.1) L s =St e ) e (e e (Y

L'application croissante r ¢ T = J mn'est pas en general

injective., L'image réciproque par r d'un point de J est a priori un
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intervalle, mais (4,1) montre que u est constante sur cet intervalle ; il
existe done W : J = H assurant la factorisationu= w o r . L'objet de ce
paragraphe est de montrer qu'on peut obtenir w comme solution faible

d'un processus de rafle par un convexe E & rétraction lipschitzienne

dans J. Toutefois on n'aura pas C = E o r.

Pour tout s* € @, l'ensemble des s € G tels que als) = als
eést un intervalle fermé de G, donc contenant son origine iaduelle sera
notee 7(5*) ; pbosons
(4.2) DX(s*) = D(y(s*))
et établissons
LEMME 1 : La multiapplication D* de G dans H a méme rétraction que D

St Loubiiinbemvialiie S les solutions faibles du processus de rafle sont

P *
les mémes pour D" et pour D,

En effet la définition des rétractions sur 1l'intervalle [so,s]

invoque des subdivisions finies de cet intervalle, soit
g s < = .
5 sg ere) <o < 4. o S

n

On pose R(D,S)

!
nMB

al
et définition semblable pour K(D*, S). L'ensemble CP des subdivisions
finies de [30,5]5 ordonné par 1'inclusion est filtrant & droite et les
fonctions S ™ R(D,S), S+ R(D*, S) sont croissantes ; on devra prendre
leurs "sup" ou limites selon l'ordonné filtrant en question.
A partir de toute subdivision telle que S on peut en construire
une autre plus fine, notons-la €', en intercalant dans 8, pour tout O

gui se btrouverait appartenir a un intervalle non nul de constance de 4,

L origine et la fin dudit intervalle (si tant est que cet intervalle posséde
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bien une fin dans [so,s]). L'ensemble cF' des S' obtenus de cette

fagon est cofinal dans GP .

Choisissons € > 0 ; il existe S € f ' tel que

oy
e

0 S ret (D SO,S) L EDSR) S

Pour la construction de R(D,S), on note que ceux des o3 1 Qui se trouvent

re les fins d'intervalles non nuls de constance de @ sont en nombre

fini m > O et c'est seulement pour les valeurs correspondantes et i tatie

e(Dlo; 1), Dlo;)) peut différer de e(D

Dans chacun des intervalles }Ujml,Ui[ correspondant 3 ces valeurs de 1

o
)

vu

et

peut trouver o', n'appartenant pas a4 un intervalle non nul de constance

qa et arbitrairement voisin de T3 10 donc tel que

que D est & rétraction continue. kn outre

o')) = e(Dlyloy 1), Dlo'))
|)) 3 D(O’l__l)) = (“'leTll)n (Rt )

le premier terme du dernier membre est nul. Donc, si on appelle &" la

subdivision obtenu en intercalant dans S les m points O en question,

on

pPOs

des

f oy

L b

a
O = R yEIe e ) 68

Comme € peut 8tre pris arbitrairement petit, on conclut que o)
sede sur [SO,S]' une rétraction finie égale a vet (D ; So,s).
Les solutions faibles de processus de rafle sont, par définition,
limites de fonction localement en escalier. De fagon précise, si P
une partition localement finie de G en intervalles sur chacun desquels

rétraction de D ou D% (c'est & dire l'oscillation de la fonction



-~ 15,14 -

numérique q) est moindre qu'un certain a > O 1les fonctions localement en

: 2.3 . * . . . . . b on A
2scalier Yp et Vp associées a cette partition et & la valeur initiale a

var 1'"algorithme de rattrapage"”, approchent resvectivement les solutions

faibles v et v¥ des processnus de rafle rar D et D¥ avec une erreur

michiREiReNclnes 2 {a q(t) . Construisons P comme image récinroque pair Qq

dfune nartition de J en intervalles de la forme [Ja, ( 3ard 3} al, j € N

Comme q est continue croissante, ces images réciproques sont des interval

les contenant leurs origines

; et si une telle origine, soit sj, appartient

&2 wun intervalle non nul de constance de q,

on a visiblement y(sj) = sj,

deonc D*(s].) = D(s;).

Cela montre que les multiapplications localement

&n escalier Dp et D§ sont égales, diou Vp = v; . Cela aussi petit que

30it a, donc v = v¥ , ce qui acheéeve la démonstration du lemme,

Définissons maintenant une multiapplication & de J dans H

pour tout 7 € J, on prend pour k(7) la valeur de D au début de

1 '"intervalle q-l(T). Antrement dit E est la multiapplication fournissant

La factorisation
(4.3) D B
Alors

LEMME 2 La multiapplication E est a rétraction finie, avec

VY7edJ : ret (E; 0,7) = 7

o1 w est la solution faible du vrocessus de rafle par & ©pour la donné®

initiale a, oma Vv = w o Q .

En effet, soit 7 £ 7' dans J ; soient o et o' 1les débuts

des intervalles q“l(T) et q“l(T') ; puisque aq est fonction rétraction

de DU, on a

E et otalr " ) = celwle) , Sole” P allep’Sh = Qe s 7l < 7



L) sy <

On en tire que la reétraction de E surtout sous-intervalle de J est majorée
par la longueur de cet intervalle. Mais alors la théorie du changement de

variable continu croissant s'applique & (4.3) ; de la sorte, si on note

L Lla fonetion | @i ret (& g

SO BEED 01 AT 1a. fonection rétraction nulle en
Sop est p o q. Bref p o g =g et comme q est surjective, cela montre
que p est l'identité. De méme la théorie du changement de variable continu

: * A , £ 3 :
croissant donne Vv° = w o g et cela achéve d'établir le lemme, puisque v = V¥

On a alors

PROPOSITION, La solution u du processus de rafle par C pour la donnée

initiale u(to):a est égale & W o r.
On a vu en effet au paragraphe 38 que u = v o f ; donc

W =R WA ORGSR G O B = T

REMAROUE. Vu (2.2), (4.2), (4.3) on a

W gl SShesl GloH ELSinY Gy sl of/ac A,

Il peut étre utile d'avoir une interprétation plus directe de l'ensemble

E(r(t)). Pour chaque t € I, 1l'ensemble
Lilt s iaue i Pl =nlti}

est un intervalle non vide.

Si cet internvalle est réduit 3 un point on a évidemment Y(f(t)) = £(t)

done L(r(t)) = €(t). Suvposons maintenant que L(t) soit un intervalle non
nul et notons O(t) son origine. Si &6(t) € L(t), c'est que la fonction r
est continue a droite au point 0o(t) ; alors, méme si ol(CEIE Tests Un . podnt

de discontinuité ti de ‘v, Ll'intervaille lsi, R ]‘ corresvondant est vide,



GRS =D

i)

d’on YL(6) )= 8 donc

1
ce point est un point de discontinuuté t;

AR R

i donc dans ce cas

vide et
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