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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

MONTPELLIER 1974 Hxposé n° 9

COMPLEMENTS SUR LES MULTIAPPLICATIONS
A RETRACTION FINIL

DiciT

J.J. MOREAU

e —

1 . INTRODUCTION

La théorie de la rétraction d'une multiapplication définie sur
un intervalle de (R, & valeurs dans un espace métrique (E,d), a été présentée,
avec ses motivations dans un précédent rapport de ce Séminaire (MOREAU [1]
référence désignée dans la suite par l'abréviation EM). Nous en reprenons
ies notations.

L'objectif principal était d'obtenir, pour les multiapplications

& rétraction finle, une propriété d'approximation par des multiapplications

localement en escalier ; de cette propriété d'approximation on tirait un

théoréme de sélection et un théoréme d'existence pour un probléme d'évolu-

tion formulée dans un espace hilbertien réel.

Aprés diverses considérations générales, des résultats substantiels

ne pouvaient etre obtenus qu'en introduisant 1'une ou 1l'autre de deux hypo-

théeses mettant en relief certaines compacités,

—
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HYPOTHESL Hy : L'espace métrique E est tel que 1 bou}e”

compactes.

Un tel espace est évidemment complet et localement compact

exemple usuel : R" (qui rentre aussi bien d'ailleurs dans le cas suivant).

HYPOTHESE H; ¢ L'espace E est l'espace de Banach dual d'un Sl e

= D e————

X et les valeurs de la multiapplication A sont fermées pour la

C'est dans ce dernier cas la compacité faible des

quil joue le role crucial

; exemple usuel : espace de Banach réflexif, en
particuller espace hilbertien.

Il est naturel d'examiner si des résultats analogues ne peuvent
pas €tre obtenus en reportant l'hypothése de compacité sur les valeurs de

ta multiapplication A elle-méme, La section 2 du présent rapport reprend

donc la théorie des approximantes localement en escalier en supposant

HYPOTHESE Hg i L'espace E est complet les valeurs de la multi

cation A sont compactes,

On en tire un théoreme de seélection pour les multiapplications

a rédtraction f¥nie, & valeurs comnactes

dans un espace métrigue quelconqgue.
La mise en oeuvre du théoreme de Tychonoff pour établir c
théoréme de sélection est assez différente de ce qui étalt fait dans le

rapport précédent,

L'idée directrice sera de remplacer les fonctions sur I par des

fonctions définies sur un ensemble de "dermes” ou "débuts”" de sous-intervalles

Il paraitrait naturel pour faire pendant & l'hypothése H, d'examiner
2
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HYPOTHESE Hy ¢ L'espace E est un espace de Banach et les valeurs de

la multiapplication A sont faiblement compactes

En fait on montre au § 2.e que cette hypothése ne meérite pas un
traitement autonome : elle se raméne a 1'hypothése Ho par immersion dans
e bidualdel S,

Tout ce qui précéde fait jouer un rdle fondamental & la notion

de limite d'une multiapplication & rétraction finie a droite d'un point.

Les limites & gauche, n'ayant pas d'utilisation immédiate,n'avaient été
Y P

étudiées que sommairement dans RM, Elles font Itiobjetitde  lal'secbion 3 du
present rapport. On montre d'abord que, si A est a rétraction bornée sur
Lbo,tl[ onie

L imesim R BSES =E T it s upi A :

cette valeur commune (éventuellement vide) est notée AT (Cave

Des oropriétés assez analogues a celles des limites a droite sont
€tablies. Les résultats substantiels ne reposent pas sur des considérations
de compacité, mais seulement sur 1'hypothese additionnelle que E soit
complet ; dans cette hypothese, on trouve en particulier que A7 (tq) est

non vide dés due A est & rétraction bornde sur t1[, a'valeurs non vides,

L T’o 9

La section 4 établit des liens entre les notions de rétraction,

d'expansion et de variation d'une multiapplication (cette derniere notion

étant entendue au sens de la distance de Hausdorff). On montre comment la

connaissance des deux fonctions rétraction indéfinie et expansion indéfinie

de la multiapplication A permet de déterminer celle de la fonction

variation indéfinie de A,




2 . MULTIAPPLICATIONS A VALEURS COMPACTES ET THEOREME

DE SELECTION

2vas Limite & droite

cComp

PROPOSITION, On suppose que 1'espace métrigue (V)

la multiapplication A est lon bornée sur 1l'intervalle atvey, s

2 précompactes non Alors 1'ensemble limite a dro1fi Aty )
compact non vide et, pour toute partie B de k, on a
o : i 2 F
) Fim elfB, AltL) ) = el(B, A (g ) e
L¢Ll
Alt))
et aue le dernier terme a pour limite zéro, d'aprés RM, lemme 5.c¢ ; donc

(R.2) lim.sup e(B, A(t)) < el B, A (tq))
IR

{inégalité banale si A

Considérons d'autre part une suite infinie décroissante (7_)

d'éleéments de I “y 19 |

‘pJ‘ tendant vers 1. et montrons que l'ensemble
2 1 4 i

N

adh U a(r)
new L

Comme FH est coemplet, il suffit de montrer que la rdunion des

AU précompacte, elested _dire que, pour tout € > 0, cette r

peut e€tre recouverte par une famille finie de boulés de rayon £ . De fait,

xiste m & W tel gque r(7.) . ot (1

i SR Gifersl e rNE ot S e

1
[aviitazl

L aypothese, on peult recouvrir A(7. ) par une famille finie de

£ . ¢

5 «  Pour tout x e AlT Azl S on e dilE TRl e

LY OI




donec x est contenu dans une des boules de rayon £ concentrigues auXprécé-
dentes ; ainsi est recouverte la réunion des Al e SniE e aild etirs
Les A(Tn), n < m, sont une famille finie d'ensembles précompacts de sorte
que leur réunion est couverte aussi par une famille finie de boules de
neyvon BE .

Comme tout point de AQ’tI) est limite d'une sélection de A,

cet ensemble est une partie (fermée) de K, donc est compact. Il est d'aillecurs

non vide : par exemple en choisissant un x, dans chaque A(7,) on obtient
une suite de points de K 3 toute valeur d'adhérence de cette suite appartient
&) lim,sup A(t) = A+(t1) .

b tl

Enfin, soit b un point de E ; établissons 1'inégalité

(2.3) lim.inf d(b, A(t) > d(b, AT(t))
By J

Comme A°(t; ) est non vide, (2.2) montre que le premier membre est majoré.

Soit o € R strictement supérieur i ce premier membre, c'est-a-dire

VO € Iy, t5] Tt e Dby, 6], Tx(t) € Alt) : p > dlb, x(t)).
Il existe alors une suite infinie décroissante (T,) d'éléments de }tl.tg]
tendant vers tl et une suite (xn) d'éléments de E tels que X, € A(Tn7(}ﬁ:

en appelant L la boule fermée de centre b, de rayon p. Avec la méme nota-

tion que plus haut, la suite (xn} prend ses valeurs dans 1'ensemble compact

KNB ., elle posséde donc une valeur d'adhérence, soit x, dans cet ensemble

i "
comme X € A (t13 on-a. o 2 dib, A{(tl)) et cela prouve (253,
En passant au "sup"”, pour b € B, (2.3) entratne
lim.inf e(B, A(t)) > e(B, A" (tq))

ot

b

Fat

i <ol

ar rapprochement avec (2.2), cela établit =il s




S BaE

De la proposition précédente, on tire, en rapprochant de RM,

Proposition 5.d

COROLLAIRE. 8i E est complet et si A est a rétraction finie sur [t‘,tn];

-

ompact,

a valeurs précompactes, avec A(tq) # ¢, l'ensemble A (t,)

non vide et 1'on a

(2.4) ©"(t1) - r(ty) = lim elAlty), Alt)) = e(A(tq), A (b))

) Aol Approximantes localement en escalier

On reprend les notions présentées dans RM, Sectilion 6,

On considére toujours un intervalle I de R, contenant son origine
ty, non nécessairement fermé ni borné. On note @)(I) l'ensemble des parti-
tions de I en sous-intervalles de forme quelconque (certains d'entre eux

éventuellement réduits a des points) partitions qui soient localement finies:

Un élément P de GP(I) est donc une suite finie ou non
dintervalles

Ei

indexés conformément a leur succession dans R ; on note t; 1l'origine de

Ly, appartenant ou non & cet intervalle (évidemment 1'origine de Io est

aussi l'origine de I, déja notée tg s et elle appartient & Igl.

Pour P et P' dans @%I), on écrit P:ﬁ P' si P' est plus

fine que P (ou est un raffinement de P), c'est-a-dire si tout intervalle de
oz ] G b Y
P" est contenu dans un intervalle de P : ainsi est défini sur 3°(I) un

ordre filtrant a droite.

51 A est une multiapplication &4 rétraction finie (ou plus
généralement, possédant une limite & droite en tout point) de 1 dans E, on

noLe AP la multiapplication localement en escalier qui prend sur chaque
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intervalle Ii de P 1la valeur constante déterminée comme suit

L I T et e

Par les mémes raisonnements que dans RM, ¢ 6.c 1'égalité (2.4)

ci-dessus permet d'établi

o
)

PROPOSITION. On suppose que l'espace (E,d) est complet, que la multiappli-

cation A est a rétraction finie sur I, a valeurs precompactes, avec

Altg) # ¢ . Soit P e ®P(1) une partition sur chaque intervalle de laquelle

} vscillation de la fonction r (rétraction de A) est < €. Alors la multi -

application Ap est & valeurs précompactes non vides et vérifie
(€2 heaton) B 8 T e(A.P(t), BieD R
(2.8 Vg, tle1 : ‘pet (4,5 s,t) S ret (4 s,t) + &
(E2PR78) 4 e N BEEbR (FATNG to,t) £ ret (4 ; tgs t) .
12)

Rappelons que, pour obtenir P 6‘?(1) satisfaisant a l'hypothese,
11 suffit de prendre les images réciproques par r des membres d'une parti-
tion localement finie de [R en sous-intervalles de longueur < E ., Evidemment

tout raffinement de P satisfait eéncore la méme condition.

2.c. L'ensemble des débuts.

Introduisons maintenant un langage utile pour la suite,

On dira que deux Sous-~intervalles non vides J et J' de I ont
méme début s'ils ont méme origine et, tous les deux, soit cont iennent soit

excluent cette origine, 11 s'agit visiblement 12 d'une relation d'équivalence

dans 1'ensemble des sous—intervalles de I : 1l'ensemble quotient correspondant




‘appelera ensemble des débuts assoc

dlément b de D(I) correspond, non
origine de tout intervalle J repré
On dira gque t est %lgfigifgmde b
est le début de .J.

On munit D(I) d'une re
deux €léments de cet ensemble, on éc
desdabut s b contenu Jdans un interv

d

S

é¢léments de I, les origines respect

gguivaut a TS T ed e il
‘aébut fermé",
Soit f wune application

et possédant,en chaque point 1 de

i !

a et noté D(I). A chaque

e

injectivement, 1 lément b de T,
sentant la classe d'équivalence b

: et, naturellement, on dira que Db
lation d'ordre total b et h' désignant
il EaHR S S e disipe Suns i nive Tvia e
alle de début b. Soient bt et L',

ives de b et b’ latne latilon b st
et b = b 1'élément b est un

2

(resp, multiapplication) définie sur I

y o o o ;
une limite a droite notée f [t

On construit une extension £ de f a D(I) en posant, pour tout b € D(I),
ditor 1 ouine SN
fl(t) si b est un "début fermé
il
b est un "début ouvert" .
Sl Day exemple, f est une fonction numérique croissante
(au sens large) pour l'ordre de I, l'extension f est croissante (au sens
large) pour 1l'ordre de D(I).
PROPOSITION. On suppose que L complet et que A est a rétraction
I a valeurs compactes, Alors pour b et b’ TN (el
l17implication
(2.8) Jor & o = e(Alb), Al(b')) rlb') (b))
Boient t et t' les origines respectives de b et b

sont des debuts

fermés,

réduit & une propriété banale

e
o e




s tet'). Si b est ouvert et b fermé, on a quel que soit

’

Lorsque T ¢ t le premier terme du dernier membre tend vers zéro (cf. RM,
proposition 5.c) et r(7) tend vers »T(t) = }(b)p d'ou encore (2.8). C'est
seulement lorsque b' est ouvert que la compacité des valeurs de A et

L 'hypothése que E est complet entrent en et ansic elclashii s ot NN
début fermé de méme origine +' que b’ Aol ey e S o

~
{

e(A(b), A(D')) £ e(Alb), A(b")) + e(A(b"), Al(b'))

Le premier terme du second membre rentre dans les cas qu'on vient d'examiner,
donc est majoré par r(b") - ?Kb)’ tandis que, d'aprés (2.4) le dernier

terme est égal a

e(Alt'), AT(t')) = £*(t") — r(t') = p(b') - p(b")
ce qul achéve la démonstration.
REMARQUE, L'ensemble D(I) pourrait aussi &tre présentée d'une autre

maniére, susceptible de généralisations utiles : un €lément b de D(I)

consiste en un élément t de I, affecté d'une virtualité choisie parmi deux

possibles : la virtualité "début fermé" et la wvirtualité "début ouvert'.

Notant V 1'ensemble de ces deux wirtualii sl Sonaas donels DT ) L=l XVE On

ordonne V en posant que la virtualité "début fermée' est plus petite que 1la

virtualité “"début ouvert” - l'ordre de D(I) est alors le produit lexicogra-

phique des ordres de I et de V.

On peut appliquer la méme idée, par exemple, a 1'étude des
applications de R dans un eéspace topologigue &, soit . f qu i

possédent, outre leur valeur 24 (85 /) e



chaque

notées

Ty

tellllle

muni de 1'ordre produit lexicogravphi

de

L d,

5010

valeurs compactes, i

rsque

sSens

Théoréme

f

5

point

trois

fonction £

R

larcen)l ANie

--(tl)

t € JR, une valeur limite a gauche et une

et £ (t). On considérera alors un

virtualités nommées "gauche", "actuelle' et

(R 7 E engendre de facon naturelle
R pour tout b = (t,v) appartenant a cet

gauche

actuelle

T I R droite y

par exemple, E =R et que f est une fonction

fonction f croissante

(¢
n
=

que.

de sélection

i )

SITION,

Soit I un intervalle de R

valeur

ensemble

(au sens large)

contenant son

Limitve “andraitel,
totalement ordon:
"droite". Une
exvension

une

ensemble produit,

numérigque croissante

\—l:(, x V

sur

origine to

une multiapplication de I dans

l'espace

métrique E , &

rétraction finie., Alors, pour tout

existe

une

sélection

u F ] telle gue ult

PO

T

tout

sous-intervalle

de A

ety

on ait

Démonstration,

var(u SIEt IR e Tt S (A

SRS

Le plongement de E dans son complété

on peut faire la démonstration en supposant &

ol ey 1
SR WY (53 w L

L"énoncé est sans

objed si Af 't‘(j N egt wide
dtiotl SALE)NE @f Spourl bout it e T

D'aprés le paragraphe 2.b, pour tout entier

telle que

B R EE RGS
A Chal ) 1

e o/

comnlet

Uy e A

u~ et telle

0 que,

étant une isométrie,

: on suppose donce
n > 0 1Ll existe une




fenady - Yils,tlee 1« retiA : s,t) £ ret(A

7

P(n) - 1)
Utilisant le fait que 1l'ordre de Q?(L) est filtrant & droite, on peut
obtenir que la suite des partitions P(n) soit croissante. Alors si
b € D(I) est, au sens du paragraphe précédent, le début ‘d'un des intervalle
constituant la partition P(nol, cet élément b est aussi pour tout =n =
le début d'un des intervalles de P(n), Notons B CD(I) 1'ensemble des
débuts de tous les intervalles des P(n), n € N* : chaque b € B figure zussi
comme début d'intervalle pour tous les P(n) & partir d'un certain rang.
Pour chaque n € NMF construisons une fonction localement en

zaliler un, prenant sur chaque intervalle de P(n) une valeur constante

déterminée par la récurrence suivante © on note Ig 5 I? e taty I? ol ole les

intervalles comstituant P(n), ordonnés conformément & leur succession dans .

On prend u®™(If) = uy puis, de proche en proche, u?(1¥,4) est choisi dans
A (T 1) de maniére gue
T e
sy et PR s e ) ol gl S e n
(2.12) d(u™(I{), uR(1¥,71)) = d(u Gl AP( )<I1+1))
Un tel choix est possible parce que les valeurs des A sont compactes
(n)

non vides en vertu de la Proposition 2ol

A partir de u® on définit comme suit une fonction v® sur
lL'ensemble B : si b e B est le début d'un des intervalles de P(n), on
prend pour v@(b) la valeur de u® sur cet intervalle ; sinon, on prend
pour v%(b) wun élément arbitraire de 1'ensemble K(b) (selon la notation
posée au paragraphe precédent, K represente 1l'extension de A & l'ensemble
des débuts), Bref vI' est une sélection de X et s siiib S ShbIEE s anhs les |
débuts de deux intervalles consécutifs de P(n), il résulte de (2.8) et de

(B2 REo0) que

S, wRIBE ) = divB b, At )



Par addition on trouve que cette méme inégaliteé

A~

(2.28)  d{vB(b), vP(b')) £ r(b') - 2(b)
est vrale encore si b < b' sont les débuts de deux intervalles quelconques
de S RIEni

Toute sélection de A vpeut s'interpréter comme un élément de

L "espace produit

I A
b € R

Leguel, muni de la topologic produit, est compact, dfaprés Tychonoff., Pour

e

et te topologie produit, la suite (vD) posséde donc au moins une valeur

adhérence, soit v, Montrons que v : B @ E est une fonction telle due
(2.14) b<b' = dlvib), vib')) £ p(b'] - #(b)

. 4 A0 a0 ] & i B o A
; pulsque Vv est valeur d'adhérence des v, il existe n € N

el cet n peut &tre pris assexy grand pour gque b et b', supposés

fixés,

solent les débuts d'intervalles de Ritnl)s W ((2L180F ton obtient done

dilsv(@brl S (Fh N < ;-(bi) - r(b) + &

d'on (2,14) puisque & peut €tre choisi arbitrairement.

A partir de v on construit maintenant la fonction : - T

o]
23]

aptendue, Soit t € I ; soit bn € B le début de l'intervalle de P{(n) conte-

nant t., D'apreés la construction de P(n). l'oscillation de B sur ecetb inters

valle est < 1 i LG
n
>, 15) 0 2 olt) - wib.) < .




En rapprochant de (2.14), on conclut que la suite des vib,) est de Cauchy

‘

dans B S0t aiSh SN siaiil miitie

Montrons que wul(t) € A(t). Comme v(bn) € A(bn) on a,tvu (2016
done ™ s uar ltasiliamite S d (ulFol T AL 0

Enfin pour éc¢ablir (2.9), il suffit de prouver que, pour tout
sous-intervalle compact [t;t‘]‘d@ I, on a

RO S ) R S R )

Avec la méme définition de bn que ci-dessus et en notant par ailleurs b’n

début de l'intervalle de P(n) contenant t' (évidemment b_ < b

1) n
puisque t £ t'), on applique (2.183)
- X i b
d(v (bn), Vn(b’n)) S D e r(bn) s
Pour n =+ ® le premier membre tend vers d(ul(t), u(t')), d'aprés la

définition de u ; le second membre tend vers r(t') - r(t), d'apres (2.15),

()

<.e, Multiapplication & valeurs faiblement compactes dans un espace de

Banach.

La théorie développée dans RM était présentée sous deux
versions paralléles, reposant l'une et 1'autre sur une hypothése de compacite
des boules fermées de E : dans la premiére version il s'agissait de compacité
pour la topologie métrique de E ; dans la seconde. E était 1'espace de
Banach dual d'un espace normé X de sorte que les boules fermées &taient
compactes pour la topologie faible T TR

Dans le présent rapport 1'hypothése de compacité ne concerne plus

les boules de l'espace E, mais les wvaleurs de la multiapplication A.

naturel d'examiner si, dans le cas ou E
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un espace de Banach, on peut se contenter d'une compacité faible., Au lieu de
reprendre les raisonnements gui précédent dans ce nouveau contexte, il

sera plus expéditif de se ramener aux résultats de RM eux-mémes.

PROPOSITION. On suppose que [ est un espace de Banach el que A est a

valeurs faiblement compactes,

5i la multiapplication A est a rétraction finie sur 1'intervalle

[tlAtQJ} a valeurs non vides, l'ensemble A+(tl) est faiblement compact

non vide et la double égalité (2.4) a lieu.

L ]

S1 A est & rétraction finie sur 1'intervalle I (contenant

i e A e e

son origine to) la propriété d'approximation formulée dans la Proposition

D e eeme—

2.b ci-dessus est vraie, ainsi que la propriété de sélection formulée

dans la Propesition 2.4 .

En effet, appelons X 1le dual topologique de 1'espace de
Banach E et interprétons l'injection canonique de E dans le dual topo-
logique E" de X comme un plongement. Les résultats de RM s'appliguent
a E", puisqu’'il est le dual de l'espace normé X, La multiapplication A
peut aussi bien s'interpréter comme prenant ses valeurs dans E", avec la

meéme signification de 1l'exceés et de la rétraction, puisque le plongement de

FE  dans E" est isométrique. Comme )

fermé dans E" pour la topologic

o
@
o+

4

de la norme, l'ensemble A (tq) est aussi le meéme dans les deux point de vue,

La topologie o(E",X) induit sur §E 1la topologie faible o(E,X) ; comme
les A(t) sont supposés compacts pour cette derniere, il sont aussi bien
compacts pour la premiere, donc fermés, Les énoncéds de RM slappl iquent ¢

en particulier Aﬁ(tl) est fermé pour o(E",X) ; l'inédgalitsd
e(A(t1), Alty)) S rlty) - rT(t;)

entraine que, comme A(t,), cet ensemble est borné, donc compact pour o(E",X)




et finalement compact pour o(E,X) puisqu'til est contenu dans B,

COROLLAIRE. On suppose que E est un espace vectoriel

sairement complet et on appelle X son dual. On suppose que la multiappli.

catilon A, & rétraction finie de I dans E, a ses valeurs compe

[R— Nranc

la topologie o(E,X). Alors pour tout Uy € Alty), 1l existe une se.Le

T g el SN leT I A et que, pour tout Lb,filLJ:

Mo

v (SRR St I < e R (AR S )

On observe en effet que le plongement de E dans son compleéte

E . est une isométrie et gue X est aussi bien le dual de E. Les valeurs

de A s'interprétent donc comme des parties de E, compactes pour la

topoliogie OB ) et lla proposition ci-dessus s'applique,
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3 . LIMITES A GAUCHE

3.a., Existence

R

FROPOSITION. S5i A est une multiapplication & rétraction bornée d'un

intervalle ftO;tl[ dans un espace métrique E, on a

lim,inf A(t) = lim.sup A(t) .
oo Uiy

NOTATION. La valeur commune ({éventuellement vide) de ces deux ensembles

@ notée A“(tl) et appelée limite & gauche de la multiapplication A

Démonstration, I1 suffit de montrer que lim.,sup est contenu dans lim,inf,

i it e ————

Soit a € lim,sup, ce qui signifie que zéro est valeur d'adhérence de la
fonction t+>d(a, A(t)) pour t?‘bl. Puisque la fonction croissante r est
majorée, elle posséde & gauche de t, une limite finie r7(t;), ce qui

entraine que, pour tout &> 0, il existe 8 € [tO,tW[ assurant 1'implication

o

oyl € 16,4 = wlr)ro) < ¢

Vu l'hypothése faite sur a, il existe o e [H,tJ[ tel que

€
S

~

diFa A (o)<
Alors,pour tout: 7 e [U,tl[, on a
d(a,A(7)) < d(a,Alo)) + e(A(o),A(T))

< dla,Al0)) + r(7T) - rlo) < €

Cela prouve que zéro est limite de la fonction tat=id|(Can, ACENE peur t‘?t1 b

tesiheaddiire o e Ll img i £




REMARQUE, Le cas le plus usuel est celui ol A est définie au moins sur
1'intervalle fermé [to,tl]' et & rétraction finie : alors elle est &viden..
ment a retraction bornée sur [bo,t1[. Inversement on a vu dans RM,$ 4.b,

due si A est a rétraction bornée sur [tO’tT[ on peut toujours la proclon-

sentienSunesnultiappibicatiioni s AE i o S e s SuT [toft}]‘i prendre
par exempile A%(t]) = B (ce qui donne d'ailleurs une multiapplication i

a rétraction continue 2 gauche au point t1). Noter que 'la.condition

e * : ; ’ ; F R At LT
elA™(ty), A(t1)) < + © est nécessaire (en vertu du & 3.b , cl-apreés) pour
que A" solt a rétraction finie sur [to,t1]'q Mais cette condition n'est
pas sufifisante (G moins ‘dque B ne soit complets ¢ c¢f, "0 8ycuciapres,

IR ; : : : : 2
vorollaire 4). Contre exemple : prendre pour E le complementaire dans [R

de la demi-droite {(x,y) ¢ R® : x=0, y<0} ; prendre, pour

t e [to,tl[,A(t) S e SR tmtl} et, par ailleurs,

2

A% ty) = {(x,y) € B ¢ %=1 , ¥20}

Le schéna d'implications est donec différent de celul qu'on
rencontre lorsqu'on étudie la possibilité de prolonger une multiapplication

A , & rétraction bornée sur un intervalle ouvert & gauche th,tgj‘ en une

e L /i % i ; e ‘ ; o y
multiapplication A", 4 rétraction finie sur 1'intervalle fermé [tq,tQ

~
i S A e AN + 5 s A ,
cette fois la condition elA (t]), AT (b)) S b e st Ssffisante mais! non

N : : # L £y : g ' ]
necessaire pour que A s0lt & rétraction finie sur [t1fbﬂ

3.b. Saut de r a gauche de il

S —

PROPOSITION. §} A est & rétraction finie sur 1'intervalle compact

]

-

!Eo,tl b opn a
(3.1) L e AU S D e Tamese o) At )



9,18

Démonsvration. St e >0 ; d'aprés la définition de la rétraction, il
existe une subdivision

&z 0 o -

to 7o < Tn_l < Ty Ly
telle que
n
ret(d 5 to,tgl £ € 4 2 e(AlTy 40, AlTy))
1=1

S @ [anl’tl]e il en résulte par 1'inégalité triangulaire

N

ret(A 5 tgrtq) < E 4 ]%J elA(T; 1), A(T{) + elAlT, q),A(L)) + elAlt),A(ty))
< €+ ret(A bg,t) + e(A(t), Altq))
JPreie
toe l7, 1581 = e(alt), Alty)) + € > ret(A ; t,tq) .
Comme par ailleurs
e(A(t), Al V) <fret (A t,tq)
eb que ret(A t,ty) possede, pour t1\t1, une limite égale & r't1)~r“(tl)
ela prouve l'existence de la limite de e (LAERE A(tl) et L'égalité des
deux derniers membres de (3.1).
L'inégalité en (3.1) résulte de ce que tout a € AT SRS St
la limite pour tT’@] ditunet selleetions -t Bk () et Al 0On
dix(t), Altg)) £ el(Alt), Altq))
donce
dla, Alty) = lim d(x(t), Alty)) £ lim e(A(t), A(tq)) .

tht, iR
COROLLAIRRE., Si la fonction r est continue & gauche au point
tce gui équivaut a lim .e(ALt),,A(ti)) RO A

ity T




a2 A ( b] ) G adh Al 1"] )

Remarque : On aura besoin, au § 3L ci-aprés, de supposer R

obtenir inversement que (3.2) implique la continuité de r & BaaCl 8 q

: : s : : e R adee e Sl aite
Au contraire, dans la situation similaire conce nenrs e s Imnttes e dimoth o

(el o] §\ DleCl) y lOD Atra it quel gue

continuité de r & droite de +t, et iltinclusion A(tq) C A" (ty) (cela, bien

que 1l'€gdalité entre e(ACLy ), AT (h ) ) et ?P(tj) ~ r(ty) soit, elle

subordonnée a des hypotheses comp

mentaires).

B est complet,

PROPOSITION. Bl l'espace E est compl

:m HO g [, ona pour toilj:h toe [ b t f

(RETN) e(A(t), A ) ) S e R

Solt p e R

au second membre de (8.3)

(s1i ) triviale) o va montrer
que o  est supérieur ou égal a d(a AR(ELE R BT SRy ) el que
FOREE C Tﬁ“:.) BN o/ (EH TR

Soit (ﬁn) une sulte infinie de réels > 0

que 2 JORE R O soit  (7,)

une sulite infinie croissante d'éléments

de [t,t1[ avec 'WJ

1im Th = t1. On construit pPar récurrence une suite infinie (x.) 4!

el
de E, telle que Xq = a, A{Tn? et que
(3,4) Al e < or(r (7 SR
> no1.%p) S or(7h) - (o el S
Une telle suite existe puisdque o e ﬂ{rn 1) impligue
d(x Al < e Al A )] & rl7T,) - )
{ Redo ATl ) = SUA( T o)y T ) e :




= 2l 0]

Cetite suite est de Cauchy car (8,4) entraine, si p £ g sont deux enbtiers

positifs

)
a
(MRS r T + 5
(8.5) dlxy,xq) € ri7g) - r(7y) Z” P
m=p-+.L

La limite xg des X, @appartient a A (tq) et v AE3nb i donne

Done

COROLLAIRE 1. o ]

=
=

est complet et si la multiapplication

i

A, & rétraction

rnée sur Lto,t1L n'a pas ses valeurs partout vides, 1l'ensemble A‘(t])

est non vide,

En effet, s'il existe t € l:to,t1[ tel que A(t) # ¢ , 1'inegalite

(8.81) fournit e(A(t), A"‘(t])) < + ™. donc AT(t) D

COROLLAIRE 2. 51 E est complet et si la multiapplication

rétraction bornée ‘sur [to,t][, on a,pour tout B C E,

Akt S A et e o(A”ft])

SO 1)
t 1\ t il

Bnee et id an sl neidalqté

elA(b), B) < e(A(t), A (19)) + eld~(ty), B)

3

d'apres (3.3), le premier terme du second membre a pour limite

tT h1

Wwdone
S 15)) Limasup e (A, "B) < L R - D
bbby

Pour établir par ailleurs gque

BT lim,inf el(A(t), B) 2 eFAEuT RIS

A

zéro lorsque




Choisissons p ¢ R strictement inférieur au second membre c¢i su

AT(tq) # @ (sinon (3.8), ayant son second membre nul, suffit pour 2tabii

le corollaire). Alors il existe a e A'(tl\ tel

que d(a, B) = p e b

est limite d'une sélection Lh» x(t) € A(t), Pour tout t dans

dl(a,B) = lim d(x(t), B} < lim. inf e(A(%), B) 3
by
done p© minore aussi le premier membre de (3.7).

En faisant B = A(t]) en (3.5), on obtient d'autre pa:

COROLLAIRE 3, §i E est complet et si la multiapplication A

rétraction, finie sur Lto,tq]g le

premier membner de (8.1 est égal dux deux

En particulier,

dans ces hypothéses, la multiapplication A e

achbion continue 3

sauche au

IRt St Ss ] et senllenmeniii s AR S aidh At

Cette dgalité ¢

deux premiers membres de (3.1) permettrait

de deévelopper une théorie de 1'approximation "a droite"” des mulbiappl

& reétraction finie, & valeurs dans @ complet, par des multiapplications

localement en escal;

LT, exactement comme on 1'a fait pre

Sdemment moyennant

d'autres hypothéses pour l'approximation " gauche". L'utilité n'en apparait

pas pour lL"instbant.

9

Enfin le corollaire

V:odieal

régle la question du prolongement
reiol q I

soulevié

au § 3.a, Remarque,

COROLLAIRE 4,

L complet et que la

2éfinié au moins

traction bornée sur [t~, bl

a4 retraction sur (4. tq]° si et seulement si

S e A 0’




m ¢

mh

L & i [
de
de




4 , EXPANSION, RETRACTION ET VARIATION

4,a, Expansion d'une multiappl

L'écart e n'édtant pas symétrique, L'ordre de R Jjoue un
role essentiel dans la théorie de la rétraction @ on obtiendra une nobion

différente si on énumere

L'ordre invers

5

les points d'une subdivision

de l'intervalle Ls)t]'v Soit une telle subdivision

Posons

n
RlESHE e an MIE SN

de P(S), pour S décrivant 1l'ensemble des subdivisions

L_appel

Xpension de A sur llintervalle [s,ﬂ';

notation’ exp (A s, 40,
LR
Evidemment exp (A ; s,t) = O si et seulement si la multiappli-

il

cation 7v> adh/A(7) est (non strictement ) déecroissante sur 1'intervalle [c

Il est classique, par ailleurs dlappeler variation de la multi-

application A sur [s,t], notation wvar(a s,t), le "sup" de
n

VIS) = 2 h(al7
j=1

) s 4[:\(""‘5_ ) ) -

]
La définition de la distance de Hausdorff h impliguant

Bl gl Al ) s SLAIT . g0y AlT V) Hie(Al(T ), AlTy 1))

on obtlent

N




58S 0nNE

Aot : SR S1 3 a fois 3 retract y Finie et
ansion finie! Dans ce cas, choisissons un repare tg dans I

ons la fonction expansion indéfinie de A

(Gu NG la fonection wvariat

matrs de f¢

un interve

D1 Soit &> O 1l existe une Sl S ! s, Ul




lhat s b diivilis lon®  SEeNa Znit,

:(:
.
< 3

q 20k de somme

-+
eu

vac

la notation (

|1a(Tj) - a(Ty_4)

Par sommation cela donne

0N

Donc impligue

<

IvariA

ce gua etablit (4

=

™

el

:} <i\‘.“;‘

~
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R4S )

DOWUY

var(A SHtb)
comme desisus,. il.e
tout 1 s batery Tl
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on

s
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