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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

MONTPELLIER 1973, Exposé n° 12

SYSTEMES ELASTOPLASTIQUES DE LIBERTE FINIE

par

J.J. MOREAU

I — INTRODUCTION

l.a Formulation du probleéeme,

L'objet de ce rapport est de développer, pour le cas
particulier de systémes & nombre fini de degrés de liberté, la méthode
esquissée dans une publication antérieure (cf, MOREAU [5]) concernant

1'étude de 1'évolution quasi-statique d'un systéme élastoplastique.

Les notations sont les mémes que dans la publication en
question : sont considérés deux espaces vectoriels W (espace des
configurations et des vitesses) et qg (espace des forces, au sens
général) ici de méme dimension finie, mis en dualité séparante par la
forme bilinéaire. " travail wvirtuel' , La loi d'élasticité se formule

comme une avplication A

b

linédaire autoadjointe positive de ZL-dans N
On la suppose bijective ce qui permet de simplifier beaucoup le forma-

)
lisme en interprétant A comme une identification de ﬁ# avec QL,

Regu le 13 Novembre 1973.




de la sorte on ne met plus en oeuvre qu'un seul espace WL r‘QF =l
premiilibertilens sepainesiiicit dend imensifon  fin el citesitisandiire un espiace
vectoriel euclidien : la forme bilindaire ' travail virtuel' se confond
avec le produit scalaire de cet espace euclidien, nowe (L )
Selon le schéma habituel de 1'élastomlasticite le systeme

est btraité comme formeé de deux constituants

~  Le comnstituant " visible! ou ' expose'l , de configuration x € H

lui seul subit les forces extérieures ou charges et les liaisons.

— e constituant S cgehe! on M freine !t del confiiguration  p € H.

On pose Xx-p=e, écart élastique.

Les forces subies par le constituant ©» sont
= UnelforcemisERdet N o op cliNa i itildque I vierst = de e tonme Ale ),

c'est-a-dire, vu notre comvention d'identification de q; avec 1L,
(1.1) S == e

~  Une resistance £ liée & la vitesse p du constituant p

(& tout instant ol cette vitesse existe) par la loi (cf. MOREAU [4])
(e 9 5 @ ()

ou C est un ensemble convexe fermé fixe donné dans H, le convexe de

rigidité (notre cadre est donc celui de la plasticité varfaite,

c'est-a-dire sans écrouissage ; rappelons toutefois que les édcrouissages
peuvent €tre, au moins phénoménologiquement, ramends au méme modele
mathématique grace a l'usage de variables cachées supplémentaires

voir & ce sujet NAYROLES [1],  [2], NceuyveEn (1], (2], [38]).

Les forces subies par le constituant x sont

— L& peacvion r dluneslieaiseon bilatcrale parfaite : cette lialson

contraint x dl'appartenir & tout instant & une variédté affine de
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mouvement imposé, soit J& = U+ g ou U designe un sous-espace

vectoriel fixe de H, tandis que ¢ est un élément de H, fonction

donnée du temps t, qu'on peut appeler le ' guidage’' ou "' entrainement
force ! On ne restreint evidemment pas la générallt supposant

que ¢ prend ses valeurs dans V, 1l'espace orthogonal de y damns H.

Dire que la liaison est parfaite ou ' sans frottement’™ signif que

cette réaction, a priori inconnue, vérifie & tout instant

(1 el r e V

L'énumération des forces subies par x, s'acheve comme sult

~ Une charge c¢, fonction donnée du temps ; quitte & corriger en

fin de calcul la valeur trouvée pour r, on ne restreint pas la généralité

en supposant que cette donnée ¢

-~ La forece -s de rappel élastique vers D (poser ainsil que, en

tant qu'¥lément de 1l'espace vectoriel H , cette force est opposee

a4 la force élastique subie par 7p signifie simplement que la pulssance
totale des forces élastigues subies pe

le systéeme est nulle dans toute

évolution laissant invariant le vecteur écart

X=p. 5 autrement

dit, l'énergie élastique ne dépend que de cet

Le probléme est la détermination du mouvemend X €ev D,

dans 1l'hypothése d'une évolution assez lente pour que 1l inertie soitb

négligeable,

e et S

On écrit donc le quasi-équilibre de x et D

Elimimant par. (L.1)"1Yinconnue e, par (1.3) 1'incomnue. r et par

(1.5) l'inconnue f, on condense les conditions du probléme dans




l'écriture suivante

(1.8) X el e g

(Gl 1) s eV e

(1.8) Tl = D

(1.9) D e d =
LpC

Par solution, on entend un systéme de trois fonctions

t — x(t), t > s(t), t > p(t), absolument continues sur un interval-
le [O,T], done presque vartout dérivables, et vérifiant ces quatre

conditions pour presque tout t.

On supposera naturellement que les données ’

L= e (el et R S () e VS onl elles-mémes des fonctions

absolument continues.

1.b Résultats

L'objet de la section 2 de ce rapport est essentiellement

de prouver llexistence (on a d'ailleurs l'unicité en ce Qqul concerne

la fonction s) d'une solution du probleme d'évolution précédent,

consécutive a chaque paire de données initiales

x(0) = xg , s(Q) = sg

données supposées telles, évidemment, que

Zotien U =Lgllonii s e o Lol

sg € C .
Cette derniere restriction est exigée par (1.9) ; une autre condition
nécessaire & vérifier par les données ressort du rapprochement de

(1.7) et (1.9) : la variété affine V+c(t) doit (au moins pour presque
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tout t) rencoitrer le convexe 3, sans quoi il ne saurait exister

de valeurs de s fournissant pour (1.,9) un second membre non vide
On explique en 2.b que le probléme ne veut €tre considére comme

physiguement bien posé que si on fait 1l'hypothése plus forte suivante

Hyp, 1 : Pour tout t, le point c(t) appartient & l'intérieur de

1l 'ensemble projU (€
Nous lui adjoignons, dans ce rapport, 1'hypotheése wsuelie

Hyplo 2, L'ensemble C posséde un intérieur non vide.

et nous montrons, au méme paragraphe, que la conjonction de ces deux
hypothéses équivaut a :

Hyp. 3 : Pour tout t dans l'intervalle considéré, la variété affine

V + c(t) rencontre 1l'intérieur de C,

ce que nous appelons hypothese de la charge sure,

Moyennant cette hypothése (dont on tire diabord, én SRl
une conséquence techniquement utile pour la suite), le théoreme
d'existence est prouvé en 2.c. On a préalablement, en 2.a, introcult
deux nouvelles fonctions inconnues

y = S-c-§ = - Projy p
Zi == S e g 1,31"0.7[] P
qui permettent une formulation plus simple.

Le fonction t > y, & valeurs dans le sous-espace hilbertien V est

déterminée comme solution du processus de rafle par le convexe mebile

(C-c(t) - g(t)) N V. L'existence d'une telle solution résulte de
travaux antérieurs de 1'auteur (cf. MOREAU [8l, [7], [10]) en observant

que ce convexe mobile est absolument continu au sens de la distance

de Hausdorff : ce dernier fait résulte de Hyp.3 et d'un theoréme

général d'intersection (cf. MOREAU [8], [11]) qui a été établi




spécialement en vue de l'usage présent, On note LLEBiSiiémde cetlte
solution t > y(t), et par suite, en ce qui concerne le probléme
initialement formulé, 1l'unicité de la fonction x> s(t), pour

chaque donnée initiale s(0) € C. Un simple changement de variable

explicité en 2.f vermet d'ailleurs de caractériser t r— s(t)

comme solution de

Lol A8 e g ak/j(‘ﬂ(v )(s)
C +c

équation d'évolution analogue 2 celle du processus de nafilles
La démonstration du théoreme d'existence s'acheéve en assoclant une
fonction tIl—> z(t) & la fonction t t—=> yl(t) trouvée la dérivée

7z est une sélection d'une certaine multiapplication mesurable, a

9’

valeurs convexes compactes ; 11 n'y a pas unicité, en général, pour 2,

donc pas unicité en ce qui concerne les fonctions t > p(t) et
t > x(t) ; ce fait est bien connu des mécaniclens.

La troisiéme et derniere section de ce rapport vise a
rejoindre certaines préoccupations des auteurs ayant antérieurement
étudié 1'évolution des systémes élastoplastiques ( cf. KOITER )

il était naturel pour eux de chercher a caractériser cette évolution
par des équations différentielles au sens traditionnel, clest=adanire
d'exprimer, pour chague état éventuellement atteint par le systeme,
les valeurs des vitesses i et s . Cette expression de % et s
consiste en fait en propriétés de minimisation de certaines fonctions
numériques sur certains ensembles. Les méthodes modernes de l'analyse
convexe gue nous employons permettent de rénrendre cette question avec

beaucoup plus de précision et de souplesse, Il se trouve inutile

de faire, comme les auteurs antérieurs, 1'hypothése que la frontiere




de C est différentiable par morceaux. C'est, par exemple, sans
supposer cette différentiabilité que nous établissons, en 3.a, 1' orthogo-
nalité classique des vitesses b G & o e propriété de minimisation
trouvee en 3.b pour la vitesse s se présente sous deux variantes
l'ensemble sur leguel on minimise peut €tre, au choix, soit une certaine
variété affine, solt un certain ensemble convexe qui la contilent.
Choix semblable entre deux variantes en 3.c, pour la caractérisation
de x . Tout cela n'a pour nous, au stade actuel, gqu'un intéré€t
spéculatif : la caractérisation en question de s peut bien s'écrire,
it AL il e, ERER el i compliqué invoquant 1'opération de
"proximatioh'gsous la forme s = f(t, s) ce gui constitue une équation
différentielle au sens traditionnel. Cette éguation différentielle se
trouve équivalente & 1'équation d'évolution '' & second membre
multivogue' (1,10) mais ne présente, par rapport & elle, que des
désavantages, tant pour 1'étude théorique que pour l'élaboration de
méthodes numériques.

Signalons toutefois la remarque 3 du paragraphe 3.c
Si, & un certain instant, la valeur de s = ¥-p est connue ainsi que

la vitesse de guidage é, on étudie dans cette remarque la relation

entre la vitesse de change et la vitesse visible x : cette relation

est sous-différentielle : on explique en quol cette propriété peut etre

9

iy ik AL
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2 - QUESTION D'EXISTENCE

2.2 Réécriture des conditions

Les conditions (1.8) & (1.8) peuvent se réécrire
X-g € U
e—S e W
(x-g) + (e-s) = pte—¢g ,

ce quil se formule de facon €quivalente en invoquent les opérations

de projection orthogonale sur lessous-espaces U et V, supplémentaires

orthogonaux dans H

]

X-g projy (pte-g)
c-8 = projy (p+tec-g) .

Comme ¢ € U et g € V, cela équivaut &

(2,1) PPOJU D = chﬁg

(2528 projy p = c+g-s

I1 est intéressant de constater que les données c et g
apparaissent ici seulement par leur somme c+g¢ : cette donnée globale
est une fonction & valeurs dans H dont les composantes en U et en V
comstituent respectivement la charge c¢ et l'entrainement forcé g.

A ce stade il apparait commode d'introduire deux nouvelles

inconnues
(62520 y = s-c-g = - projy p
(2430 2= X=c-gi= prody Dy

de sorte que

(2.4) P = z-y




—2e g =

Si l'on invoque (2.2), (2.8), (2.4) pour passer du systéme d'inconnues
(p,%,8) au systéme d'inconnues (y,z) on trouve que le probléeme formulé

par les conditions (1.6) & (1.9) est équivalent a

e %
Z-y € oYy (y+tctg)

z € U 3 W@ N

2.b Hypothése de la charge sfire.

L'ensemble 3¢C (s) étant vide si s ¢ C, une condition
nécessaire évidente pour l'existence d'une solution de (1.7), (1.9) sur

un intervalle I est que, pour presque tout +t dans I, la variete

affine mobile V+c(t) rencontre 1'ensemble cela s'écrit aussi

.
y

bien
(2.6 clt) € projy C .

La signification mécanique de cette condition nécessaire est claire

une charge c(t) ne vérifiant pas cette condition ne peut certainement
pas €tre " équilibrée''(compte tenu de la liaison parfaite, de réaction r,
orthogonale a U) par un s € C : or seules des valeurs de s appartenant
a C sont permises par la loi de plasticité (1.9). Cela veut dire que,
si, a partir d'une configuration définie par des valeurs guelconques

de x et p, le systéme subit une charge ne vérifiant pas (2.6), 11 ne
peut présenter qu'une évolution brutale, non quasi-statique ; naturelle-
ment, il arrive aussi qu'une charge vérifiant (2.6) ne produlse pas une

évolution quasi-statique : une autre condition nécessaire est que la

configuration (x,p) & l'instant ou cette charge est appliquée vérifie

Xx-p € V+c
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c'est-a2-dire = projU (o),

conséquence de (1.7) et (1.8)
Nous ferons dans toute la suite 1'hypothése suivante, plus
forte que (2.68)

Hypaele S8 “Poun i fonte st vdans 1 Dic (4]

L ensemble projy C.
. 53 4o 4 3
Le nrobleéme de rechercher 1l'évolution quasi-statique du

systeéme pour une charge qui ne vérifierait pas Hyp. 1 est physiquement

mal posé ; en effet une donnée physique telle que c est toujours
essentiellement entachde d'incertitude : si cette donnée apvartient

& la frontigre de orojy C, la ' vraie valeur'' qu'elle est censée
approcher peut, quelle que soit la qualité de 1l'approximation, ne Pas ,
appartenir a UTOjU (G

. . . z . A
L'hypotheése Hyp.l implique un intérieur non vide vour

l'ensemble nrojU C. Faisons de plus 1l'hynothése

lalARIS 2 = L'ensemb}e convexe C est d'intérieur non vide

Il est alors utile de savoir

PROPOSITION.

jonction des hyvothéses Hyp.l et Hyn.2 équivaut

2 la suivante

Hypl 81 't " Poum tout tudeamns T, la variebéiaffinel Vit renCQEPT?

RSN vemiliem e id cEEER

En effet Hyp.3 impligue Hyp.l et Hyp.2, vu que
nrojU Nt Grc Ant projU @©

T " & : ; il existe II
Inversement, supposons Hyp.2 et non Hyp.3 : il existe et 5 :

hyperplan fermé de H séparant (peut €tre non strictement) la varicte

affine V+c(t) de 1'ensemble convexe C. Cet hyperplan est paralléle
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a V, donc sa projection orthogonale sur U est un hyperplan ferme
de U, séparant (veut Etre non strictement) le point cl(t) de I'ensemble

projy € : cela contredit Hyp.l .

Nous intitulerons Hyp.3 Hypothése de la charge sure

2.c Une conséquence de cette hypothése

PROPOSITION,  On suppose que Hyp.3 est vérifide pour un intervalle

compact et que la fonction ¢ est continue sur cet intervalle ; alors

il existe un réel p > O et une fonction h : I —> H continue te.i.ic

que, pour tout t dans I, on ait h(t) € CO(V + c(t)) et que la

centre h(t), de rayon p soit contenue dans C

Démonstration. Pour des parties A et B quelcongues d'un espace

o b st s o

métrique (E, d), nous utiliserons la nctation (cf, MORnAU [zl ol
GHEAIERI = e el
Le fait que V+c(t) rencontre 1'intérieur de C s écrit alors
(2.8) e(V + c(t), H\ C) >0
Pour t et t' dans I, les ensembles V + c(t) et Vi el t!)  sonl des

varietés affines paralleles, diou
elV + clt), V+ clt')) = e(V + c(t'), V A clt)) = |elt! alt)]

(rappelons que c¢ prend ses valeurs dans Ul.

L'écart e vérifiant 1'inégdalité triangulaire, cela donne

(2.7) e(V + c(t'), E\C) € |eltr) - c(t)]| + e(V + clt), H\C)
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On en tire la continuité de la fonction tb—3 e(V + c(t),H\C).

En effet (2.7) montre que, si cette fonction prend la valeur +® en un
vpoint de 1'intervalle I, elle vaut +® partout, auquel cas la conbti-
nuité est banale

: dans le cas contraire, si on reécrit (2.7) en

permutant t et t', on obtient finalement
letv + cltt), BE\C) - e(V + c(t), H\C)|' £ Jelt!) - ecit)

d'ou la continuité annoncée, vu celle de c.

Comme I est, par hypothése, compact, la fonction
t > e(V + c(t), H\C) possgde un minimum, lequel est strictement
positif d'aprés (2.6) ; choisissons p > O strictement inférieur a ce
minimum. Posons

Cp E(S e s x, N ENC S o}

ensemble convexe fermé, d'intérieur non vide (c'est en effet l'ensemble
des centres des boules de Tayon p contenues dans C). Pour tout t
dans I, la variété affine V + cl(t) rencontre l'intérieur de Cp
Comme t j=- V + c(t) constitue une multiapplication continue au sens
de la distance de Hausdorff, on conclut (cf. MOREAU [ali, Taalhs s au il
en est de méme pour

bl e S e (6]
et par suite, que cette derniére multiapplication posséde une sélection

continue, soit h(t) (cf. MOREAU [7], [9] ou simplement la théorie du

processus de rafle). D'aprés la définition de C,, pour tout % dans I,

diCH (s e S SR T

ce quil achéve la démonstration.
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REMARQUE. Si, plus spécialement, on suppose que la fonction

c : I —> H est absolument continue, avec une dérivée appartenant, par

exemple, & L*(I,H), a € [1,+%, la multiapplication t F=> V + e(t)

est absolument continue au sens de la distance de Hausdorff avec une

1

vitesse numérique'' appartenant a La(I,B) et il en est de méme pour

son lntersection avec Cp . on conclut dans ce cas qu'on peut construire

‘ 0 . a
la sélection h elle-méme absolument continue, a dérivée dans LT(I,H).

5]

2.d Caractérisation de la fonction y par un processus de rafle,

Nous tirons dans ce paragraphe une conséquence des

eonditiions (25,

PROPOSITION. Si les conditions (2.5) sont vérifiées pour presque tout

t, on a, pour ces valeurs de t,

(2.8) = ite a¢c___c_g5 (y) + Ny (y) -

Si de plus 1'hypothése de la charge sure est vérifiée, cette propriéte

équivaut a

(2.9) -'316&11 (y)
(e shiNay
En effet, la seconde ligne de (2.5) implique _z € U,
donc - z € 9y (y) ; on obtient donc (2.8) en notant que

M (y+etg) = awc_cwg (y) .

Par ailleurs

Wice—glN v = Wecog * Wy
et, si la condition de charge sure est remplie, cebte égalité '' passe aux
sous-différentiels" parce qu'alors le sous-espace V rencontre l'intérieur

de C-c-g (c'est un des cas classiques d'additivité des sous-différentiels).
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i il

L EMARGUL, Comme, nar essence, y et v anpartiennent & V, il est
indi€fhrent - ) ) Al G 1 135 LLA +tiel ar :
indifferent, en (2.9), d'interpréter le sous-différentiel au sens de

la dualité de H avec lui-méme ou de la “ualitd de V avec lui-meme

De toutesmaniéres cette propridétéd (2.9) dé€init la fonction 1t > ylt)

solution du nrobléme de rafle vnour le conves

mobile (C c-g)N\V

(cf. MOLEAU [8], [7], [10]).

tans qu'on ait d'ailleurs & faire 1l'hyvothése de la charge

slire, /le it que le second membre de (2.3) constitue une multiapvlication

monotone entraine, mar un raisonnement classique

C 0 1:\'. OLL A TR

81 deux solutions Aventuelles (absolument continues) de

(2.5) correspondent & une méme valeur initiale de ¥y, deuy solutions

Rl

coincident en ce qui conce

la fonction y, vour tout instant uitérieur.

2.€ Théoréme d'existence

PROPOSITION. On supbpose gue les données + #> cl(t) et t 1> ¢(t)

sont absolument continues sur un intervalle compact [0,T] et on supvose

vérificde 1'hypothese de la charge slire sur cet intervalle

Alors quel

qQue soit y5 dans VvV N [C~c(0)g(0)], quel que soit zg dans U, ilu

e

ilste

- P ’ sy v oY
au moins une vaire de fonctions t > ylt) et t =2 z{t),

absolument continues sur [O “}, Ve ]

L

iy mian e Nty 2y () I ORI br@fqpﬁuﬁ?gf t

dans [0,7] ainsi que les conditions initiales y(0) = yg , z(0) ol

Premiére étave : Les hynothéses ci.dessus font qu'il existe une fonction

€55

absolument continue sur [0,T], notons-la tout de suite y, vérifiant
(2.9) pour presgue tout + ainsi gue la condition O i

y est la solution du probleme de rafle pour la condition initiale

0
o
o



en question et le convexe mobile t > (C-c(t)-g(t))NV . Ce convexe
mobile est a variation absolument continue varce qu'il en est bien ainsi
pour t +—> C-c(t)-g(t) (convexe subissant une translation absolument
continue) et que V est un convexe fixe rencontrant 1'intérieur de ce
dernier (sur la continuité absolue d'une telle intersection cf. MOREAU
(8], [11]). Ayant ainsi choisi iy omaly ()NEe Y Speur tout i€ [o, ],
done awv(y) = U ., L'équivalence de (2.8) et (2.9) permet donc d'affir-

mer, pour presque tout t, l'existence d'au moins un €élément de U,

notons-le tout de suite z(t), tel que

Z(t) ~ y(b) € W o 4lylt)) = Wy (ylt)+el(t)+glt))
ce qui est la premiére des conditions (2.5),
En d'autres termes, pour chacun de ces t 1l existe au moins un z €U
tel que le point 2z - y soit conjugué du point ytctg Dar rapport au
couple de fonctions mutuellement polaires 7 (fonction d'appul de C)
et Yo. Puisque y+c+g appartient a C vpar construction, cette propriété

de conjugaison s'écrit aussi

ij, | y,g..c_i_e) = 6)

N e

Yz s
81 l'on revient a la variable p = z - y, cela veut dire que, pour presque

tout t, l'ensemble (convexe fermé)
(2.10) '(t) = {p el : ylp) - (p | ytctg) = 0}
= e Sl e s T,
posseéde une intersection non vide avec la variété affine U-y(t).

; - o : 4 a) t et
Comme < est une fonction numérique indépendante de

que t > ytct+g est une application continue de [0,7] dans H, on
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constate gue t > ['(t) est une multiapplication mesurable (au sujet

\ ]

de la mesurabilité des multiapplications, théorie qui doit beaucoup,
_.entre autres, a C,CASTAING, on trouvera l'exposé de faits fondamentaux

dans KOCKAFELLAR [1]): de méme la multiapplication t > U-&(t\ ,dene
g ! i 3 g i 5 v j )

i

aussi 1l'intersection des deux, laquelle intersection constitue une
) e RO T 2 i s R Sisd 4 i firdn 3 o o o fpre ) oy v

multiapplication & valeurs (convexes) fermées, non vides pour presque
L X U VR i) ’ e b i 1 (od g [

tout b, De 1% classiquement l'existence d'une famille dense de selections

en montrant que ces sélections appartiennent a LL(O;T L BEE S ekl l@pny,
les dérivées de fonctions t t—> p(t) constituant une solution de notre
probléeme,

Deuxieme étape : L'intervalle [0,T]  étant compact, on invoque la

broposinion 2GR, Ii exisiveor>ligde tEh [O,T] - H continue

(et méme absoiumenb continue, & dérivée dans LJ(O;T;H)) pelilleltgqlie
h(t)‘evV:ctt) pour btout t € ﬂo;Tj- eﬂ que la bouLe de centre vl
de rayoﬁ 0 501t contenue dans &% Cette inclusion Sc’bradﬁlb par

1l'inégalité suivante entre fonctions d'avpui

(8,11 Voen: plpl + (hit)p) < vip)

On transforme la définition (2.10) de ['(t) en écrlvant; pour chaque t,

(byy¢c+g) o= (blh) 4 (ély+0*g»h)

(Ciaillama) = lter 4 &|y¢c¢é~h) = (&\y{CTéuh)
81, on se 'rappelle que b+& =L {0 GEBIET Sl G Rebier e s AV etk & € V,

due s eNe e Tre Se

(plyterg) = (plh) - (¥ly+e-n)




SRl

En rapprochant (2.10) et (2.11) on obtient donc que tout ﬁ appartenant

al S S ve pil fale RIN m a saiiiv e

plpl + (h]p) < (p|h) = (¥]y+e-h)

et par sulite

(2.12) S O R e
o p 3

ou on note M un majorant sur [0,T] de la fonction continue

t > |y+g-n|. Comme t > ¥ est une fonction appartenant & LT (0,T:H),
cette majoration montre gue toute sélection mesurable +t k> p de ['(t)
appartient & Ll(O;T:H) : elle est donc la dérivée presque partout

d'une fonction t > p, absolument continue, vérifiant la condition

initiale

SOl B

En résumé on peut caractériser comme suit les solutions du
probléme posé . On construit ¢ —> y(t) (d'ou ensuite s = y+c+g)
comme solution du processus de ra‘le pour le convexe mobile
t = (C-c-g) 0 V et la condition initiale donnée ; cebte fonction
(unique) étant obtenue, on obtient toutes les solutions du probléme
én prenant pour é les sélections mesurables de la multiapplication
t—> I(t) () (U-y(t)) ; ces sélections sont dans Ll(OgT;H) . leurs primi-

tives, a construire en tenant compte des données initiales, constituent

toutes les solutions p du probléme (d'ou ensuite x = p+s),

REMARQUE, Les majorations obtenues dans ce qui précédent montrent que
sl les données c et g ont leurs dérivées dans LE(O0T;H), a € [1,+w],

les solutions y,z,x,p,s, ont aussi leurs dérivées dans b (oS




2Lt Equation concernant la fonction s

Le passage de y & s par (2.2)

{ o - g Fx; (>
permet de caractériser la fonction s en »éécrivant (2.8) sous la forme

ne
O

g € apols) + Byn s

Comme a¢v40 (s) = U ou @ et que c € U cela équivaut 2

(2,13) 5 + g € A (8) *+ By, () .

: ; . - T o - derniere condition
Si,de plus, on fait 1'hypothese de la charge sure cette derniére condltilor

équivaut a
s 2 = s+ Y S
(/_’..1‘}) S e - g i O‘PCH(V*'C) (s) )
ou .
2 G )

en nosant

e ) | ) % £ s)

Pl Yo N (Viel(t)) (EsHIRE e (S 3| SR e

L'équation (2,14) est trés voisine de celle d'un processus

“ o s, = - Hillo)
de rafle dans 1'espace H ; moyennant les hypothéses de la propositlon
: Lo L ive 3 chague donnge

2,e , elle posséde une solution et une seule conseécutive a chague donn
initiale  s(0O) appartenant & C O (V+c(O)).




3 CARACTERISATION INSTANTANE: Dus VITESSES

3.a Orthogonalité de p

La théorie classique de la plasticiteé (ef. KOITER (1]

cherche » caractériser les valeurs instantandes de
x ou de la " vitesse de tension' é, cela notamment au moyen de prooriétés
variationnelles. Dans ces considérations, un role central est tenu
par la nropriété d'orthogonalité des vecteurs v et s ; les auteurs
classiques 1'établissent en supposant que la frontiere du ' convexe de

i - ; L ot ions de surfaces réguliéres.
rigidité' est formé d'un nombre fini de portions de surfaces regil.lie

Nous nous affranchissons ici de cette hypothese.

PROPOSITION. A tout instant ol les dérivées ©» et s

: " e Ui . de la pnronosition
(c'est-2-dire pour presque tout t, si les hypotheses de la vronositl

2.e sont remplies), on a

(8.1) Uorle s o200

En effet si +t est tel que la dérivee a droite

me
H

Lim :
€30 €
>0

e T O] s cettbe

existe, le fait que s(t) € C et s(t+&) € C entraine gue cette
< ’ L \ % - ] iRy oL e
dérivée appartient au céne convexe (de sommet O) noté @ @ adherenc

1

A 5 1 [ - = S i : agt tel ue Lo
du cbne engendré par 1'ensemble C-s(t). De meme Si t est tel 4
5 ‘ ense

dérivée a gauche

s(t-&) si{)

e Eine
€0 Tle

€50

existe, cette dérivée appartient a G s




On

différentiel

=) {u e H Vv e @, tulv s oF .,
11 découle alors de (1.,2) que
el <ie
emilan ol
d'ot (8.1) si s SRt

Nous en tirons

COROLLAIRE. A

salt

els(t))

tout

- 12.20

que le cdne polaire de @ n'est autre due le sous-

, on le notera désormais P

y . 0 !
instant ou s p existent

?_t: on {'u”

. '
(85 28 PR Dol o iX
(3.3) s = projy %

. .
(3.4) P = projp p X
(3.5) s = Projon -a I

En effet, si s et p existent, (1.8) entraine l'existence

de
{ &8 ¥ = po+ s ;
Comme p € P, s € @, (p|s) = 0, (8.2) et (3.3) résultent du theoreme
des deux cbnes (cf. MOrEAU [1], [2]).
On a vu plus haut que é se trouve appartenir au sous ensemble
@N - @ de @, donc (3.3) implique a fortiori (3.5). Or g -a est
un sous-espace vectoriel de H : 1l'orthogonalité de ﬁ et s fait,
vu (8.8), que ; est la projection de ¥ sur le supplémentalre orthogonal
de. af 0] on sait que ce suvplémentaire est 1'adhérence de | P-P
(en fait 1'espace vectoriel P.P lui-méme puisqu'on suppose 1ci H de

dimension finie),

ARIO VISR (S A8




Si (o) Caractérisation de § ou s
PROPOSITION, Comme ci-dessus, on note P le cone convexe fermé
P = 9y (s(t)) = 8¢Cucwg (y(t))

et on note G son cbne polaire, adhérence du cone engendré par

GBIt =RE b e e 8 ()

o

. . °

A tout instant ou les dérivées ¢, g, y existent, la valeur

de & est l'élément de norme minimum dans 1'ensemble V 0O (Q-c-g).

Démonstration. Comme s = y+c+g, les raisonnements du paragraphe 3.2

montrent que

e ey e S o I

de sorte que. y appartient bien a 1'ensemble en guestion. Selon la
caractérisation connue de la projection d'un point f(ici l'origine) sur
un convexe fermé, nous devons de plus établir que, pour tout v dans

v f\(QwEmé), on a

De fait, en introduisant 1'élément =z du paragraphe 2.a, on @

.

(y

F-v) = (2-§|v+crg) + (2

e R

or, vu (2.5), le premier des trois termes du second membre est < O

.
. .

parce que z-y € P et v+é+é € Q. Le deuxieme est nul parce que ZE el

et &mv € V. Le troisiéme est nul varce que Zw§ € P ety yiEetg e G fl -q.

Autre démonstration. A titre d'illustration des techniques du

" calcul sous-différentiel’ donnons aussi le raisonnement suivant

Nous devons prouver que la fonction

V== ; 4 :
wvfi(a_cm ) 2




.

’

» . M . . . ' 1 4 = B
présente un minimum pour v = y (minimum d'ailleurs strict, vu la stricte

convexité de la fonction v =—> \v‘ s ce llafisicerit

En vertu d!inclusiony évidenies de sous-différentiels, 11 suffit oour

établir cela de constater que
Oy (B30 SR e S (S S s
v Q-c-g
S o o | o \ \
¢ lesteaagarenencore car iy e V. lentraine dpv (y) = U = )

de constater que

(U-y)0 ¥ o 5 7)) 4 ¢,

i
U

De fait, d'apres (2.5), l'élément z-y € U.y appartient a weorkide

(3.7), on tire aisément que P est contenu dans

g (ytetg) = awuﬂé.é G )
COROLLAIRE 1, A tout instant ou les dérivées e, ¢, v la

y est 1l'élément de norme minimum dans la varisté affine

vV O((an - a) —ca8) .

.

(3.7) montre gque y avvartient bien 2 cette

laguelle est un sous-ensemble de VN (Qc ¢).

En changeant de notation on obtient

COROLLAIRE 2, A tout instant ou les dérivées c¢,g,s existe

L la wveleun

de s est le point le plus proche de c+g dans 1l'ensemble (vic) N @

ainsi que dans la variété affine (v+c) N an - c.
LeMARGUE, La proposition nrécédente et le corollaire 1, montrent que

La foncbtion y est non seulement solution de 1'équation différentielle

rond membre multivoque (2.8), Mais de




¥ .= proj (0, VO ((Qlt,y)N= Glt,y)) = elt) - (1))

qul sont des équations différentielles ordinaires : on a noté ici

Q(t,y) le cone polaire de (v).

Mo c(t)-g(t) O3
La tendance traditionnelle serait de préférer & la conditlon multivoque
(2.8) une telle condition explicite concernant &; mais ce seralt
évidemment ici une maladresse : Outre gue leurs seconds membres sont tres
compliqués, chacune de ces deux équations formule pour la fonction
inconnue y une exigence a premiére vue plus forte que (2.8) ;

L

ltexistence de seolution doit. done, a priori, Etre plus difficile a prouver;

or, par ailleurs, (2.8) est déja une condition assez forte pour assurer
(gréace & la propriété de monotonie de 1'opérateur multivoque écrit au
second membre) l'unicité de la solution consécutive & chagque donnee

initiale. Pour l'élaboration d'algorithmes numérigues également, l'exploi-

tation de (2.8) est bien plus simple que celle de ces équations différen-

tielles (algorithme de rattrapage cf. MOREAU [s], [7]).

3 Ly
De méme, le corollaire 2 se traduit pour la fonction s én

deux équations différentielles ordinaires qu'il serait maladroit de

pre fienenal (28140

Eiie) Caractérisation de x

Comme précédemment, la valeur de s & 1l'instant en cause
= o ~
est traitée comme connue, donc aussi le cbne P = o/ (s) et son cone
polaire @ ; notons q 1la fonction numérique définie pour tout u € H

par -
il e R e




On sait (cf, MOREAU [2]) que cette fonction est martout différentiable

au sens de Fréchet et que

#8581 grad q(u) = pProjg u
PROPOSITION, A tout instant ob les dérivées ¢, g, S, p existent,
la valeur de x = p+s est un point de la variéte affine U+é en lequel

la restriction a cette variété de la fonction

(3.9) u > qlu) - (c|u)

atteint son minimumnm,

Démonstration, Lia dénivation de (1.8) et (1,7) fournit ¥
80 X e U+ g )
(8.11) e S

et cette derniére inclusion équivaut a

DrojU S = ¢

En invoquant (3.8) et (3.8), cela s'éecrit

projy grad a(x) = ¢

..

ouss pulsauesie e [,

.

Rene 2 projy grad (a-(c

o)

ce qui exprime bien la propriété annoncée,

REMARQUE 1, Réciproquement, notons x un point de Uré possédant la

propriété de minimum en question, c'est-a-dire vérifiant (8.12)

?

- : . 0 S e ¥ g 5
s1 on lul associe s par s = projy ¥ , le calcul ci-dessus montre
qu'on a (8.11) ; et si de plus on luil associe p par p = DTOJp xeeile

- .

théoréme des deux cOnes montre que x = p + s avec évidemment p € P.
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I1 résulte de la, par exemple, que si on part d'une fonction absolument
continue t F* s(t) vérifiant (2.18)(rappelons qu'il en existe au
plus une pour chaque donnée initiale s(0) &a cause de la monotonie

du second membre) et qu'on lui associe une fonction t I—> x(t)
appartenant a Lé , dont la valeur x posséde pour presque tout t

la propriété de minimum ci-dessus, on aura pour presdque tout b,

l1'égalité s = Projg ¥ et toute primitive x de cette fonction X
(pourvu, naturellement, que x(0) € U + g(0)) constitue avec s une
solution du probleme d'évolution (1.8), (1.7), (1 SRR (O

En ce sens on peut dire que la condition de minimum en
gquestion, a vérifier pour presque tout t, est nécessaire et suffisante
pour qu'une fonction t > x(t), absolument continue, soit une

solution du probléeme.

REMARQUE 2. La proposition montre gue si notre probléme d'évolution
posséde une solution, alors, pour presque CONL Ty e restriction 2
U*é de la fonction (8.9) posséde un minimum, Il est intéressant de
rapprocher ce fait de la condition de charge siire : cette condition
implique directement l'existence du minimumn. En effet s+@ contient
C ; donc si la variété V+c = V+s rencontre 1'intérieur de C, elle
rencontre 1'intérieur de s+Q, c'est-a-dire que 1l'espace vectoriel V
rencontre 1l'intérieur du cone Q (noter que, par dualité, on montre
que cela équivaut & l'existence d'un hyperplan paralléle a U et
rencontrant P selon une semelle compacte). Pour établir l'existence
du minimum abtendu il suffit de prouver gue la fonctlon Q+¢U+é

est inf-compacte pour toute pente (cf. MOREAU [8]) c'est-a-dire que
sa fonction duale est partout finle et continue. Comme @ est partout

al : - A L] o
finie et continue, cette fonction duale est donnee par 1"inf-convolution




L ]
L]
e ~ X o X X ‘ .
(8.13) QRGeS g e
U+g Vv
Or ; 1 2
Q= yp V . o | -
d'ou -
X | &
qQ g = .
2
Til A e e Y : % ‘ S
L'ensemble des points o q est finie et continue est 1l'inve-
rieur de @ ; l'ensemble des points ol la fonction écrite en (3.13) est
finie et continue est donec V + int 4 savolr 1l'espace H entier

(puisque

centreées

REMARQUE

int @
en des points

Kerivons

(Gl Y,

(828

sous

la

forme

contient des boules de rayon arbitrairement grand

(3l i) projU grad q(%) “

Toutes choses étant fixées par ailleurs, c'est-d--dire en supposant
connues la "tension" s et la vitesse de déplacement forcé ¢, cette

relation lile la vitesse de charge c

2t, la vitesse de déplacement

Kiiik}ﬁ. e é . Rappelons qu'on avait supposé que la fonction charge

t —= ¢, donc aussi la vitesse de charge ¢ , prennent leurs valeurs

dans U ; cela parce que deux charges ayant pour différence un élément

de V sont équivalentes au regard du probléme d'évolution en nrésence de la

lLialson

L2 ¥ € Utg. Autrement dit, dans la formulation du nrobléme
¢'avolution, la char n'intervenait que pnar sa comnosante en U et c'est
cette comvosanide qui est e, Hislenasnilines claim 1l wintroduire la
totalité ce la~harge, élément de H notd c¢', d'od une vitesse de charge
notée &’; alors i

@ Dro,j o
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De la sorte (8.,14) equivaut a

&' € V + grad q(x)

c'est-a-dire, compte tenu de X € U+é,

(3.15) @l G Rillel W o)
U+g

Telle est, selon l'argumentation de la remarque 1, une condition nécessaire

et suffisante de compatibilité entre c' et x ., Cette relation équivaut,

shisenSpre fere s

Ll * .
(8.16) w2 ele W ) (@)
Ut

%
écriture qui implique x € U + g : le calcul de (q+¢U+é) a éte
développ€é dans la remarque 2.

Le fait que cette relation entre les éléments "visibles"

9

¢c' et ¥ est une relation sous—différentielle, au sens de la dualité

de H avec lui-méme, nous semble important pour la raison suivante
la théorie développée dans ce rapport est celle d'un systéme presentant

une plasticité parfaite. Mais B, NAYROLES [1] et @.s. NeuyeN [1], [2]:, [8]

suggerent que les plasticités avec dcrouissage peuvent &tre décrites

comme des plasticités parfaites, moyennant 1'introduction d'un nombre
suffisant de paramétres cachés, tels que p,c'est-a-dire en utilisant

un espace H suffisamment grand., La propriété gue nous venons de dégager,
concernant les éléments visibles ¢' et x (nous nous sommes limités
toutefois au cas ou la forme gquadratique "énergie élastique" est définie
positive sur H ; une théorie plus générale fera 1l'objet d'un autre
rapport)fournit un test susceptible éventuellement d'infirmer par

. 0 1
1'expérience ce "postulat de plasticité parfaite gous-jacente”.




=2 28 >

Certes, la difficulté expérimentale est notable : toute valeur non
nulle de e risque a oriori de correspondre a une valeur non nulle de
p, c'est-a-dire que l'expérience une fois faite laissera 1'échantillon
dans un état altéré méme si les variables visibles sont ensuite
ramenéesa leurs valeurs initiales ; 1l faudra donc disposer d'une
collection d'échantillons pour lesquels on puisse affirmer que les
variables cachées ont la méme valeur. Toute étude expérimentale de

l'écrouissage se heurte a3 des difficultés de cette sorte.

REMARQUE 4. On peut reprendre la démonstration de la proposition
en remplagant (8.2) et (8.3) par (3.4) et (3.5), Si on note q' la .
fonction
1 2 L
(ol G = [dist (u, P-P)] 5

A tout instant ol les dérivées c, ¢, s, p existent, la valeur de

X =t pEst Cegt un peant. ded lia rari

+
\U
@
)
-
=
®

U+é en lequel la restriction

a cette

la fonction

== C R D S (o

u)

attbeint son minimum,

La fonetion q' est, a priori, vlus maniable que 4
c'est le demi-carré de la distance & un sous-espace vectoriel, de H,
donc une forme quadratique. Mais dans ce cadre, on n'a plus la propriéte

réciproque dégagée dans la remarqgue 1 : si, partant d'un X possedant

la propriété de minimum ci-dessus, on lul associe 8 = pTOJQn Q 2

v " ¥ 05 o “

et pi= projD - Fon s Ebiien boujolrs e enV e (S e ok

mais il n'est plus assuré que p appartienne & P.
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COMPLEMENT A LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.,

Invoquer le théoreéme d'intersection (cf. MOREAU [8}}§ 7)

pour obtenir la continuité absolue du convexe mobile s (C-c(t) —~ g(t))OAAV

suppose que cette intersection est bornée, c'est-a-dire que le cone de

recession de C a une intersection avec V réduite 2 {O}. Dans le

cas général on veut procéder comme suit pour établir l'existence de la

fonction y solution de (2.9) s'accordant & la donnée initiale ¥yqe

LEMME, Soit G wun convexe fermée mobile de H

fermée fixe. Une fonction y

et soit B une boule

, & valeum dans 1'intérieur de B, est solu-

tion du processus de rafle par G si et seulement si elle est solution

du processus de rafle par G 0 B.

Evident, nuisque

y € G int B implique

GOB G B

(Sl

PV (y) =3 (y) + 3y (y) = oY
G

On va donc chercher & exhiber une boule B telle que la

solution du vprocessus de rafle, pour la donnée initiale considérée, par

le convexe mobile borné (C-c-g)NVNB vrenne ses valeurs dans int B, de

sorte que cette fonction sera aussi solution de (2190

On utilise pour cela un complément au
(voir la démonstration dans : NOTE COMPLEMENTAIRE
DE CONVEXES MOBILES, Séminaire d'Analyse Convexe,
1'intérieurduconvexe mobile t+>C - cl(t) - g(t)

borné, & variation (absolument) continue, possgde

théoreme d'intersection

SUR LES INTERSECTIONS

1973, Exposs n° 18)de ce g
non nécessairement

pour tout b € [O,TT




une intersection non vide avec V, ce comnlément nermet de conclure

que la fonction numérigue “inie

ity »wad(yo, (C-elt) - g(t)) O v)

est continue sur [0,7], done majorée par un rdéel Rg.Boit By une bouls
fermé de centre Yo, de rayon ERq; > Ry. Pour tout ¢ € [0,T], 1'intérieur
de B; rencontre 1'intérieur de C - co(t) . g(t) 3 il s'agit maintenant

d'intersection bornse, donc le thdoréme d'intersection s'anpligue pour

montrer gue le convexe mobile

g

est absolument continu., Le processus de rafle var Dy vposseéde done une
solution pour toute donnée initiale dans D1(0) ; de plus, la fonction

t s var (Rg 30 o dtant continue, il existe une subdivision finie
(©) = 't;O & t.l K tnm-l < tn =
denl Sintervalle T o Bl A Ledn® che moum taub 1= 1 s, onsaib

var Dy i1 by) < R,

Notons Vi3 une solution du vnrocessus de rafle par Dy sur l'intervalle
[timl» ti]‘: on sait que la variation de cette fonction est majorée par
celle de Dy ; choisissons la valeur initiale ug(t; 4) & une distance

de y moindre que Ky ; alors on est assuré que u;(t) € int By pour
O O ) ab

tout e [tiwl’ ti];

Soit B une boule de centre ¥ys de rayon R > Ry et soit y
la solution du processus de rdfle, vour la donnée initiale y(O) = Yo?

par le convexe mobile

Y o (4 et VAR, ‘noté Dlt] |




- 12,33 -

Vu le lemme de tout & 1l'heure la fonction u.

i définie ci-dessua

est aussi solution du processus de rafle par D sur 1'intervalle

[ti—l’ ti]3 ce qui fait que, sur cet intervalle, la fonction numérique

by fug () -y

est décroissante. Il en résulte visiblement que, pour tout t € [O,T],
la distance Yot y(t)|‘ est majorée par un réel M dont la construction

fast tinvervenir desi2nt points u;(t;_ ), u;(t;), ainsi que Ry et Ry,

i

mais non la valeur de R. Si donc on choisit R > M, on sera assuré que

y(t) prend ses valeurs dans 1'intérieur de B, donc est solution de (2.9),

d'aprés le lemme,



