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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

MONTPELLIER 1973 Exposé n° 1

INTERSECTION DE DEUX CONVEXES MOBILES

J.J. MOREAU

1~ Introduction

Soit T wun intervalle de R ; soit (Ag), t € T, wune famille
de parties d'un espace métrique E , famille indexée dans T , ce quil

peut aussi bien s'énoncer comme une multiapplication (ou application

multivoque) de T dans E . Employant le langage de la cinématique
on peut aussi interpréter la variable t comme le temps et dire que

t"-"'At est un ensemble mobile dans 1l'espace métrique E .

Plusieurs travaux récents concernant des équations d'évolution
ou des propriétés de sélection (cf. [1]- [2]) [e] [7] [8]) mettent au
premier plan la notion de variation d'une telle multiapplication, au

sens de la distance de Hausdorff entre parties de E .

Si Al et Ao sont deux parties de E , nous introduisons

l'écart non symétrique (cf. [7], [8]) -

(101) e(Al, Az) = sup d(x, A2)

X eAl
(expression a valeurs dans 'ﬁ+ = [0, +®]- que nous appelons 1l'excés de
Al sur A2 ; le sup est entendu au sens de 1l'ordre de .ﬁr 5 ce qui
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donne e(A;, Ag) = O pour A; = ¢ ) ; la distance de Hausdorff

(éventuellement infinie) des ensembles A; et Ay s'écrit alors
h(Ay, Ay) = max {e(Al, Ag), elAg, Al)} .

Soit [s, t]° un sous-intervalle compact de T ;, & toute

subdivision finie de cet intervalle, soit

ST s =T, <7< .. ST, FL

associons

n
V(sS) = 2 h(A solliz ¥
i=1 Tiaa Ti

Le sup des V(S) pour S décrivant 1l'ensemble des subdivisions finies

de [s, t]- est appelé variation de la multiapplication A sur 1l'inter-

valle [s, t]-; notation : var(A ; s, t) .
Si, pour tout [s, t]c: T ;5 cette variation est finie, nous
dirons que A est a variation finie sur T ; dans ce cas on définit,

4 une constante additive arbitraire prés, une fonction numérique crois-

sante v : T =R , dite variation indéfinie de A sur T , telle

que
var(A ; s, t) = v(t) - vis) .

La fonction numérique v est absolument continue sur [s, t]-
si et seulement si a tout &> 0 on peut associer 7 > O tel que,
pour ]bi’ Ti[ famille de sous-intervalles ouverts deux & deux dis-

joints de [s, t]-, on ait l'implication

Z |Ti—01|'< Ui o % h(AUi’ Ay ) <& :

1 i

On dit alors que la multiapplication A est absolument continue sur

[s, t]° (resp. elle est dite localement absolument continue sur T si.

elle est absolument continue sur tout sous-intervalle compact de T).
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Il existe alors V € Ll(s, t ; R) (resp. LiOC(T, R)), vitesse de

l'ensemble mobile, telle que

var(A ; s, t) = | v(r)ar .
s

La multiapplication A est dite lipschitzienne de rapport .4

si, quels que soient o et 7 dans T , on a

A) < llo-T| .

h(A,, Ar

I1 faut et suffit pour cela qu'elle soit localement absolument continue, avec

v <l presque partout dans T .

Cela rappelé, voici l'objet du présent rapport : on suppose

que E est un espace vectoriel normé réel, que T est un intervalle

compact de (R et que tF9'At s bt By sont deux multiapplications

de T dans E , & valeurs convexes. Si ces deux multiapplications

sont & variation finie continue, resp. absolument contilnues, resp.

lipschitzienne, en est-il de méme pour la multiapplication
te> A M B 9

La réponse est affirmative si, pour chaque t € T, Ay rencontre

l'intérieur de Bt avec, de plus,
diam A;(VBy < +® .

Cette propriété est d'importance pratique pour l'exploitation
de résultats que nous avons antérieurement formulés, lors de 1l'étude
de certaines équations d'évolution introduites par la théorie des

systémes mécaniques élastoplastiques (cf. [5]).

Un cas particulier frappant est celui ou By est une boule

ouverte indépendante de t : il vient que si la multiapplication
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tF> Ay , a valeurs convexes, posséde une variation finie continue
(resp. absolument continue, resp. lipschitzienne) il en est de méme de
sa trace sur la boule ouverte fixe en question, pour tout intervalle
compact, si cette trace est non vide pour tout t dans l'intervalle

en question.

Le rapport débuve par trois paragraphes techniques ol l'on établit
diverses inégalités utiles pour la suite. Est étudiée, en particulier,
la guantité e(A, Z~B) : A rencontre l'intérieur de B si1 et seule-
ment si cette quantité est > O .

Viennent, aux paragraphes 5 et 6, des propriétés de semi-conti-
nuité en un point, en supposant que T soilt un espace tovpologique
quelconque et que t"—"‘At et tr> By solent deux multiapplications de
T dans E , a valeurs convexes : si s est un point de T on formule

des conditions assurant

tl_i.ms e(A,MBy , A;MBg) =0
ou
t1_1’ms e(AgMBg , ALMiBy) = 0 .

En méme temps ressortent la semi-continuité inférieure ou la semi-
continuité supérieure au point s pour les fonctions numériques

te>diam A B, et tr>e(Ay, E~By).

Le théoréme annoncé est établi au paragraphe 7.

Un dernier paragraphe est consacré au cas particulier ou E
est un espace hilbertien : on peut obtenir dans ce cas des inégalités

plus précises en s'appuyant sur des propriétés angulaires.

L'aprendice donne une démonstration du fait assez connu que
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voici : si A et B sont deux parties convexes d'un e. v. t. et si l'une

A'elles rencontre l'intérieur de 1'autre alors les adhérences de ces

ensembles vérifient

2- A propos de diametres,

Soit E un espace métrique et soit AC E ; considérons le

diamétre de A

diam A = sup {d(x, y) ' x € A, y € A}

s
expression a valeurs dans ]§+ = [0, +0]- (pour toutes ces questions con-
cernant des distances nous conviendrons d'entendre les "sup" au sens
de 1'ensemble ordonné i§+ , ce qui fait diam @ = 0),

S8i A' est une autre vartie de E , on a, avec la notation

e rappelée dans 1l'introduction,
(2,1) diam A' < diam A + 2e(A', A) .,

En effet, cette inégalité est banale si A ou A' est vide,
Sinon, soient x' et y' dans A' et soit &€> 0 , Il existe x et

dans A tels que

d(x', x) < d(x', A) + &
dly', y) < d(y', A) + & .
Alars

d(x', y') £ d(x', x) + d(x, y) + dly, y')

IN

diam A + d(x', A) + dly', A) + 2& .



En prenant les sup

diam A' £ diam A + 2e(A7,

aussi petit que soit & , d'ou

On €établit d'une manieére

Quel que soit a € A et

(2.2) d(a, b) £

pour x' et

y' décrivant A', on obtient

A) + 2¢
(2.1).
analogue la propriété suivante

quel que soit b e E ,

diam A + d(b, A) .

3- Boules contenues dans des convexes.

Supposons encore, pour l'instant, que E soit un espace métrique
quelconque et soit B¢ E . La boule ouverte de centre a , de rayon
p , est contenue dans B si et seulement si
o < dla, EXB) .

Donc le point a

sl et seulement s1i
d(a,
est un

Par suite, si A

o
appartient a l'intérieur B

autre ensemble,

O
AMMB # ¢ <> elA,

soit un espace

de 1'ensemble B

ENB) > 0 .

on a l'équivalence

E~B) > 0O .

vectoriel réel normé ;

sur 1'un ou 1l'autre de

ces espaces, on note .|

et soit a € E ;

(3.1)

Désormais, supposons que E
soit F son dual ;

la norme.

LEMME. Soient By et

B2 deux parties convexes de E



alors

(3.2) dla, EXBy) £ d(a, ENBg) + e(By, Bg) .

Démonstration. Pour simplifier les calculs, supposons faite une trans-

lation telle que a = O . Soient ¢, et g, , définies sur F , les
fonctions d'appui respectives des convexes B; et Bs ; si ces ensem-
bles ne sont pas vides (sans quoi 1l'inégalité est banale) g, et gy
sont des fonctions sous-linéaires, a valeurs dans ]—, +0}- , nulles

a l'origine,

Soit p > 0 ; 1la boule fermée de E de centre O, de rayon

0 , a pour fonction d'appui yf*'pfyf . Donc 1'inégalité
(3.3) vyeF: plyl <egly

exprime que cette boule est contenue dans 1l'adhérence Bl et, par suite,
que la boule ouverte correspondante est contenue dans Bl . Vu ce qu'on

a dit plus haut cette derniére propriété équivaut a
(3.4) p £ d(0, EXBy) .

Par ailleurs, comme la fonction ¢, est positivement homogéne, (3.3)

équivaut a

(8:5) VY €O o < g1ly)

o désignant la sphére unité de F . D'apres [7]°, p. 13.16,

équation (2.15), on a

V v € o g1(y) < g5ly) + el(By, By)

En supposant e(Bq, Bz) < +® (sans quoi 1l'inégalité (3.2) a démontrer

est banale), il vient donc que (3.5) implique

Vyeo: p- e(B,, By) < go(y)
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ce qui implique (banalement dans le cas p - e(By, B2) < 0)

p - el(Bq, B2) < d(o, E\\BZ) .

Bref, pour p > O, (3.4) 1implique

p < dl0, ENBy) + e(By, Byl

d'ouw L'inégalité (3.2).

De L& nous tirons

PROPOSITION. Soient Bl et B2 des convexes guelconques de 1'espace

normé E et soient Al et A2 des parties quelconques de E

3

alors

{(B:8) e(Aq, ExB,) < e(Ay, ENBg) + el(Ay, Ag) + e(By, By)
En effet (3.2) entraine

sup d(a, E~B;) < sup dla, ENBg) + e(By, Bg)
a € A1 a € Al

c'est-a-dire
e(A), ENBy) < elAq, ENBy) + e(By, By)

d'oa (3.8) en invoquant 1'inégalité triangulaire

e(A17 E\Bg) < e(Al, A2) + e(Az, E\Bz) .

4- Inégalité fondamentale .

PROPOSITION. $Soient A et B _deux parties convexes de 1'espace

nermé  § o on suppose qu'il existe une boule ouverte, de centre a € A,
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de rayon p > O , contenue dans B ; alors

(4.1) Vx € B dm,AﬂB)S(l+L&ﬁh(«x,A)+dw,Bn.
e

Démonstration. Soient f et g , définies sur le dual F de E

4

les fonctions d'appui respectives de A et B . Il est assez classique

(cf. par exemple, [4] ou [7]) que
d(x, A) = sup {<x, u> - f(u) : ueF , |u|-s 1}
et expression analogue pour d(x, B), d'ou
d(x, A) + d(x, B) = sup {<x, u+v> - fl(u) - g(v) : |u| <1, Iv"s i}
Dans ce qui sult on posera
?(u, v) = <x, u+v> - flu) - g(v)

Cette fonction ? étant positivement homogéne, il vient, plus géné—

ralement, que si k désigne un réel > O , on a

(4.2)  k(d(x, A)+d(x, B)) = sup {§(u, v) : |uf <%, |v] < x}

Allégeons les calculs en supposant faite une translation

telle que a = O . L'hypothése a € A implique alors :
(4.3) VuePF : flu) >0

et 1'hypothése que la boule ouverte de centre a = 0, de rayon p > O

est contenue dans B
(4.4) vV veFr :: glv)zp |vl- "

Constatons que la fonction d'appui de A(YB est égale a

1'inf-convolution f V ¢

(£V g)(w) = inf {f(u) + g(v) " ueF, veF,u+rvs who.
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En effet, f et ¢ appartiennent a [ (F, E) (pour tous les €léments
de la théorie des fonctions convexes invoqués ici, voir [3]) ; f est
minorée d'aprés (4.3) et, d'apres (4.4), ¢ est inf-compacte pour la

topologie faible of(F, E) ; donc f V g appartient & [(F, E) ce qui

fait qu'elle est égale & sa bipolaire (f V g)** . Or on sait que
(£ V g)x s gx

et que f* et g* sont les fonctions indicatrices wx et Yz des

B
adhérences des convexes A et B ; or
Vit v ¢ YEaB
De ce gque A rencontre l'intérieur de B il résulte (cf. Appendice)
AC\B = AMB .

Bref

* XK

(fV g)" = Ygs = Wams

de sorte que f V ¢ est bien la fonction d'appul de A[1B .

De 1a l'expression suivante pour la distance de x a AMB

d(x, ACYB) = sup {<x, w> — (£ V g)(w) : |w <1}
= sup { sup {<x, w> - flu) - g(v) : uv = w} : |wl < 1}
= sup ﬁ?(u, v) 3 |u+v| < 1}

Mais, vu (4.3) et (4.4) , on a l'implication

lurvl €1 = elu, vi < x| - plv] s
donc si |v| > L_! , la valeur de ¢(u, v) est inférieure a

Jo)
?(O, 0) = O ; cela permet de remplacer l'expression ci-dessus par
{4.3) d(x, AMB) = sup ﬁf(u, v) ¢ furv]o <1, |v]g Lfl'} .

0
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Mais
|utv] < 1, |-v|$@.’ = Jul < 1+_|_"_‘_|' .
P P
Donc si, en (4.2), on prend k = 1 + L%l' , la comparaison des ensembles
sur lesquels on prend le sup de <P(u, v) fournit

d(x, AOB) < (1 + I_"l') (d(x, A) + d(x, B)) ,
Jej

ce qui est bien (4.1), vu la translation faite.

COROLLAIRE. Soient A et B deux parties convexes de E

o et p dans ]O, +®[ tels gque
(4.4) a < p<elA, EX\ B .
Pour tout x € E tel que

(4.5) d(x, A) + d(x, B)

A
Q

on a

p + diam AMB

(4.08) d(x, ANB) £ (d(x, A) + d(x, B)).

(ce qui n'a d'intérét que si diam AMNB < +®),

Démonstration. Vu (4.4), il existe a € A vérifiant avec p les

hypothéses de la Proposition précédente ; en invoquant (2.2) on a,

d'autre part,
| x-a]- < diam AOB + d(x, ANB) .
Donc (4.1) entraine

d(x, ANB) < (1 + diam ANB * di(x, AAB) ) (q(x, a) + d(x,
yel

En notant S le premier membre de (4.5) et D le premier membre

;  solent

B))
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de (4.8), cela s'écrit
p D <(p+ diam AMNB + D) s .

Si x vérifie (4.5) on a p-S 2 p-a > O, d'ou

D < o+ diam AﬂB S .<. el + diam A\J‘k‘iB S

p -5 o - a
c'est-a-dire (4.6) .
Remarque. Le cas e(A, ENB) = +® est sans intérét . si
diam A}B < +®© , il exige B =E . Si O < e(A, E~B) < +®© , on

peut choisir p arbitrairement voisin de cette quantité d'ou;en pas-

sant'a la limite, la possibilité de faire p = e(A, ENB) en (4.6).,

5- Premiére semi-continuité.

PROPOSITION. Soit T un espace topologique et soient ti > A, et

v+ By deux multiapplications de T dans 1l'espace normé E , &

valeurs convexes. Soit s € T tel gue

(5.1) diam AV By < o
o}

(5.2) Asf)BS £ o
(5.3) lim e(Ay, A.) = O

t — s t S
(5.4) lim e(B,, B,) = O .

t ™ s t =
Alors
(5,.5:) lim e(Agﬁ Bt’ ASfXBS) = 0

t = s
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et les deux fonctions numériqgues

tr>diam A By

tr>e(A;, ENBy)

sont s. ¢. s, au point s

Démonstration. Soient a

et

o dans ]0, +®[ tels que

a < p < e(AS, EXBg)

le dernier membre est bien > O , en vertu de l'hypotheése (5.2}
D'aprés (5.3) et (5.4) 1l existe V , voisinage de s dans T tel
que, pour tout t € V ,

e(A,, A.) < &
v S )
e(By, Bg) < %
Donc, si t €V et x € Atr1Bt , on a
dix, Ag) + d(x, BS) < a ,
ce qui permet d'invoquer 1'inégalité (4.6)

p + diam A M Bg

d(x, ASF\BS) <

En prenant le sup , pour
de e(Atf\Bt, AS(\BS) qui
de (5.3) et (5.4).

La semi-continuiteé

vient alors de 1l'inégalité
diam A MVBy

La semi-continulté

(e(Ay, Ag) e(By, Bs))
o - a
x € A{MYBy , on obtient une majoration

fait que (5.5) découle immédiatement

supérieure de la fonction t+> diam A.b("\Bt

(2.1)
< diam Asm BS + 2€(At") Bt’ ASnBS) N

supérieure de la fonction 1> e( Ay, ENBy)



(banale dans le cas,

découle de 1'inégalit

e(A,, EXXBy) < e(A

Remarque : (5.3) ou
applications considér
s , 1l y a méme é€Qqu

on suppose de plus A
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d'ailleurs trés spécial, ou e(As, ENXBg) = +®)

é (3.8)

g? ENBg) + e(Ay, Ag) + e(Bt, Bg) s

(5.4) ont lieu, en particulier, si les multi-

ées sont semi-continues supérieurement au point

ivalence avec cette semi-continuité supérieure si

g (resp. Bg) compact (cf. [7], p. 13.31).

8- Seconde semi-continuité .

PROPOSITION. Scoit T

un espace topologique et soient tv> Ay et

t > By deux multiapp

lications de T dans 1'espace normé E , a

valeurs convexes. Soi

t s € T tel que

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

Alors

(6.5)

et les deux fonctions

diam ASF\BS < 40

o
A_NB, # ¢

lim e(A Ay) =0
t 7 s s’ t

lim e(B., B;) = O .
t 2 s = t

lim e (A By, A1 By) = O
t s

numériques

ti—> diam AtC]Bt
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sont s. ¢. i. au point s .

Démonstration. L'hypothése (6.2) fournit r > O et a € Ay tels que

d(a, E\\BS) >» r .,

Les hypothéses (6.3) et (6.4) fournissent V , voisinage de s

dans T tel que, pour tout t € V , on ait

I

elAg, Ay) <

[ ke

Pour chaque t € V on a donc

r
d(a, At) < - ¥
4

ce qul assure l'existence de ay € At tel que

ya-atm < 5

4

Par ailleurs l'inégalité (3.2)
d(a, ENBg) € dla, EXBy) + el(Bg, By)
entrafne que,si t € V

s

dla, ENBy) > r - e(Bg,

et comme

d(a, ENBy)

IN

La—at| + d(ay, ENBy)

il en résulte

dlay, EXBy) > g .

Alors 1'inégalité (4.1) fournit

2|x—atf .
Y x € E @ d(x, A(MBy) < (1 + — Jld(x, Ay) + dlx, By))
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Si x € ASF\BS on a

d(X, At) < e(AS At)
d(X, B.t) < e(BS, Bt/
fxuatf < |x-al # ﬁa-at{ < diam AN By + g .

Donc

2 diam A_MB
+ S 2 ) (elAg, Ay) + e(Bg, By)),
B

e(AN By, AMB) < (

1o

ce qui fait que (6.5) découle de (6.3) et (8.4).

La semi-continuité inférieure de la fonction numérique

t+> diam Atr\Bt résulte de 1'inégalité (2.1)

diam AV By < diam AL By + 2e(A N By, A NBy) .

La semi-continuité inférieure de la fonction numérique

tr>e(Ay, ENBy) résulte de (3.6)

At} + e(B

e(Ag, ENBg) £ elAy, ENBy) + elAg,

En particulier, si el(A ENBg) = +© , il existe un voisinage V de

S?

s dans T tel que e(At, ENB = +® pour tout t € V .

)
t

Rkemarque. Les propriétés (6.3),(6.4) ou (6.5) impliquent que les
multiapplications A, B ou AfIB , respectivement, sont semi-

5

continues inférieurement au noint s (cf. 7] v, 13.35).
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7- Variation sur un intervalle compact.

PROPOSITION. Soit T wun intervalle compact de [R ; soient tP9'At

et t**‘Bt deux multiapplications de T dans l'espace normé E , &

valeurs convexes ; on suppose que, pour tout t € T ,
(7.1) diam Ay () By < +

o)
(7.2) At(\ By £ P .

Alors, si les deux multiapplications sont & variation finie continue sur

T (resp. absolument continues, resp., lipschitziennes), il en est de

méme pour la multiapplication tr> A;MBy .

Démonstration. Puisque

hiAg, Ay) = max {e(Ag, Ay), elAy, A}
s Bt) = max {e(BS’ Bt)’ e(Bt’ BS)}
la continuité des deux multiapplications au sens de la distance de

Hausdorff entrafne que les hypothéses des Propositions 5 et 6 sont

vérifiées pour tout s € T .

La fonction numérique a valeurs finies
t=diam Ay O By,

est de la sorte s. c.s. en tout point du compact T , donc majorée par
un R < +0

De méme la fonction numérique tr>e(A;, E~NBg), a valeurs > O
d'aprés (7.2), est s.c.i. en tout point de t , donc minorée par un

p > 0 , choisissons a € IO, p[.

Les fonctions ""variations indéfinies" des deux multiapplications

e AL et t'—‘*'BT sont des fonctions numériques finies continues sur
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T , donc uniformément continues ; par suite, il existe p > O tel

que, pour o et T ©points de T , la condition
(7.3) lo-7|- < p
implique

h(A

b
IN
\CRTe]
A
e

(es]
IN
IR
N
o

S'il en est ainsi on peut appliquer 1'inégalité (4.6) pour obtenir

VxeaANB, : dlx, ANB;) < k(dix, Ay) + d(x, B))
avec
k= LT R
o - a
En prenant les sup pour X € Aof\BU , cela donne
e(A,MNB,, A NB.) < klelA,, A) + el(By, B.))

et une inégalité semblable en échangeant o et 7 , d'ou

h(AUf\BU, ATfWBT) < k(h(A A_) + h(B

I1 n'y a plus gu'a invoquer la définition de la variation
d'une multiapplication sur un intervalle compact [s, tlc T (cf.
Introduction) , en se restreignant & des subdivisions assez fines
pour que chaque sous-intervalle ait une longueur moindre que p .

obtient ainsi

var(AAQB ; s, t) £ k(var(A ; s, t) + var(B ; s, t))

ce qui fournit les conclusions attendues (noter que, dans le cas

On

lipschitzien, le rapport de Lipschitz de AMB est a priori inconnu).
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COROLLAIRE. Soit T wun intervalle compact de IR ; soit tr> At une

multiapplication de T dans l'espace normé E , & valeurs convexes, et

soit B wune boule ouverte constante telle que

VteT: ANBH#¢

Alors si tr> A, est & variation finie continue (resp. absolument

continue, resp, lipschitzienne), 1l en est de méme de la multiapplication

t> A+ B .

Remargue. Avec T éventuellement non compact, les conclusions précé-

dentes peuvent €tre exploitées a titre local : si les multiapplications
A et B sont & variation finie continue sur T et si s € T est tel
que diam A, Bg < +® , Asf)%S # ¢ , les semi-continuités formulées
aux paragraphes 5 et 6 fournissent un intervalle compact, voisinage de
s dans T , sur lequel ces deux conditions sont partout satisfaites
la multiapplication A() B est donc a variation finie continue sur ce

voisinage de s . De méme la propriété pour les deux multiapplications

A et B d'avoir des variations localement absolument continues (resp.

localement lipschitzienne) passe a l'intersection A (1B , tant que

O
diam AMB< + ® et AMNB# ¢ .

8- Cas d'un espace hilbertien.

81 l'espace normé E est un hilbertien H on peut obtenir des
inégalités, légeérement meilleures que celles du paragraphe 4 , qui
peuvent rendre service dans 1'étude de multiapplication & variation

firnle non continue. La situation est dominée, dans ce cas hilbertien,
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- . < . . t . o . 2 S g
par des considérations angulaires, dou 1l'intervention de la trigonométrie.

PROPOSITION. Soient A et B _deux parties convexes de 1l'espace hilber

tien H on suppose que B rencontre 1l'intérieur de A ,_S'estua,
dire gu'il existe une boule de centre b e€ B, de rayon g > O , con
tenue dans A, Alors
(8,1 ¥ x ¢ H: dlx, ANB) < k(d(x, A) + d{x, B))
ot 1'on peut prendre
k = max {1, sup Iy—b|}
o y € ANB

ou aussi

(ou toute autre valeur majorant 1l'une de celles-.1la, par exemple

k = max {1, diam Af\B} )
0

Démonstration. Les hypothéses impliquent E(\g = ANB (voilr appendice)

quitte a remplacer les ensembles par leurs adhérences, on peut donc

raisonner en supposant A et B fermés. Alors AMB est fermé et

d(x, ANB) = |xwy!
avec
(8.2) y = projlx, ANB) .
L'inégalité (8.1) est triviale s'il se trouve que x = y : dans

toute la suite on supposera donc x-y # O . On sailt que (8.2) éguivaut a




s L.B1 =

et, comme il existe b ou les deux fonctions indicatrices ¢A et ¢B
sont finies, 1l'une continue, on a partout
My = 3y g = ¥y + Ay .
Donc (8.2) équivaut a
Ap € yly), Jae dgly) : x-y = p+ra .
Si p =0, cela laisse
X~y € B¢B(y)

c'est-a-dire y = proj (x, B), d'ou

d(x, AMB) = d(x, B)
de sorte que 1'inégalité (8,1) est bien vérifiéde ; méme conclusion

pour q = O .

Supposons donc p et g non nuls, c'est-a-dire, puisque

of,(y) et gly) sont des cBnes, qu'il existe u et v tels que

(8.3) |l

1, ue yly)

(8.4) | v|

1

1, v e dgly)
ainsi que A et u strictement positifs tels que

(8.5) X-y Au + uv

1

2
|x-y|” = A2 + 4B + 2au(u|v) .

Donc, si on pose

(u]v) = - cos,y , v e [o, 7]

on a
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2 =A% + uR _ 2\u cos vy

ce qui, selon la trigonométrie élémentaire, est (nécessaire et)

suffisant pour 1l'existence de a et S dans [0, 7]° tels que

(8.6) W cos ¥ + v cos 8= A
(8.7) vV cos a + A cos y = u
(8.8) A cos B+ u cos a =V
(8.9) a+ B+ 7y =7 .

Les ensembles A et B sont respectivement contenus dans

les demi-espaces

Ay ={zeHn : (z-ylu) <0}
Ag = {z e H : (zvylv) <o}y .
Donec
d(x, A) 2 d(x, AA) + d(x, B) 2 d(x, AB)
Pour tout & € R , notons ¢ sa partie positive, c'est-a-
dire
= & si £20
= = ; 0 si & <0 .
Alors
dlx, By = (x=y|w)" = +p(v[u))® = (A cos ¥)" = v(cos B’

vu (8.6) et, de méme,

.

d(x, AB) - vicos a)”
donc

{8,10) d(x, A) + d(x, B) 2 v((cos a)t +(cos B)7)
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lére éventualité : Y 2

SIS

Alors (8.9) 1implique B <T - a d'ou
2

(cos a)t + (cos ﬁ)+ > cos a + sin a > 1

ce qui fait que 1'inégalité (8.1) est bien vérifiée
2eéme éventualité : y < 7T
2
Alors
(8.11) sin v = sin(a+f) = sin B8 cos'a * sin a cos f3

< sin B (cos a)® + sin alcos B)*

< (cos a)™ + (cos B)7 .

On exploitera donc (8.10) en cherchant une minoration de sin 7y

et c'est ici gu'intervient la boule de centre b € B, de rayon
p > 0 , contenue dans A . A fortiori b appartient &2 Ag , d'on
(8.12) (b-y|v) < 0

et le point b + pu de la boule en question appartient a AA , d'ou
(8.13) (b-ylu) < - p .

Appelons ® la projection orthogonale de b-y sur le plan engendré
par u et v (ou sur la droite qu'ils engendrent dans le cas ou u

et v serait colinéaires)

(8.14) (slu) < o, (s|v) £0.
Le déterminant de Gram de s, u, v, a savoir

(s]s) (s|u) (s|v)
(u{s) 1 - cos ¥

(v|s) - cos vy 1



est nul, d'ou

ls|2 sin® v o= (slu)2 # (s[v)2 + 2(siu)(s|v) cos Yy .

Vu (8.14) et le fait que cos ¥ 2 O cela donne

|s|2 sin2 y > p? .

Alors (8,10) et (8.11) fournissent

d(x, ANB) < |s| (d(x, A) + d(x, B))
0
Comme |sl < &ymb| cela établit la Proposition, avec la premieére

expression proposée pour k .

Quant a la seconde expression proposée pour k , elle
s'obtient en remarquant que
|y-bl < [x-b] .
En effet, vu (8.12) et (8.13) , on a
(X-y|b-y) = K(uIbny) + u(vibuy) <. 1@
ce qui donne
Lx_b|2 - |y~bl2 - (X—ylx+y~2b) = |X~y|2 + 2(X~y|ynb) > 0

Remarque. Cette derniére expression de k fournit une inégalité

de méme type que (4.6), mais affranchie de la restriction (4.5).

9~ Appendice.

PROPOSITION. Scient A et B _deux parties convexes d'un espace

vectoriel topologigue sur le corps des réels. On suppose que B
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o)
rencontre l'intérieur A de A alors

ANB=ANB.

Démonstration. Supposons faite une translation telle que l'origine

appartienne a XF\B. Alors la jauge de A est une fonction J ,

sous linéaire > O , partout finie et continue et on sait que
. o
jix) <1 <& xe€A
Jix) £1 <= x € A .

Comme 1l'inclusion ‘A(W B CL.KIW'§ est banale, il reste a con-
sidérer un a € A(WIE et prouver gque tout voisinage V de a ren-
contre A(C\B .

L'application P de E X JR. dans E

(x, p)¥>F(x, p) = - x

o max{1, j(x)}'

est continue et, comme a € A, on a Jj(a) £1 , d'ou

F(a, 0) = a - a
max{1, jla)}

Il existe donc un voisinage W de a dans E et wun voisinage

[0, & [ de 0O dans R, tels que

xeW, pelo, e = Flx, p) eV .

Choisissons x dans B(|W (non vide puisque a € %) et p € ]O,e [
Alors la convexité de B fait que le point y = F(x, p) appartient
a B ; en outre

A

) <1

jly) = : (x
b o + max{1, j(x)} 5

donc yEKCA. Bref VO AMIB £ ¢
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