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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

MONTPELLIER 1972 Exposé n° 13

RETRACTION D'UNE MULTIAPPLICATION

par

J.J. MOREAU

1. INTRODUCTION

l.a. Un probléme d'évolution & contrainte unilatérale.

La motivation initiale de la théorie qu’'on va exposer se trouve

dans 1l'étude de 1l'équation différentielle a second membre multivogque

(1.1) _du t, u) |,
1 o Y u

ou l'inconnue u est une application absclument continue d'un inter-

valle [O, T]c: [R dans un espace hilbertien réel H . Pour chaque

t € [0, T]', 1la fonction x> (1, x) est la fonction indicatrice

d'un ensemble convexe fermé non vide donné C(t)C H (c'est-a-dire

Ylt, x) = 0 si x € C(t) , sinon +0 ) - on sait que l'ensemble
sous-différentiel 0OY(t, x) constitue le cBne des vecteurs normaux
(dans le sens sortant) au point x de C(t) (cone vide si x ¢ C(t) :
réduit a2 {0} en particulier si x est point intérieur de cC(t) ) (1),
En interprétant t comme le temps on a, au moins lorsque C(t) possede

un intérieur non vide, 1l'image intuitive suivante de la loi d'évolu-—

tion (1.1) : 1le point mobile u reste au repos tant qu'il est inté—

(l)Il sera treés peu fait usage dans ce rapport des notions de sous-
différentiabilité et de dualité des fonctions convexes : en cas de
besoin consulter MOREAU [1]° ou ROCKAFELLAR [1]-
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rieur a3 l'ensemble convexe mobile C ; si la frontiédre de C vient

4 l'atteindre, le point mobile prend une vitesse dirigée selon une
normale entrante de ce convexe, de maniére a continuer d'appartenir

4 C ., C'est ce que nous appelons un processus de rafle.

Dans deux rapports antérieurs de ce Séminaire (MOREAU (3], [4])
nous avons montré, moyennant certaines hypotheéses sur la donnée

ti~> C(t), l'existence d'une solution t*> u{t) de 1l'équation (1.1

——r

¥

pour chaque donnée initiale
(1.2) u(0) = a € C(O)

l1'unicité résulte banalement de ce que la multiapplication x> (1, x)
est monotone au sens de Minty (pour un exposé de travaux récents sur

les équations de la forme - 3% ¢ A(t, u) avec A(t, .) multiappli-

dt
cation monotone de H dans lui-méme, voir BREZIS [1]1). Le premier
mémoire utilise une technique de pénalisation (ce qui revient, sl on
préféere, a effectuer sur la multiapplication 9y une régularisation

de Yosida), le second une méthode d'approximation par des fonctions

en escalier. Les deux procédés invogquent les mémes hypotheses de régu-

larité quant a l'évolution du convexe mobile C ; cette régularité
se formule au moyen de la fonction numérique t+>v(t), variation
de la multiapplication C sur 1'intervalle [0, t]-: c'est la notion

traditionnelle de variation d'une fonction définie sur un intervalle,
a4 valeurs dans un espace métrique, la métrique étant ici fournie par

la distance de Hausdorff entre parties de l'espace hilbertien H .

I1 vient que, si la fonction numérique v est finie et absolument
continue, le probléme (1.1), (1.2) posséde une solutlion u fo, T]- - H
absolument continue au sens de la métrigue de H

. Une notion de

solution faible s'introduit d'ailleurs, dés gque v est a valeurs finies,

éventuellement discontinue.



Les hypothéses concernant la variation de la multiapplication
t—> C(t) , & valeurs convexes fermées non vides, se transcrivent

d'ailleurs aisément en formulations invoquant la fonction d'appuil

yr—>vy(t, y) de C(t) (cf. paragraphe 2.c,ci-aprés). L'usage de la
fonction d'appui est ici tout naturel ; c'est en effet une propriété
essentielle de C(t), ensemble convexe fermé, que d'€tre l'intersec-
tion dés demi-espaces fermés minimaux le contenant ; Jjustement la

fonction numérique t+¥>y(t, y) définit, pour chaque y € H , 1la loi

d‘évolution d'un tel demi-espace minimal, D’ailleurs y>7y(t, y)

étant la fonction duale de x+>Y(t, x) , (1.1) s'écrit tout aussi
bien
y du
(1.83) u € Iylt, - =2
dt

La réside, a notre point de vue, 1'intéré€t principal des deux rapports
en question : les techniques employées suggeérent des généralisations
4 des équaticns d'évolution plus générales que (1.1) ou (1.3), ce

qui a été fait par PERALBA [1]- [2]-.

Mais pour ce qui est du processus de rafle, tel qu'on 1a décrit
ci-dessus, des hypothéses invoquant la distance de Hausdorff se réve-
lent inutilement restrictives. Il est intuitif en effet que si, au

voisinage du point wu(t,) € H

., le convexe mobile C se trouve
"en expansion”’ sur un intervalle de temps [t;, t,+& ] , 1la fonction

constante wu(t) = u(t;) est solution de (1.1) sur cet intervalle,sans
qu’'il soit besoin d'invoquer aucune hypothése de régularité du mouve-
ment de C . Une telle régularité n'est utile qu'en cas de “rétraction”

de C .



- 13.4 -

1.b. Retraction.

Dans la majeure partie de ce rapport on considere, plus

généralement qu'un hilbertien, un espace métrique quelconque E .

Si "A et B sont deux parties quelconques de E , c'est un prélimi-
naire usuel a l'introduction de la distance de Hausdorff que de consi-

dérer l'écart non symétrique

e(A, B) = sup d(a, B) = sup inf d(a, b)
a € A a€eA beB

que nous appelons excés de A sur B (nous n'excluons pas que les
ensembles A ou B soient vides : il faudra seulement entendre les
"sup"” au sens de R, , c'est-a-dire gque le "sup"” est O pour une

partie vide). Les paragraphes 2.2 et 2.b établissent quelques

propriétés de e , notamment 1'inégalité triangulaire ; le paragraphe

2.c évalue e(A, B) en termes de fonctions d'appui lorsque E est

un espace normé et que les ensembles A et B sont convexes.

Soit t+> A(t) wune multiapplication d'un intervalle I de R

dans 1l'espace métrigque E ; solient s et t dans I , s <t

pour toute subdivision finie S de l'intervalle [s, t], soit
S ¢ 5 =757 .00 ST =0,
on note

R(S) = 5

Le sup des R(S) pour S décrivant 1l'ensemble de toutes les subdi-

visions finies de [s, t]° est noté ret (A ; s, t) , rétiraction de

A sur [s, t]. Cette quantité est nulle si et seulement si la multi-
application 7> A(T) (adhérence de A(T) ; cette multiapplication

a évidemment méme rétraction que A) est croissante sur l'intervalle

b=, %3
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On dit que A est a retraction finie sur I si

ret (A : s, t) < +® pour tout sous-intervalle [s, t]€< I ; dans
ce cas on peut définir (a4 une constante additive arbitraire preés)
une application croissante r : I - IR, , telle que

ret (A : s, t) = r(t) - r(s) .

La multiapplication A sera dite a rétraction continue (resp.
absolument continue, resp. lipschitzienne) si r est continue (resp.
absolument continue, resp. lipschitzienne). On montre en 3.d que
toute multiapplication A & rétraction (finie) continue se factorise
sous la forme A= L oc oud ¢ est une application continue stric-
tement croissante de I sur un intervalle J et L wune multiappli-

cation lipschitzienne de J dans E.

Si en particulier E est un espace normé et que la multiappli-
cation est & valeurs convexes, les propriétés de la rétraction se
traduisent naturellement en termes de fonctions d'appui (paragraphe

3.f).

l.c. Limites a droite.

La section 4 étudie gquelgues questions concernant des limites
3 gauche ; mais les limites & droite, qui font l'objet de la section 5

sont beaucoup plus importantes pour la suite.

E étant un espace métrique quelconque; supposons d'abord que
la mpltiapplication A soit définie, & rétraction finie, sur un
intervalle "ouvert a gauche” ]tl, tz]' et que la fonction r soit

minorée, de sorte qu'existe

lim r(t) , noté r+(tl) .
vt



- 13.6 -

Le paragraphe 5.c établit dans ce cas que les deux ensembles classi-

quement appelés limite inférieure et limite supérieurede la multiappli-

cation A , a savoir
“lim.inf A(t) = {x € E : 1im d(x, A(t)) = O} ,
tdtg gty

lim.sup A(t) {x € E :© 0 est valeur d'adhérence de la fonc-
t¥ by tion tr>d(x, A(t) pour t | t;}

sont égaux a un ensemble noté A+(tl) (fermé, éventuellement vide).

Supposons maintenant que A soit définie, a rétraction finie,

sur 1l'intervalle fermé [tl, tz]‘ (alors r est évidemment minorée
sur ]tl, tZ]J ;. avec les mémes notations que ci-dessus, on a
(1.4)  r'(ty) -r(ty) = lim e(A(ty), A(t)) < e(Alty), AT(%)) .

bty
La fonction r est continue a droite au point tl si et seulement si
la valeur commune des deux premiers membres est O ; on montre que
cela équivaut a e(A(t,), A*(t1)) = 0, c'est-a-dire Alt)C AT (1),

Une autre condition nécessaire et suffisante pour cela est que la
famille de fonctions numériques tF>d(a, A(t)), 1indexée par a € E

2

soit uniformément s.c.s. a droite au point 1t .

Les paragraphes 5.e et 5.7 formulent chacun des conditions
suffisantes pour que A+(tl) soit non vide et que le dernier membre
de (1.4) soit égal aux deux premiers : la multiapplication A est

¢
toujours supposée a rétraction finie, avec A(tl) £ @ ; en 5. oOn
suppose l'espace métrique E tel que les boules fermées soient
compactes ; en 5.f on prend pour E 1l’espace de Banach dual d'un

espace métrique X et on suppose que les A(t) sont fermés pour la

topologie faible o(E, X).

Le paragraphe 5.¢ se place dans le cas plus spécial ou E est



un espace hilbertien réel ; on suppose la multiapplication A définie

sur [tl, t2]', a rétraction finie, & valeurs convexes fermées non

vides. Alors, pour tout a € E ,

lim proj (a, A(t)) = proj (a, A+(t1))°
bty

1l.d. Approximations localement en escalier.

Sous le nom de partition localement finie d'un intervalle

IC R, nous entendrons toujours une partition de I en sous-inter-
valles (ouverts, fermés ou semi-ouverts ; certains d'entre eux €ventuel-

lement réduits & des points) tels que toute partie compacte de I soit

recouverte par un nombre fini d'entre eux.

Une application, ou multiapplication, définie sur I est dite

localement en escalier si elle est constante sur chacun des intervalles

d'une partition localement finie de I.

Dans toute la suite on suppose, pour abréger,que I contient

son origine to o

Alors, en se plagant dans 1l'une des deux hypotheéses 5.e ou
5.f indiquées ci-dessus, on obtient une prorriété d'approximation
"a gauche” : quel que soit €> 0, il existe P , partition loca-
lement finie de I, et une multiapplication localement en escalier Ap ,
constante sur chaque intervalle de P , 3 valeurs non vides, telle

que

(1.5) Vitel : e(Ap(t), A(t))

IN

&

Vis, tlo1 ret(Ap 5 s, t) < ret (A s, t) + €& .

Les limites & droite dont on a parlé plus haut jouent un rfle

essentiel dans la construction de AP .
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Ces approximations localement en escalier sont mises a profit

dans la section 7 pour €tablir des théorémes de sélection ; en suppo-

sant, par exemple, comme en 5.f, que E est le dual d'un espace

normé X, que A est une multiapplication a rétraction finle de I

dans E , & valeurs o(E, X)-fermées on obtient : quel que soit
a, € Alt,), il existe une application u : I = E telle que uﬁ’é‘4,ﬁ“
Vtel : u(t) € A(t)

et dont la variation vérifie
(1.6) Vs, tlc1 var(u ; s,t) < ret (A ; s, t).

Cette derniére inégalité montre que, si la multiapplication A
est a rétraction finie continue (resp. & rétraction absolument continue,
resp. a rétraction lipschitzienne de rapport ¢ ) , l'application u
est 4 variation finie continue (resp. est absolument continue, resp.
est lipschitzienne de rapport ¢ ). On obtient donc une large généra—
lisation de résultats de KIKUCHI, TOMITA [1], lesquels se plagaient
dans des espaces de dimension finie et considéraient des multiapplica-
tions & variation absolument continue ou lipschitzienne au sens de la

distance de Hausdorff.

l.e. Le processus de rafle.

La huitiéme et derniére section met & profit ce qui préceéde

pour 1l'étude du probleéme formulé en l.a.

La donnée est une multiapplication t+> C(t) de 1l'intervalle

I (contenant son origine t.) dans l'espace hilbertien réel H

o > &

valeurs convexes fermées non vides, a rétraction finie.

L'idée est de considérer les partitions localement finies,
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soit P, de l'intervalle I et d'associer a chacune d'elle, comme

on l'avait fait plus haut, la multiapplication localement en escalier
Cp qui approche C au sens d'une inégalité de la forme (1.5). Une
définition du processus de rafle correspondant & une telle multiappli-
cation s'introduit trés naturellement : toute solution wup : I = H est
posée comme constante sur chaque intervalle de la partition P ; reste

seulement a définir la loi de saut reliant la valeur de Uup sur un

intervalle I. € P a la valeur sur l'intervalle précédent I

i i1 -

plusieurs raisons concourent pour suggérer la loi
up(IL) = pI’Oj (up(lx_l)ﬁ CP(Il)).

Cette cascade de projections sur les convexes Cp(I;) définit évidemment
une fonction up localement en escalier, et une seule pour chaque
"donnée initiale” up(t

) = a € C(t ).

o o
Sur 1'ensemble & des partitions localement~finies de I

on définit un ordre filtrant a droite en posant P { P' si la parti-

tion P' est un raffinement de la partition P. On montre au paragraphe

8.b que la ‘suite généralisée” des fonctions en escalier up corres-—

pondant 4 une méme donnée initiale a

, converge uniformément vers

une u : I —~ H qu'an appellera solution faible du probléme de rafle

correspondant & la multiapplication C et & la donnée initiale a .
Cette méme fonction wu peut d'ailleurs aussi &tre atteinte comme limite
des suites ordinaires de fonctions localement en escalier associées a

de choix spéciaux des partitions ; de 1la des algorithmes utilisables

au point de vue numérique,

Diverses propriétés de ces solutions faibles sont étudiées dans
les paragraphes 8.c, 8.d, 8.f : discontinuités de wu &a droite ou a

gauche d'un point tl € I , restrictions a des sous-intervalles de I
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et recollements, changement de variable, etc... ©La plus significative

est 1'inégalité

VI[s, tlc1: var (u; s, t) < ret (C

; s, t),

semblable a (1.8) et dont on tire les mémes conséquences.

Le paragraphe 8.h a pour objet la comparaison des solutions
u et u' respectivement associées a deux multiapplications C et C!.
On trouve que, si u(t) est un majorant de la distance de Hausdorff

h(c(@), c'(8)) pour B e [t,, t]', on a

lu(t) - u' (812 < Julty) - u'($5)]2 + 2u(t) (ret(C; to,t)+ret(C' ; b5, ).

Cette inégalité exprime la stabilité de la solution u a 1'égard de
perturbations de la multiapplication C et de la donnée initiale
u(to) , propriété essentielle pour les applications pratiques (voir
aussi MOREAU [4]° quant & l'exploitation de majorations de cette sorte

pour 1'étude de régularisations et la démonstration de convergence

d'algorithmes).

L'aboutissement du rapport est le paragraphe 8.1 dans lequel

"on montre que si la multiapplication C est & rétraction (localement )

absolument continue, toute solution faible u est en fait solution

forte, c'est-a-dire qu'elle est (localement) absolument continue et

vérifie pour presque tout t 1'équation différentielle (1ed)s




2. UN ECART NON SYMETRIQUE SUR L'ENSEMBLE DES PARTIES D'UN

ESPACE METRIQUE

2.a. Excés d'un ensemble sur un autre.

DEFINITION. gSoient A ¢t B deux sous-ensembles d'un espace meétrigue

E ; on appelle excés de A sur B 1l'expression suivante, a valeurs

dans ﬁ+ = [O; 'f~00]'

e(A, B) = sup d(a, B) = sup inf d(a, b) ,
a€ A a€A beB
ou le sup est pris au sens de l'ensemble ordonné fﬁ+ (dans cet ensem-

ble, le sup de la partie vide est 0).

Evidemment, si A et B sont les adhérences de A et B,

(2.1) e(A, B) = e(A, B) = e(A, B) = e(A, B) .
En outre
(2.2) e(d, B) =0 <> ACB .

Noter que si on prend pour A 1la partie vide de E , on obtient,
quel que soit B (éventuellement vide lui-méme)
(2.3) e(¢p, B) =0 .
Et, si on prend pour B la partie vide ,

Va e E : dla, ¢)= +®

donc
(2.4) At P —> elAr, p) = +® |

La classique distance de Hausdorff entre deux parties A et B

de E s'écrit d'ailleurs

(2.5) hia, B) = max {e(A, B) , e(B, A)}
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il n'est toutefois pas trés usuel, dans le maniement de cette derniére
notion, d'aller jusqu'a la considération d'ensembles éventuellement
vides. A notre avis cette considération permet des é€noncés plus

substantiels et plus cohérents.

PROPOSITION. Si A, B, C sont trois parties guelcongues de E , on

a 1'inégalité triangulaire

(2.8) e{A, C) £ e(A, B) + e(B, C) .

En effet, pour tout p € R strictement supérieur au second

membre de (2.6) il existe o et 7 dans [R ‘tels que p =0 + 7T
et que
o > sup dl(a, B) , 7 > sup d(b, C) .
a € A b € B
Alors
Vaea, IbeB : o>dla, b)
YV beB T > d(b, C) s

Donc, pour tout a € A, on peut écrire

d(a, C) < d(a, b) + d(b, C) £ o+ 7T =p

d'ou e(A, C) £ p,ce qui prouve (2.86).

2.b. La multiapplication "boule".

Si b est un point de l'espace métrique E et si p € R,

nous notons B(b, p) (resp. Bo(b, p)) la boule fermée (resp. ouverte)
de centre b , de rayon p .
On peut interpréter br> B(b, p) (resp. b=> B (b, p)) comme

une multiapplication de E dans lui-méme ; alors, si B est une



partie quelconque de E

par une multiapplication donne ici
B(B, p) = J Blb, p)
b €B
(et écriture semblable pour fB,) .

Notons par aiileurs ¢ 1la fonction définie, pour tout x € E,

parT

) S

(2.7) glx) = d(x, B)

et considérons ses "tranches”

g (o) ={xeE : glx) < p)

<

g (p) = {x € E . glx) < p}

On trouve immédiatement, pour tout p € R,

,  1la notation habituelle d’'image d‘un ensemble

<o " <
(2.8) ¢ (pi = B,(B, p)C BB, p)C g = (p) .

D'un autre c0té (pour ¢ fonction numérique quelconque, défi-
nie sur un ensemble E quelconque), on a, si A est une partie de

(2.9) sup g(A) = inf{p : AC g < (p)}
= inf{p:ACgS(p)} .
En effet soit k € R tel que k > sup g(A) ¢ alors
Vaeca: k> gla) ie, ae g S (k)
donc AC g < (k), dou

k2 inf{p:acseg < (p?},
ce quil prouve

(2.10) sup g(A) 2 inf {p - A g °

,«
Re)

e

—

E,
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Soit, d'autre part k € R tel que k > inf {p : AC g S (p)} ; alors
3 p, : k > pg , ACéS(po) ,
d'ou
VaeAd gla) < pg

c'est-a-dire
sup g(A) < p, < k

ce qui prouve

IN

(2.11) inf {p : AC ¢ (0)}>2 sup g(Aa) .

Comme le second membre de (2.10) est essentiellement supérieur

ou égal au premier membre de (2.11), cela établit (2.9)

Appliquant cela & la fonction ¢ définie par (2.7), on obtient

une nouvelle expression de e(A, B), en notant indifféremment Bp

1'un quelconque des quatre ensembles qui figurent en (2.8)

(2.12) e(A, B) = inf {p € R, : Ach} ’

2.c, Cas d'un espace vectoriel normé.

On suppose dans ce paragraphe que E est un espace vectoriel

normé ; la norme sera notée l;l'.

Si B est une partie convexe de cet espace vectoriel, il
est élémentaire que les quatre ensembles figurant en (2.8) sont convexes.

Alors, si on note conv 1l'enveloppe convexe d'un ensemble, (2.12)

montre que

(2:18) B convexe =>» e(A, B) = e (conv A, B)

Plus généralement, pour B quelconque, l'inclusion BdCZconv B
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donc égale a sa bipolaire, Cela donne
d(a, C') = sup [<a, y> - ¥'(y) - (y)]
v PR Y ¢B y

= sup_[<a, y) - ¥ (y)],
y € B

En théorie des fonctions polaires les "sup"” sont naturellement
pris au: sens de l'ordre de B . Mais comme C et C' sont non vides,

ces mémes "sup" peuvent €tre employés dans la définition de e ; donc

e(C, C') = sup sup [<a, y> - ¥'(y)]
a € CyeB

= sup sup [-y'(y) + <a, y>]
yeEB aeC °

ou l'opération M rolonge l'addition classique selon la convention
P

(+0) ¥ (_0) = _® , On invoque alors une régle de calcul des "sup"

(cf. MOREAU [1]))

e(C, ¢') = sup_ [-y'(y) T sup <a, y>I
y € B a € C
=sup_ [-y'"(y) T vyl .
y € B
Bref
Si C et C' sont deux parties convexes non vides de E et
si B est la boule unité fermée de F , on a, en faisant la convention
oo_m:_w,
(2.,15) e(C, C') = sup [yly) - ¥ (¥)] .
) y € B
Vu cette convention, tout y tel que 7'(y) = +® peut €tre

omis dans la construction du "sup®, c'est-a-dire que (on note classi-

quement dom ' = {y € F : y'(y) < + ©})

e(c, ¢') = sup [yly) - vyl
y € BMdom™y'



fait que
(2.14) e(A, B) 2 e(A, conv B) = e(conv A, conv B) ,
D'ailleurs, vu (2.1), on peut aussi bien considérer ici des enveloppes

convexes fermées,

On portera dans la sulte un intér€t particulier aux ensembles

convexes fermés

Scit F le dual topologique de E ; on note <., .> la

forme bilinéaire de cette duvualite

A toute partie C de E . on associe sa fonction d'appui 7y ,

définie sur F par

yly) = sup <x, y>
X € C
C'est la fonction polaire de ¢C , fonction indicatrice de C
(i.e. Yp(x) =0 si x € C et Yolx) = +© si x ¢ C) , pour 1l'usage

fait ici de la théorie des fonctions polaires, consulter MOREAU [1]-.

Soient donc 7y et 7y’ 1les fonctions d’appuil de deux parties

convexes C et C' de E . supposées non vides. Pour tout a € E ,
on a
dla, ¢') = inf |a - x'| = inf [¢C,(x‘)rYaaxi1l
x'eC’ x'€ E
= (Yo V |l a)
La fonction polaire de l'inf-convolution o, V |.]- est la somme des
fonctions polaires de ¢C' et de ly"; a savolr, respectivement
v ooet wB ., en désignant ici par B la boule unité fermée de F .
Comme par ailleurs |;| est convexe partout finie et continue, que
¢Cr est convexe (et finle en un point au moins puisque C' est non

vide), la fonction ¢C; v E;{ est convexe partout finieet continue,
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On en tire en particulier l'implication
e(C, C') <+ = (Yy e B(ldom y' : y(y) < + ®)

c'est-a-dire, vu que Yy et 7' sont des fonctions positivement

homogénes,
(2.16) e(C, C') < + 0 => dom y' ¢ dom ¥y .

On sait que, si les convexes C et C' sont fermés, leurs

cBnes asymptotiques (ou cBnes de récession) sont respectivement les

cOnes polaires, au sens de la dualité (F, E), des cOnes convexes
dom 7y et dom y' | (2,16) fournit donc entre ces cOnes asympltotigues

une relation d'inclusion, par ailleurs évidente.

Le cas le plus simple est celui ou C et C' sont bornés

alors évidemment e(C, C') < +© et, d'ailleurs, dom ¥y = dom y' = F .
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3. RETRACTION D'UNE MULTIAPPLICATION

3.a. Définition.

Soit tr> A(t) une multiapplication d'un intervalle I de R
dans l'espace métrique E . Soient s et t dans I , avec s <t .

Pour toute subdivision finie S de l'intervalle [s, t]y a savoir

notons

n
(3.1) R(S) = 2 e(A(T;_4), A(T{)) €R
4 -

Le sup des R(S) pour S décrivant l'ensemble de toutes

les subdivisions finies de [s, t]° est appelé rétraction de la

multiapplication A sur l'intervalle [s, t]'; notation ret(A ; s,t)

(& valeurs dans ELJ.

La multiapplication t+»A(t) (adhérence de A) a méme

rétraction que A .

Evidemment, si [o, 7]° est un sous—intervalle de [s, t] ,
(3.2) e(A(o), A(T)) S ret(A ; o, 7) < ret(A ; s,t)

I1 résulte alors de (2.2) que ret(A ; s, t) = O si et seulement
si la multiapplication Tr*-X]T) est (non strictement) croissante
sur 1l'intervalle [s, t].

Rappelons (cf. KIKUCHI, TOMITA [1], MOREAU [3]) que 1la
variation de A sur [s, t], notée var(A ; s, t), est définie de

la mé€me maniére, en invoquant la distance de Hausdorff h au lieu

de e ; vu (2.5) on a

(3.3) ret(A ; s, t) < wvar(A ; s, t) .
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Comme l'écart e est dissymétrique on obtient une notion
différente si, en (3.1), on échange A(Ti) et A(Ti_l). Le "sup”
correspondant peut €tre appelé expansion de la multiapplication A
sur l'intervalle [s, t]-

;  c'est aussi bien la rétraction de la multi-

application 7+ A(—7) sur 1l'intervalle [-t, —s].

3.b. Additivité.

L'ensemble S (s, t) des subdivisions finies de [s, tJ,
ordonné par l'inclusion,est évidemment filtrant & droite. Et il résulte
de 1'inégalité triangulaire que la fonction numérique S*> R(S) est
croissante sur cet ensemble ordonné : son “sup” est donc aussi bien

sa limite selon la base de filtre des sections de 1l'ensemble ordonné.

Soient s £t £ u dans I ; 1la réunion d'une subdivision
finie S de [s, t]° et d'une subdivision finie S' de [t, ul-

fournit une subdivision finie de [s, u]-, soit 8", admettant t

pour noeud et
R(8") = R(8) + R(S') .

Comme 1'ensemble des subdivisions finies de [s, u)]: admettant t
pour noeud est visiblement cofinal dans 1'ordonné c?(s, u) , il

vient a la limite

(3.4) ret(A ; s, u) = ret(A ; s, t) + ret(A ; t, u)
Soit to un "point de repére’ dans I ; pour tout t € I
posons
ret(A ; t,, t) si ty <t
(3.5) r(t) =
—ret{d 3 to) si t < ty .

On tire d'abord de (3.4) que la fonction r ainsi définie (on peut
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l'appeler "rétraction indéfinie” de A) sur I est croissante. En
outre, si deux des trois quantités écrites en (3.4) sont finies, la

troisieme l'est aussi ; par suite

La fonction r est partout finie sur I si et seulement si

ret(A ; s, t) < +© pour tout sous-intervalle [s, tl'c I ; on dit

alors que la  multiapplication A est a rétraction finie sur I

3’

dans ce cas (3.4) donne

ret(A : s, t) = r(t) - r(s) .
Ici, comme dans les propriétés qui vont suivre , le choix du
point de repére t utilisé pour définir r et indifdférent.

o

REMARQUE 1. (2.3) montre que si A(t) est vide pour tout t e [t;, t5[
on a ret(A ; tl, t2) = 0 &

Par ailleurs supposons A & rétraction finie sur I et soit
t, € I 5 si A(ty) # ¢, (2.4) montre que A(t) # ¢ pour tout
t >t, . De méme si A(t;) = , (2.4) montre que A(t) = ¢ pour

tout t < t; .

REMARQUE 2. Soit 7 wune application surjective croissante (peut €tre

non strictement) d'un intervalle I’ sur l'intervalle I. On note

naturellement A o 7 1la multiapplication t't>A(7(t)) de 1I'

dans E . Soit [s', t']'c I' ; on vérifie immédiatement que
ret(A om ; s', v') = ret(A ; w(&'), m(t'))

Par suite, si la fonction r : I R est rétraction indéfinie de

A , la fonction r o7 est rétraction indéfinie de A o 7 .
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3.c. Rétraction absolument continue.

On dit que la multiapplication A est & rétraction absolument

continue (resp., localement absolument continue) sur liintervalle I

si la fonction numérique r est finie et absolument continue (resp.

localement absolument continue) sur cet intervalle.

Cela équivaut a l'existence d'une vitesse de rétraction r

fonction positive appartenant a (1) (resp. appartenant & L%OC(I))
telle que

.
(3.6) Vis, tlc1: e(als), alt)) < [ r(7) dr .

S

La caractérisation classique des fonctions numériques absolu-

ment continues fournit en outre

La multiapplication A est absolument continue sur 1l'intervalle

compact [s, t]° si et seulement si a tout € > O on peut associer

m > 0 tel que, pour toute famille finie d'intervalles ouverts

]oi, 7,0 < [s, t]° deux a deux disjoints, on ait 1'implication

Z(1; —0o3) < => I elAloy), AlTy)) <&
1

i 1

L'inégalité (3.3) fait que si A est & variation absolument

continue (au sens de la distance de Hausdorff), a fortiori elle est

a4 rétraction absolument continue.

3.d. Rétraction lipschitzienne.

On dit que la multiapplication A est a rétraction lipschitzienne

de rapport e sur I si la fonction numérique r est (finie et)

lipschitzienne de rapport P sur I .

Cela équivaut a

(3.7) Vis, tlc I : e(Als), A(t)) € (t-s)f .
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I1 faut et suffit pour cela gque A soit a rétraction localement

absolument continue, avec r < £ presque partout.

A fortiori, il en est ainsi lorsque A est a variation lipschit-

zienne de rapport é , pour la distance de Hausdorff,

Voici une propriété de factorisation

PROPOSITION. Si la multiapplication A est & rétraction continue finie

sur I , il existe une application ¢ continue strictement croissante

de I sur un intervalle Jc R et une multiapplication L

, & rétrac-

tion lipschitzienne de J dans E , telles gue A = LeocC .

En effet, soient a et b deux réels strictement positifs

’

si la fonction r est continue finie, 1l'application c¢ définie par
c(t) = at + b r(t)

est continue strictement croissante donc bijective de I sur un inter-

valle J . Soient o et 7 dans J ;, avec o < 7 ; posons

_1(

s = ¢ o), t = c=1(7). La multiapplication L = A ¢ c—1 donne

lieu a 1l'inégalité
e(L(o), L(T)) = e(A(s) A(t)) £ r(t) - r(s)
et le dernier membre vaut

T == @t O - as < T - O
b b - b

Donc L est lipschitzienne de rapport s

(o ol

REMARQUE 1.

Dans la situation analogue concernant la distance de Hausdorff

et la variation de A son avait obtenu (cf. MOREAU [3]') un résultat
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Plus précis : factorisation A = Lec telle que L ait une vitesse
de variation partout égale a 1. Dans le cas présent, si la fonction

continue finie r se trouve €tre strictement croissante on peut pren-

dre a =0, b =1 ce qui fournit pour L une vitesse de rétraction
partout égale a 1 . Par contre s'il existe un intervalle de longueur

non nulle [tl, tg]- sur lequel la fonction r est constante sans que

A le soit, toute application croissante ¢ assurant une factorisation

de la forme' A = Lec enverra [tl, tz]' sur un intervalle de longueur non
nulle, soit [Tl, 72]'; la vitesse de rétraction de L sera nulle

sur ce dernier intervalle et non pas égale a 1

REMARQUE 2.

La multiapplication A est & rétraction absolument continue
(resp. localement absolument continue) si et seulement si la fonction
¢ ci-dessus est absolument continue (resp. localement absolument

continue).

3.e. Accrétion et décrétion d'une fonction numérigue

Soit f wune fonction définie sur 1'intervalle I , & valeurs
dans [R ; on peut lui associer la multiapplication ¥ de I dans R
définie par

$(t) = ]w, £(t)] .
Evidemment

e@(7y_ 1), & (7{)) = plflr;_

P
!
oy
3

en notant p la "partie positive”

pix) =
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Donc la rétraction de la multiapplication & sur 1'intervalle [s, t]

peut s'écrire
ret(&; s, t) = sup Z p(f(r;_5) ~ fl7;)) ,
i

le "sup” étant pris sur 1l'ensemble & des subdivisions (7;) de la

i

forme

C'est ce que nous noterons aussi dec(f ; s, t) ou décrétion de la
fonction numérique f sur [s, t]- . I1 est naturel de définir de

méme l'accrétion de f sur cet intervalle

ace(f ; s, t) = sup 2 p(f(7y) - fl7;_1)) ,

ce qui est aussi bien la rétraction de la multiapplication > [£(t), +o[

ou la décrétion de la fonction numérique tr=> - f(t).

Les "sup"” en question sont des limites selon l'ordonné filtrant

’

S comme, pour tout x € IR, on a

| x|

p(x) + p(-x) =
p(x) - pl-x) = X P
il vient
(3.8) dec(f ; s, t) + acc(f ; s, t) = 1im X p(f(7; ;) - £(73))
1

+
-
e
3
M
o
=
=

[}
=
e
2

M
=
N

o
|
[

|
H
<

[

et, si l'un au moins des deux termes du premier membre est fini,
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(3.9) dec(f ; s, t) - acc(f , s, t) = 1lim 2 p(flr;_4) - f(7
B -
- lim 2 p(f(7y) - f(7;_5))

= lim S (£(7y_4) - £
1

= f(s) - f(t) .

Comme dans les paragraphes précédents, on choisira un “point de repére”

to € I et on définira trois fonctions numériques croissantes-d, a et v

sur I
dec(f : to, t) si to <t
S(t) =
—-dec(f ; t, to) si t <ty
acc(f ; tos t) si to <1t
alt) =
—acc(f ; t, to) si $ £ to
var(f ; to, t) si to < 1t
vit) = %
—-var(f ; t, to) si t < B .
Comme f est, par hypothése, a valeurs finies, (3.8) et (3.9)

montrent que les trois fonctions &, a, v sont a valeurs finies si

1'une d'entre elles l'est : on dira simplement en ce cas que f est

a variation finie sur I ; alors, pour tout t dans I ,
al(t) + 8(t) = v(t)
alt) = &(t) = f(t) - f(jo) 3

On reconnait dans ce qui précéde le raisonnement utilisé classiquement
pour montrer qu'une fonction numérique & variation "bornée” est diffé-

rence de detx fonctions croissantes.

Evidemment

ace(f : s, t) = dec(-f ; s, t) .
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2

En outre, si on note la fonction

)

t> f(-1) s
définie sur l'intervalle -I on trouve immédiatement, pour s < t

ace(f ; s, t) dec(} t ity =S

1

Hy)
!

ct

|

n

.

dec(f ; s, t) acc(

i

Notons enfin des propriétés immédiates de semi-continuité qu'on
établirait, si on veut, en appliquant & la multiapplication 4’ les

résultats des sections 4 et 5 ci-apres

La fonction numérique finie & {(resp. a) est continue & gauche
au point tl € I (ou, de fagon équivalente, cette fonction croissante
est s.,c.i. au point tl) si et seulement si la fonction numérique

finie f est s.c.s. (resp. s.c.i.) & gauche au point t; .

Et, en transmuant par symétrie

La fonction numérigue fini a (resp. &) est continue & droite
au point t; € I (ou, de fagon équivalente, cette fonction numérique

croissante est s.c.s. au point tl) si et seulement si la fonction

numérique finie f est s.c.s. (resp. s.c.i.) a droite au point t, .

En rapprochant les deux énoncés, on obtiendra notamment des
propriétés équivalentes a la continuité des fonctions f, a ou & au

point v, .

3.f. Cas d'un espace norme.

On suppose dans ce qui suit que E est un espace vectoriel

norme,
A la multiapplication t&> A(t) de I dans E on peut

associer la multiapplication t*> conv A(t).
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L'inégalité (2.14) fait que, pour tout [s, tle I,

(3.10) ret(conv A ; s, t) £ ret(A ; s, t)

Par suite, si la multiapplication A est a rétraction finie

(resp, finie continue, resp. absolument continue, resp. lipschitzienne

de rapport ¢ ) , il en est de méme de la multiapplication conv A .

Une autre particularité du cas ou E est un espace normé

est la possibilité de faire usage de fonctions d'appui, grice aux

résultats du § 2.c:

PROPOSITION. Soit t+> C(t) une multiapplication d'un intervalle I

dans un espaceivectoriel normé E , & valeurs convexes non vides ;

on note yr><y(t, y) la fonction d'appui de C(t)  définie sur le

dual topologique F de E . La multiapplication C est a rétraction

finie (resp. & rétraction continue, resp. & rétraction absolument

continue, resp. a rétraction lipschitzienne de rapport ¢ ) siet

seulement si il existe une fonction numérique croissante finie (resp.

continue finie, resp. absolument continue, resp. lipschitzienne de

rapport ), soit p:I—R, tel que, pour tout [s, tlc I , on

Lo " ait, avec la convention © - ® = -0,
i b —
’b‘\\\ : &M}ﬂqﬁ 5 . VyEeEF: yis, y) - ylt, y) < |y plt)-pls) .
C o i
" ; C T |
> 9)'”'.\ m:, ) -(.;‘6-
2 o g S

Démonstration. Les fonctions d'appui étant positivement homogénes,

L}éwuzﬁgiolﬁ\‘”’k”yyh (3.11) équivaut aussi bien, en notant B la boule unité fermée

(resp. ouverte) de F , a
(3.12) VyeB: .vyis, y) = vylt, y) £ plt) - pls)

Si la multiappiication C est a rétraction finie, la fonction

croissante r , définie en 3.b, fournit 1'inégalité

& v e
3

KL \l('\
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e(C(s), C(t)) £ r(t) - r(s)
donc, en invoquant (2.15)
Vye€eB: yis, y) - yl(t, y) < r(t) - r(s)

d'ott (3.12) avec r = p . Cela prouve la partie "seulement si”

de la proposition.

Inversement, en invoquant (2.15), la condition (3.12) implique,

pour tous les intervalles [Ti_l, Ti]' déterminés par une subdivision

de [s, t]',

Par suite, en revenant a la définition de la rétraction de C sur

[s, t]
r(t) — r(s) = ret(C ; s, t) < p(t) - pls) .

Les propriétés évoquées pour p dans 1'énoncé impliquent donc ces

mémes propriétés pour r .

REMARQUE 1. La proposition précédente montre que, si la multiapplication

C est a rétraction finie, la multiapplication
t=> dom y(t, .)

de I dans F est décroissante.

REMARQUE 2. En se limitant au cas ou C(t) est borné dans E , ce

qui équivaut a dire que la fonction y(t, .) est partout finie sur F,
la proposition précédente peut s'interpréter en introduisant la fonc-
tion décrétion (cf. paragraphe 3.e) de la fonction numérique finie

te>vy(t, y) , soit
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(t, point de repére choisi dans 1I).
Quel gque soit [s, t]¢c I on a, d'aprés la définition de la
décrétion,

Yis, ¥y) - y(t, y) < declyl., y) ;, s, t) =208(t, y) - 8(s, y).

Donc (3.12) sera assuré si on a

(3.13) V yveB: 6(t, y) -~ d(s, y) £ plt) - pls) .
Inversement s1  (3.12) est vérifiée pour tous les intervalles
[Tiul, Ti}' déterminés par une subdivision de [s, t]; on obtient

(notation du paragraphe 3.e)

d'ou (3.13) en prenant le sup des sommes associ€es a toutes les
subdivisions finies de [s, t].

On en tire par exemple que la multiapplication C est a rétrac-
tion lipschitzienne de rapport £ si et seulement si, pour tout y € B,

la fonction numérique t+F»o6(t, y) est lipschitzienne de rapport ¢ .
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4. LIMITES A GAUCHE.

4,a, Rétraction continue a gauche.

PROPOSITION. $Soit A , multiapplication & rétraction finie d'un

intervalle I dans l'espace métrique E ; soit tl e I , distinct

de l'origine de cet intervalle. La fonction numérigue finie r définie

en (3.5) est continue & gauche au point t; (ou, de facon équivalente,

cette fonction numérique croissante est s.c.i., au point tl) si et

seulement si

(4.1) lim e(A(t), Altq)) = O .
b4t

Evidemment, pour t < t; , 1'inégalité
e(A(t), A(ty)) £ r(ty) - r(t)

fait que la continuité de r & gauche au point 1t entraine bien (4.1),

Inversement, supposons (4.1). Soit & > O ; il existe a > O
tel que
- [
by —a <7 <by == elAlr), Alty) < 5 .
Soit t,e I, strictement inférieur & t4 ; il existe une subdivision
tg = 7o <73 € sae < T 1 <7 = by
telle que
n
(4.2) ret(A ; tg, tg) < % + 2 elAlTy_ 1), AlT))

Soit m > O, strictement inférieur a a et & t; -7, 5 & 1'inégalité

triangulaire fait que, si t; - <7 < t; on a

n n—-1
Z e(A(T;_1), AlTy) £ Z e(AlTy_4), AlT3)) + e(AlT, 1), A(T)) + e(AlT),A(ty))
i=1 - i=1 -
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En rapprochant de (4.2) on obtient donc l'implication

ti - m <7 <ty

ki

= r(ty) - r(1) <&,

qui prouve la continuité de r a gauche au point *t, .

SCOLIE 1. Posons A(tl) = B et notons Bp 1'un quelconqgue des
quatre ensembles écrits en (2.8) ; la propriété (4.1) équivaut a la
suivante * pour tout &> O , il existe 7 > O tel gue

(4.3) by =M <t £ty ﬁA(t)C,Ba

Clest en effet ce qu'on obtient en évaluant e(A(t), A(tl))

par (2.18).

SCOLIE 2. La propriété (4.1) est vérifide, en particullier,si la

multiapplication A est semi-continue supérieurement a gauche au

point t; , dans le sens classique suivant : pour tout () , ouvert
contenant A(t,), 11 existe 7 > 0 tel que

1M <t <t = AL Q.

Si, de plus, A(t,) est supposé compact, cette derniére propriété

se trouve équivalente a (4.1).

En effet, la premiére assertion résulte du scolie 1 , en prenant

Q = B , réunion des boules ouvertes de rayon &£ centrées aux points

de B = Altq). Inversement, si B = A(ty) est compact et si (1 est

un ouvert contenant B , la fonction continue
x-d(x, [Q)
2tteint sur B un minimum dont la valeur & est > O ; la propriété

(4.1) impliquera donc l'existence de m > O tel que



- 13.32 -

t1-m< b <ty = Alt)C By Q .

COROLLAIRE. La fonction r est continue 3 gauche au point ty si1

et seulement si1 la famille de fonctions numériques

te>d(a, A(t))

indexée par a € E , est uniformément s.c.i. a gauche au point 1,
R ) LD R B e -

3’

si A(tl) # ¢, de sorte que d(a, A(ty)) < +© , cela veut dire que

pour tout £ >0 , il existe m > O tel que
(4.4) Vit eltym, t.], Vaek  dla, a(t)) >dla, Alty)) -&
En effet, l'inégalité
dia, A(tq) < d(a, A(t)) + e(A(t), A(tq))

(appiiquer 1'inégalité triangulaire pour l'écart e , aux trois
ensembles {a} , A(t) et A(ty)) fait que (4.1) implique bien

la propriété en question,

Réciproquement (4.4) entraine l'implication

e <<t o > dla, A(ty)) -
b1 1 = T a §u (t) 4 £

c'est-a-dire

ty-m < b <ty == el(Alt), Alty)) £ &
ce qui est bien (4.1).
Le cas A(ty) = ¢ est par ailleurs trivial : comme A est
supposée a rétraction finie, on a dans ce cas A(t) = @ et

dla, A{t)) = + ®© pour tout t < t4
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4.b. Question de prolongement

On suppose dans ce paragraphe que la multiapplication A est
définie et a rétraction finie sur un intervalle semi_ouvert & droite
[to, tl[y On demande s‘'il est possible de la prolonger en une multi-
application & rétraction finie sur 1l'intervalle fermé [t

o’ tlli ' Une

condition nécessaire évidente est que la fonction croissante

t—> r(t) = ret{A ; t,, t)

solt majorée, auque. cas exXlste

(4:5) lim r(t) < 4+ ®@ | noté r"(tl) 5
1t

La proposition suivante montre que cette condition est suffisante et
que la multiapplication A prolongeant A a [to, tl}' peut méme

alors €tre cholisie a rétraction continue a gauche au point t; .

';PROPOSITIONa On suppose (4.5) ; la multiapplication A définie sur
(1o, t3] par
R Alt) si t e [t byl
Alt) =
B si t =1t

si et seulement si 1l'ensemble B est tel que

(4.8) lim e(A(t), B) = O
by

(ce gqui a lieu en particulier pour B = E entier).

~

~
Evidemment, si A admet r pour fonction rétraction on a
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e(A(t), B) < ret(A , t, t,) =

qui tend vers zéro pour t ¢ ty .

Inversement, supposons (4.6) : cela entraine d'abord l'existence

de 6 € [t, t;[ et de M e R tels que

sup {e(A(t), B) : t €16, 1 [} < ™

La définition de ret(A ; toy, ty) 1invogque les subdivisions {7y) de
la forme

T’o - 7o s T1 < eee < Tnoa = Tn tl
et on peut se restreindre a celles pour lesquelles T 1 > 6 alors

g ~ ~ -4

(AT 1)y AlTy)) <M+ 5 elAlry _4), AlTy))
i=1 1=%
<M+ r (tl‘

Cela montre que A est a rétraction finie sur [to, tll , d'apreés

~

4.a, Proposition, l'hypothése (4.6) entraine alors que A est a
rétraction continue & gauche au point t, : sa fonction rétraction

A
est donc bien r

Les limites a gauche n'ayant pas, pour la suite de cette étude,
la méme importance que les limites & droite., nous ne discuterons pas
ici l'existence d'un choix minimal parmi les ensembles B assurant

B st nms e

(4.8).
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5. LIMITES A DROITE.

5.a. Rétraction continue & droite,

Le méme type de raisonnement qu'en 4.a’ fournit (voir aussi

Lemme 5.d. , ci- aprés)

PROPOSITION. Soit A, multiapplication & rétraction finie d’un intervalle

I dans 1l'espace méirigque E ; soit t, € 1 , distinct de 1l'extrémité

de cet intervalle, La fonction numérique finie r définie en (3.5)

est continue a droite au point t, (ou, de fagon équivalente, cette

fonction croissante est s.c.i. au point t,) si et seulement si

(Bal) lim e(A(t,), A(t)) = O .
t{t, -

COROLLAIRE 1. ©Si la fonction r est continue a droite au point t

19

la multiapplication A est s,c.1, 4 droite au point t, dans le sens
classique suivant : pour tout ouvert ()} tel que Q(\A(tl) £ @, 11 existg

m > O tel que .
T bty S b <ty = QIYA(L) # ¢ .

En effet, si Qf1A(t,) # ¢ , il existe [, boule ouverte
de rayon &> O , de centre a € A(ty), contenue dans (. Si (5.1)

a lieu, 1l existe 7 > O tel que

bty £t < tp v T elAlty), Alt)) < &
—> dia, A(t)) < &

= BOYA(L) £ @ ,

COROLLAIRE 2. La fonction r est continue & droite au point t, si et

seulement s1 la famille de fonctions numériques
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t ~> d(a, A(t))

indexée par a € E, est uniformément s.c.s. & droite au point t; ;

si Alty) # ¢ , de sorte gue dfa, A(t,)) < + © , cela veut dire que

pour tout & > O , il existe m > O tel que

(5.1.bis) ¥t € [t1> t1nl, ¥ a e E dla, Al(t)) < dla, A(tq)) + & .
S1 A(tqy) =@ ., on a dl{a, Alty;)) = +® de sorte que la semi-

continuité supérieure de la fonction numérique t+> d(a, A(t)) est

triviale : et e(A(tl), A(t)) = O pour tout +t , de sorte gque la

propriété (5.1) est triviale,

Pour A(t,) # ¢ ,(5.1 bis) entraine, en prenant a dans A(t,),

Vte [vty, t3+m]- : sup dla, ait)) £ & s
ae€ A(tl}

ce qui conduit & (5.1). Inversement 1‘'inégalité triangulaire
dla, A(t)) = dla, Alty)) + e(Alty), A(t))

fait que 1'hypotheése (5.1) fournit. pour tout &> 0O , un 7 > O

assurant (5.1 bis).

5.b. Question de prolongement.

On suppose dans ce paragraphe gque la multiapplication A est
définie et a rétraction finie sur un intervalle semi-ouvert & gauche
}tl, tg]; On demande s'il est possible de la prolonger en une multi-
application & rétraction finie sur 1 intervalle fermé [tl: tz]; Une

condition nécessaire évidente est gque la fonction crolssante
tr> r{t) = — ret(A . t, ts)

(le "point de repere’ t_  invoqué en (3,5) est donc 1ici tg ;5 il

serait équivalent de le remplacer par tout autre point de l'intervalle
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]tl, tz]J soit minorée, auquel cas existe
(5.2) lim r(t) > - ® , noté r'(t,).

C'est ce que nous exprimerons en disant que A est a rétraction

bornée, a droite de tq. Le méme mode de raisonnement qu'en (4.b)

fournit

PROPOSITION. 0On suppose (5.2) ; la multiapplication K définie sur

[ti, t5]- par

si et seulement si 1'ensemble B est tel que

(5.3) ‘ lim e(B, A(t)) = O
by

La condition (5.3) est banalement vérifide pour B = ¢ .

4

7

On indiquera dans les paragraphes 5.e et 5.f des situations assu-

rant l'existence de B non vide vérifiant (5.3).

5.c. Limite inférieure et limite supérieure.

On suppose encore gque A est définie sur un intervalle seml-
ouvert a gauche ]t1r tz]'u Les notions générales de limite inférieure

et de limite supérieure d'une famille d'ensembles (cf. C. BERGE [1])

se particularisent ici de la fagon suivante °© la limite infépieure de

la multiapplication A a gauche du point tl est 1l'ensemble (fermé,
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éventuellement vide)

(5.4) lim,inf A(t) = {x € E : 1im d(x, A(t)) = O} ;
tdtg Lty

la limite supérieure est 1'ensemble (fermé, éventuellement vide, en

tout cas contenant le précédent)

(5.5) 1im.sup A(t) = {x € E : O est valeur d'adhérence de la
t o} oty fonction t+>d(x, A(t)) pour t |} t,} .
Autrement dit, x appartient ala limite inférieure (resp.
supérieure) si et seulement si il existe une sélection de A

, soit

ti% u(t) € A(t), admettant x comme limite (resp. point adhérent)

pour t { ty. On peut écrire aussi (T € Jt;, tg]l- choisi indifférem-

ment) 3

(5.6) lim.sup A(t) = A t“J AlT)
bty 6 elty, o[ 7 € ltq, 6]

Evidemment, tout B vérifiant (5.3) est contenu dans l'ensemble

"limite inférieure” (5.4). Par allleurs

LEMME. Si A est & rétraction bornée & droite de t, (condition
(5.2)), la propriété (5.,3) est vérifiée lorsqu‘on prend pour B )
1'ensemble "limite supérieure’ (5.5).

En effet, notons AT l'ensemble en question (la propriété est
banalement vérifide s'il est vide!, On va prouver ce lemme en montrant
gque, pour tout 1t € ]tl, tg]‘,

(5.7) e(A", A(t)) € r(t) — r (ty)
c'est-a-dire que, pour tout a € A’
(5.8) dla, A(t)) < sup {ret(A ; 7, t) : T € ]tl, 1]}

.

Soit o € R, strictement inférieur au premier membre de (5.8) ;
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on va montrer qu'il est inférieur au second membre. Il existe € > 0

tel que
o+ & < dla, A(t))
Puisque a € AY , il existe T € ]t,,"t]: tel que

dla, A(7)) < &

d'ou
(5.9) p + dla, A(7))< d(a, Alt)) .
En appliquant 1'inégalité triangulaire aux trois ensembles {a} , A(7T)
et A(t) , on a

d(a, A(t)) < dla, A(7T)) + e(alT), A(t))

< dla, A(7T)) + ret(A ; 7, t).
Par addition avec (5.9), il reste
p < ret(A; 7, t)

ce qui établit (5.8) (noter que les ensembles A(7) et A(t) sont

non vides, sans quoi, en vertu de 1l'hypothése de rétraction finie, la
multiapplication A prendrait des valeurs vides sur un voisinage de

t; , ce qui donnerait AT = P).

En rapprochant les inclusions il vient

PROPOSITION. Si A est a rétraction bornée a droite de tl 3 les
ensembles (5.4) (limite inférieure) et (5.5) (limite supérieure)
sont égaux 4 un ensemble gu'on notera A'(t;). Un ensemble B vérifie

(5.3) si et seulement si il est contenu dans A+(tl)a

DEFINITION. On dit que A+(t1) est la limite a droite de la multiappli-
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cation A 2u point t, (ensemble fermé éventuellement vide).

REMARQUE. Si E est un espace vectoriel norm€ et si les valeurs de A

sont des ensembles convexes, A’ (t;) est convexe. En effet, deux points
a et a' de A‘(tl) sont respectivement les limites pour t & v, de
deux seleclions, soilent t&=>u(t) et t+->u'(t) de la multiapplication
A. Le point aa + a'a’ (avec a et a' positifs de somme 1) est
limite de 1l'application t¥* au(t) + a'u'(t), laquelle est une sélection
de A, pulsgue les A(t) sont convexes.

5.d, Saut de r & droite de tl >

On suppose dans ce paragraphe que la multiapplication A est
définie au moinsg sur 1'intervalle fermé [tl, tz]-, 4 rétraction finie,

donc bornée, ce quil assure l'existence du réel

inf  ret(A ; ty, t) = 1lim ret(A ; ty, t) = r'(ty) - r(ty) 20
toe Jty, tol bty

saut de la fonction r & droite de tl .

Comme précédemment, on note A (t,) 1'ensemble limite de A(t)

pour t § t,

.t € W-tl, t2]~

PROPOSITION. On a

§: it} ri(ty) - r(ty) = lim e(A(tg), A(t)) S e(Alty), AT(1ty))
by
te]tl,tQI
L'égalite des deux premiers membres constitue une généralisation
de la Proposition 5.a et se démontre d'une maniére semblable, a savoir

Soit &> 0O il existe une subdivision de [tl, t2]', notons la

t'l'-‘7—0<’rl<... <Tn:;t2
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telle que

ret(A ; by, t5) < & +

M B

i
8i t € ]Jt;, 7q[ il en résulte, par 1'inégalité triangulaire,

n
ret(A ; ty, tg) < & + e(Alty), A(t)) + e(A(t), A(7Ty)) +i§2e(A(¢i_1), A

< €& + e(Alty), A(t)) + ret(A ; t, t5)

De 1la l'implication

telty, 7i[ = ret(a; ti, t)

IN
m
+
(0]
=
(=g
(Y
=
ct

et comme, essentiellement,

e(A(ty), A(t)) < ret(A 5 ¢ t)

1)
cela démontre 1'égalité.

Par ailleurs
e(Alty), A(t)) < e(alty), AT(ty)) + e(a™(ty), A(L)) .

Pour t & ti, t e ]tl, tg]', le dernier terme tend vers zéro d'aprés
la Proposition 5.c ; cela établit 1'inégalité en (5.10) (noter qu'elle

est banale si A(t;) ou A+(tl) sont vides).

5.e. Cas ou les boules fermées de E sont compactes.

PROPOSITION. Les notations sont les mémes gu'au paragraphe précédent |

on_suppose de plus A(t;) # ¢ (donc A(t) # ¢ pour tout t € [tl, tzl

puisque A est & rétraction finie). Si l'espace métrique E est tel

que les boules fermées soient compactes, l'ensemble limite A+(tl) est

non vide et le dernier membre de (5.10) est égal aux deux premiers.

En effet soit p € R, , strictement supérieur a la valeur

(14))
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commune des deux premiers membres de (5.10) ; il existe T € ltl, tzl

tel que

6 € Jtvy, T[ => e(Al(tq), A(O)) < p .
A fortiori, si a € A(tl) s
6 e 1t,, Tl = d(a, A8)) <p ,

ce qui veut dire que, pour tout 6 € ]tl, 7{ 5 la boule fermée [ ,
de centre a , de rayon o posséde une intersection non vide avec

A(B). Elle possede donc aussi une intersection non vide avec l'ensemble

F(O) = kvj A(T)

T € ]tl; g] :
Les [B()YF(O), pour 0O € Jty, T, constituent une famille de parties
fermées de 1'ensemble compact ﬁ g s1 leur intersection était vide,

on pourrait en extraire une sous-famille finie d'intersection vide, soit

BN F(6;) , 1i=1,2, ..., n, avec

by €804 <05 < .0 <0,

Comme 1'ensemble F(6) croit avec 6 , cette intersection vaut

5N F(6,) , ce qui est contradictoire. Bref [ posséde une intersection

non vide avec

F(O)

6 e ]tl, 7(

lequel ensemble n'est autre que A+(tl), d'apreés (5.8). On montre

/

ainsi que A+(tl) # ¢ et que
dla, AT(ty)) < p .

De 1la
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et, en prenant le sup pour a € A(ty) ,
(5.11) elAlty), AT(t4)) < r¥(ty) = r(ty)

En rapprochant de (5.10) on obtient 1'égalité annoncée.

5.f. Cas ot E est le dual d'un espace normé,

On suppose dans ce paragraphe que E est 1'espace de Banach

dual d'un espace normé X (en particulier E pourra €tre tout

espace de Banach réflexif avec, par exemple, les A(t) convexes

fortement fermés).

LEMME. Soit A , multiapplication de Jt;, t,]° dans le dual E

de l'espace normé X , & rétraction bornée a droite de t; . On

suppose que les A(t) sont fermés pour la topologie faible o(E, X).

Alors 1l'ensemble A+(tl) est é€gal a

(5.12) O-—=lim.sup A(t) = \—) A(T)
by tg 6 € 1ty, TL 7 €lty, O]

b

ol la double barre représente 1l'adhérence pour o(E, X) et ol

T € ]tl, tz]- est choisi indifféremment.

En effet, la topologie en question étant moins fine que la
topologie de la norme, (5.6) montre que l'ensemble en question
(notons le B) contient A+(tl). Etablissons 1'inclusion inverse en
prouvant que B est contenu dans 1l'ensemble (5.4), c'est-a-dire que,

pour tout b € B ,

(5.13) lim d(b, A(t)) =0 .
vt

Nous allons prouver plus précisément que

(5.14) Vtelty, T : d(b, Alt)) < r(t) - r'(ty) .



- 13.44 -

Soit p un réel strictement inférieur a d(b, A(t)), c'est-a-dire que,

en notant [ 1la boule fermée de centre O , de rayon p , on a

(b-8) () Aalt) = ¢ ,

ce qui équivaut a

bé B+ Alt).

Or l'ensemble B + A(t) est o(E, X)-fermé, puisqu'il en est de mé€me
de A(t) et que [ est- o(E, X)-compact. Il existe donc un o(E, X)-
voisinage de b , soit V , ne rencontrant pas S + A(t) , ce qui
impligue

{518} YV vy e Vv dly, A(t)) 2 p

La définition de 1l'ensemble (5.12) fait que b est o(E, X)-adhérent a

J

A(T)
T € ]-tly t]-

donc que
A7 elty, tl ¢ VOAT) £ 9.
En choisissant y dans V([YA(T), (5.159 montre que

sup d(y, A(t)) 2 p 9
y € A(T)

d'ou

o < e(Al(T), A(t)) £ ret(A ; 7, t)

IN

i

ct

|

o]

+

ct+

[

Cela établit (5.4) et donc (5.131)0

On atteint dés lors un résultat semblable a celui du para-

graphe 5.e
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PROPOSITION. On suppose que A est définie (au moins) sur l'intervalle

fermé [t to]l , & rétraction finie, avec A(ty) # ¢ . Si E est

le dual d'un espace normé X et si A(t) est o(E, X)-fermé quel

que soit t , 1l'ensemble Ak(tl) est non vide et le dernier membre

de (5.10) _est égal aux deux premiers.,

La démonstration est semblable & celle de la Proposition 5.e

on devra seulement remplacer la définition de F(6) par

F(6) = ) 3

A
T e Jtq, 6]‘(

ensembles fermés et ensembles compacts seront entendus au sens de la

topologie o(E, X).

5.8, Limite de la projection d'un point fixe.

PROPOSITION. Soit E wun espace hilbertien réel et soit C une multi-

application de [tl, tz]' dans E a rétraction finie, a valeurs convexes

fermées non vides : soit a € E , alors
(5.16) lim proj(a, C(t)) = proj(a, C'(tq)) .
vty

Nous fonderons la démonstration sur

LEMME. 8i E est le dual d'un espace normé X et si A est une

multiapplication & rétraction bornée a droite de vy a valeurs

o(E, X)-fermées non vides, on a, pour tout a € E ,

{5.17) lim dla, A(t)) = d(a, A (tq)) @
vty

Par souci d'€tre complet, établissons d'abord (5.17) dans

1'éventualité A+(tl) = ¢ , bien que cette éventualité soit exclue
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lorsqu'on fait les hypotheses de la Proposition. Dans cette éventualité
le second membre de (5.17) vaut +® : si d(a, A(t)) ne tendait pas

vers + ® pour t¢ t; » 11 existerait -p € R et une suite infinie

(Ti) tendant en décroissant vers t; telle que

Vi €N dla, AlT;)) < p -

)

A chaque 73 on pourrait alors assocler X5 o appartenant a A(T7T

i
et a la boule fermée [ , de centre a , de rayon p . Comme cette

boule est o(E, X)-compacte, la suite (x;

) posséderait un point
o(E, X)-adhérent, soit x, & considérer aussi bien comme point

o(E, X)-adhérent, pour t & t; , d'une sélection de la multiapplication

(construire cette sélection de maniére arbitraire pour les valeurs de t

distinctes des Ti). Bref x appartiendrait a 1l'ensemble (5.12),
ce qui contredit le Lemme 5.f et 1'hypotheése A+(tl) = ¢ .
Si A+(tl) # ¢ , on peut considérer la multiapplication A

définie par

la Proposition 5.f montre que A est & rétraction continue & droite
au point tl , d'ou on conclut, par le Corollaire 2 du Paragraphe 5.a,
la semi-continuité supérieure a droite au point t; pour la fonction

numérique
te>=d(a, A(t)) £

Pour établir (5.17), il reste a prouver la semi--continuité inférieure
de cette fonction numérique & droite au point t, . La négation de
cette semi-continuité inférieure signifierait l'existence de

e o, d(a, AT (¢ )[ et d'une suite décroissante infinie (7.) conver—
& 1

1
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geant vers ti telle que les A(Ti) rencontrent la boule fermée de
centre a , de rayon p ¢ le méme argument que ci-dessus permet de
rejeter cette hypothese.

Démontrons alors la Proposition. Posons

p(t) = projla, C(t))

p1 = projla, C' (tq))

{l'ensemble C+(t1) est non vide d'aprés la Proposition 5.f). D'apres

la Proposition 5.c, pour tout &> O , il existe mq > O tel que
t; <t <ty + 7y = e(CTt ), Clt)) < &

Donc, si1 on pose

aAt) = proj(py, C(t))

on a l'implication
(5.18) ty <t <ty +my = dlpy, alt)) < &

Cela achéverait la démonstration dans 1l'éventualité p; = a . Supposons
donc que d(a,Cf(tl)), noté p; , est strictement positif ; le Lemme

ci-dessus fournit Tl assurant l'implication

(5.19) tp <t <ty -my = py -& <dla, Clt)) <py + & .

Pour de telles valeurs de t , 1l'intersection ['(t) de <C(t) avec
la boule de centre a , de rayon p; +& , est un ensemble convexe com-
pris entre deux sphéres concentriques de rayons P ~& et py e .

Un calcul €élémentaire classique montre alors que le diamétre de ['(t)

est majdré par 2 p1& . Pour des valeurs de t conformes a (5.18)

le point q(t) appartient & ['(t) ; de méme pour le point pl(t) si t

est conforme & (5.,19) ; done, si on pose 7 = min {nl, nz}, on a

l'implication
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bt <t <t - = dip(t), alt))

par l1'inégalité triangulaire

t1 <t <ty -m =p dlpy, plt)) <

<2

+ 9

p1E

P&

b
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6. APPROXIMATIONS EN ESCALIER

6.a., Multiapplications localement en escalier

Soit I wun intervalle gQuelconque de R ; nous appellerons

partition localement finlie de I une partition de cet intervalle en

une famille de sous-intervalles (ouverts, fermés ou semi-ouverts,

certains d'entre eux éventuellement réduits & des points) tels que
toute partie compacte de I soit recouverte par un nombre fini
d'entre eux.
Si une telle partition ne comporte qu'un nombre fini d'intervalles

on dira que c'est une partition finie de I (tel sera nécessairement le
p

cas si I est compact).
Une application ou une multiapplication définie sur I est

dite en escalier (resp. localement en escalier) s'il existe une partition

finie (resp. localement finie) de I sur chaque intervalle de laquelle

cette application ou multiapplication est constante.

Dans toute la suite on supposera, pour alléger,que 1l'intervalle

I contient son origine, soit t . En ce cas les intervalles de toute

partition localement finie P de I peuvent €tre munis d'une indexa-
tion dans IN correspondant & leur succession dans [R : on les notera,

par exemple
(6.1) PoIgs I s wees Iy

et on notera tij 1l'origine de l'intervalle I, .

Si A est une multiapplication localement en escalier de I

dans l'espace métrique E, constante sur chacun des intervalles de la
partition P , on évalue aisément la rétraction de A sur tout sous-inter-

valle compact [s, t]- de I : Soient Jos J1s eees dp > indexés selon
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leur ordre de succession de gauche & droite, ceux des intervalles
[s, t]( lIi qui sont non vides ; choisissons arbitrairement un €lément

Uj dans chagque J: . Toute subdivision de [s, t]- posséde un raffi-

J
nement dont les UJ sont des noeuds ; on peut donc construire
ret(A ; s, t) & partir de subdivisions de cette sorte, soit
S . s =74¢< Ty € eve <Typ = b .,

Or e(A(Ty,_ 1), AlTy)) = O si [Tk—l 5 Tk] est contenu dans un des

Jj et

e(A(Tk—l) s A(Tk)) = e(A(U,j—l)’ A(O'J))
si Tr_1 € JJ_l et T € Jj : il reste donc
m
2 Ao )
(6.2] R(S) j{il elaloy_1), Aloyl)
indépendant de S : c'est la valeur de la rétraction cherchée

ret(A ; s, t).

Image réciproque d'une partition localement finie.

Soit r wune application croissante (peut-€tre non strictement)
de I dans IR et soit [I une partition localement finie de R . Les
images réciproques des intervalles constituant [I sont des sous-
intervalles de I ; ceux de ces sous-intervalles qui sont non vides

constituent une partition localement finie P de I : nous dirons

que c'est 1l'image réciproque de |[I par r et on écrira
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6&.b. Comstruction d'approximations localement en escalier.

NOTATION., Soit A une multiapplication de I dans l'espace métrique

E , & rétraction finie, P étant la partition décrite en (6.1), on

notera Ap 1a multiapplication localement en escalier gqui prend sur

chacun des intervalles Ii une valeur constante déterminée comme suit

- si [, contient son origine t; on prend

Vte I; : Aplt) = A(t

(en particulier Ap(t,) = Altg)) ;

-~ sinon on prend

2
VteI;, : Aplt)=Aa7(t;)

(notations du paragraphe 5.cl.

On remarque alors
(6.3) Yt e 1, : elap(t), A(t)) < sup{ret(a ; o, 7) @ [0y T I3} .

C'est banal dans 1le cas t., € I

i si t. ¢ I. les Propositions 5.b

i i i
et 5”c' montrent que la multiapplication A définie sur {ti}(_JIi
par

Alt) pour t € I

Alt) =
AT(t:) pour t =t

donne, pour tout t € I. ,

ret(A : t., t) = sup {ret(A ; o, t) = t; <o <t .

ity
Cela établit (6.3) , pulsque

e(hp(t), Alt)) = e(Alt;), Alt)) < ret(h s t
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On en tire

PROPOSITION. Socit r 1la fonction rétraction de A c'est-a-dire

Vi€ L r(t) = ret(A ; t,, t)

»

soit €> 0 et soit I une partition localement finie de R en

intervalles de longueur < & . Alors si P = Fl(H) ,  on a

.

(6.4) Vot eI elAplt), AlE)) < &

Cela résulte immédiatement de (6.3), puisque, si I. € P

on a
o, 7] 1; => retla ; o, 7) = r(7) - rlo) < & .

Noter que, dans les hypothéses du présent paragraphe, Ap(t)
peut €tre vide, D'ailleurs une inégalité telle que (6.4) n'est pas
en elle-méme trés substantielie : elle serait banalement vérifiée si,
au lieu de AP on considérait la multiapplication identiquement vide.

C'est dans les paragraphes suivants que la construction de Ap prendra

tout son prix.

6.c. Cas ou les boules de E sont compactes.

PROPOSITION. Avec les notations des paragraphes précédents, on suppose

de plus l'espace métrique E _tel que les boules fermées soient com-

pactes, On suppose que la multiapplication A , 2 rétraction finie

sur I , est & valeurs non vides (il suffit pour cela que A{to) £ ).

Soit & > O et soit [I une partition localement finie de R en

-1 . :
intervalles de longueur < & . Alors, si P = r ([I), la multiapplica-

tion Ap , & valeurs non vides, vérifie
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(6.5) V tel: elaplt), Alt)) < &

(6.8) Vis, tlc 1 ret(Ap ; s, t) < ret(A ; s, t) + &

(6.7) Vtel: ret(Ap; to,t) < ret(A ; to, t)
Démonstration : Les valeurs de Ap sont non vides, en vertu de la

Proposition 5.e.

Pour évaluer ret(Ap ; s, t), appelons Jos J1s esey Jy s

indexés dans l'ordre de leur succession dans JR , ceux des intervalles

[s, t]f\ I; qui sont non vides. On note sJ l'origine de Jj ,on
choisit un o5 dans chaque JJ et on utilise (6.2)

m

ret(Ap ; s, t) = ng e(AP(UJnl); AP(UJ)) B
d'ou,par 1l'inégalité triangulaire,
m
(6.8) ret(AP s 8, H)iK ng [e(Ap(ojml), A(sj))+e(A(sj),AP(UJJ)].
Le terme e(A(sj), Ap(oj))y pour Jj 2 1 , donne lieu a la

majoration suivante : si S5 £ JJ ce point est nécessairement l'origine

d'un des Ij et ne lui appartient pas, donc, d'aprés la construction

de AP 9

d'ou, d'aprés 1l'inégalité (5.11) (ou la Proposition 5.e),

e(Alsy), Aploj)) = e(Als;), A (s3)) < r+(sJ; ~ r(sj)
< r(aji s r(sj)
Bref
(6.9) e(Als), Ap(oy)) < ret(A , s, o)
J
-/
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et cette inégalité sera encore banalement vraie, avec les deux membres

nuls, lorsque sj € JJ ” si 1l'on convient de choisir UJ selon la
regle
. . 7> 1 - . = .
(6.10) pour sy € JJ et j 21 7 S5 -
Le terme e(AP(UJ_l), A(sj)) donne lieu a la majoration suivante
on choisit >0 35 B & ¢ J. (hypothése qui implique j > 1),
i j-1 j-1
on a
AP(O'J_l) = A+(SJ_1)

donc, d'aprés 1'inégalité (5.7),

e(Aploj_1), Alsy)) S rls;) - r'(s

J

Il suffit de choisir oj_1 assez voisin de Sj.1 Pour que

r(UJ_l) < T+(Sj_3) + M
de sorte que
+ \
) : & = = . .

r(sJ) r(sj_1) r(sy) rloy_1) +n = ret(A Tj-10 S31 t M
Alors
(6.11) e(AP(Uj_l), A(sj)) < ret(A ; Uj_l, sj) + m
et cette inégalité est encore banalement vraie lorsque Sj_1 € Jjy_1
et Jj > 1 : dans ce cas, en effet, (6.10) implique Ap(aj_l) = A(Ujﬂl)'
Pour j =1, 1'inégalité (6.12) n'est plus vraie en général, mais

on écrit
e(Ap(o,), Alsy)) < el(Aploy), Alo
d'ou, vu (6.5),

(6.12) e(AP(Uo), A(sl)) < € + ret(A : g sq) .
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En rapprochant (6.8), (6.9), (6.11), et (6.12) on obtient

ret(Ap ; s, t) <& + (m-1)7m +j%l [ret(a i UJ_l, sj) + ret(A sj, UJ)]
< &€+ (m-1)n + ret(A ; Ogs Op)
< &€+ (m=1)n + ret(A ; s, t) .
Comme 7 peut €tre choisi arbitrairement voisin de zéro, cela prouve
(6.8).
Enfin, pour établir (6.7), on note que si s = t, , on a
Sg = to ce qul permet de prendre o, = to : dans ce cas on peut

omettre le terme € en (6.12).

6.d, Cas ou E est le dual d'un espace normé,

Le m&me raisonnement que ci-dessus, en invoquant cette fols les

résultats du paragraphe 5.f au lieu de ceux du paragraphe 5.e., fournit :

PROPOSITION. Avec les notations des paragraphes précédents, on suppose

que E est le dual d'un espace normé X et que les A(t) sont

o(E, X)-fermés non vides. Alors (6.5), (6.8) et (8.7) ont lieu.

6.e. Ordre sur l'ensemble des partitions localement finies de I] .

2

NOTATION. Soient P et P' deux partitions localement finies de I

on écrira P< P' si P' est un raffinement de P , c'est-a-dire si

tout intervalle de P' est contenu dans un intervalle de P .

Cela revient a dire que tout intervalle de P posséde une
partition constituée d'intervalles de P' .

Il est clair que -( constitue une relation d'ordre sur l'ensemble
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P des partitions localement finies de I et que cet ordre est filtrant
4 droite : deux partitions localement finies de I possédent un
raffinement commun, & savoir la partition constituée par les intersec-
tions non vides d'intervalles de P et d'intervalles de P' (ce raffi-
nement est bien une partition localement finiej.

Selon une terminologie usuelle, toute application f de &9
dans un espace topologique & pourra s'interpréter comme une sulte

généralisée indexée dans J2 et on pourra parler éventuellement de la

convergence de cette suite généralisée vers un €lément ZETEE c'est-—
a-dire convergence de cette application de J> dans € , selon la base
de filtre des sections de J&& : on dira plus briévement aque f(P), ou
fP , tend vers e, pour P croissant dans J2 et on convient de

l1'écriture

Bm  fp= 4
P e€do

La démonstration de la Proposition 8.b se trouve de la sorte

fournir le résultat légerement plus fort que voici

L'application Pr>e(Ap(t), A(t)), de J2 dans R, , converge
vers zéro pour P croissant dans g2 , et cela uniformément par rapport
a t eI

De méme

Dans les conditions des Propositions 6.c ou 6.d , l'application
P> ret(Ap ; t,, t) est croissante de J° dans R ; pour P croissant
dans FJ , elle converge vers ret(A ; tos t) et cela uniformément par

rapport a t € I .
Que cette application soit croissante résulte immédiatement de
1'inégalité triangulaire.

Quant & la convergence vers ret(A , 1t t) , on peut montrer
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d'abord qu'elle est uniforme sur tout sous-intervalle compact de I .
Ensuite, si I n'est pas compact, on pourra tout au moins le recouvrir

par une suite d'intervalles compacts [tk, tk+1]" k e N. A tout

€ > 0, on associe une suite (&), k €N, de réels > O tels que

e
kgo &k < &
Les partitions localement finies souhaitées s'obtiennent par recollement.

Notons enfin qu'a partir d'un théoréme de convergence dans & ,
on peut usuellement caractériser 1l7élément limite eetg' par une

propriété moins forte mais d'utilisation plus simple en invoquant seule-

ment des8 suites croissantes de partitions : si 1'élément <£€ TE
posséde une base dénombrable de voisinages, soit (Vi) , 1 €WlN , la
propriété de convergence dans g° fournit, pour tout 1 € [N , une

partition P; €d? telle que

BiA P = f(F}& ¥y .

On construit alors une suite croissante ([I,) d'éléments de g2 par la

i

récurrence suivante : Hi+1 est un raffinement commun de I[I. et de

&

P.,; « Il est clair que € est la limite de la suite f(llj), 1 e W .
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7. THEOREMES DE SELECTION.

7/.a., Cas ou les boules fermées de E sont compactes.

PROPOSITION. On suppose l'espace métrique E tel que les boules fermées

solent compactes. Soit I un intervalle de IR contenant son origine

t, el scit A wune multiapplication & rétraction finie de I dans E,

a valeurs fermées. Alors, quel gque soit ag € A(to), il existe une
sélection Ut ul(t) € A(t) de la multiapplication A , telle que
ult,) = a, et gue

(7.1) vV [s, tJeo 1 ¢ var(u & s, t) < ret(A : s, 1) .
Démonstration : Supposons A(t_ ) # ¢ . sans quol l'énoncé est banal.
La Proposition 6.c¢ fournit, pour tout n € N , wune multiapplication

localement en escalier a valeurs fermées non vides, qu'on notera AP

telle que A"(t,) = Alt,) et que
(7.2) Vtel: e(Al(t), A(t)) <L
T
(7.3) V (s, tloI @ ret(A® ; s, t) < ret(A ; s, t) + 1
n
Soit (I?) , i =0, 1, 2, ... la suite, éventuellement infinie, des
intervalles, indexés dans 1l'ordre de leur succession dans I , sur

chacun desquels la multiapplication A" est constante. On peut

construire de la maniére suivante une application localement en escalier

ti> ul(t) € AT(t) qul soit une sélection de A® et constante sur les
mémes intervalles ; la valeur al de wu" sur l'intervalle ¥ est

définie par récurrence

{(7.4) ag = a
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et a?+l choisi dans 1l'ensemble A?+1 (valeur constante de A" sur

1'intervalle I7,;) de maniére que
n .n _ n 0
(7.5) d(al, al,,) = d(al, A}, ;)

Un tel a?+l existe certainement, en vertu de 1l'hypothése de compacité

des boules.

La variation de la fonction u' sur un intervalle [s, t]e I

se construit en considérant ceux des intervalles [s, t]) I? qui sont

non vides, soient Jj, Jq, ... Jp o indexés dans 1'ordre de leur
succession, et en choisissant un €lément UJ dans chaque Jj {cf. § 6.a)
m
var(u®? ; s, t) = jgld(un(oj_l), un(Uj))

tandis que la rétraction de A" est
m
ret(A® ; s, t) = 2 e(AMo._4), AM(o;)).
Alors (7.3) et (7.5) fournissent

(7.8) var(u® : s, t) < ret(A” ; s, t) < 1 . ret(A ; s, t).
n

I1 en résulte d'abord

(7.7) vVt el : dfs,, a®(t)) <1 + ret(A ; O, t) < + @,

Notons B(t) 1la boule fermée de centre a_ , de rayon 1 + ret(A ; O, t)

munie de la topologie induite par celle de E, cette boule constitue
un espace topologique compact, L'application u, . I - E peut, en

n

vertu de (7.7) s'interpréter comme un élément de 1'espace produilt

P = II B(t)
tel

Muni de la topologie produit, cet espace est compact, d'aprés le

théoreme de Tychonoff, donc la suite u possede au moins un point
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adhérent, soit u ; de fagon €quivalente, u est un point adhérent

de la suite u" dans l'espace fonctionnel ol , muni de la topologie
de la convergence simple, Nous allons montrer que cet u : I — E
posséde les propriétés formulées dans la Proposition.

Evidemment wu(t_ ) = ag .

Montrons que

(7.8) vtel @ ult) e Alt) .
Soit t fixé et soit &> 0 ., Puisque u est adhérent & la suite
u? pour la topologie de la convergence simple, il exlste n > s tel
que
&
dlu(t), ul(t)) < > &
En outre, comme u®(t) € A%(t) on a , dfaprées (7.2)
aluP(t), Alt) < e(A®(t), A(t)) < g
d'ou
dlu(t), A(t)) € d{u(t), u(t) d(u®(t), A(t)) <& ,
ce qui prouve (7.8), puisque A(t) est fermé dans E .
Enfin on établit (7.1) en prouvant
(7.9) Vo, 7l 1 d(ulo), ulr)) < ret(a ; o, 7)
Soient o et T fixés et soit &€ > O ; il existe n > S tel que
d(ulo), uo)) < =
dlul7), ul(r)) < & :
3
Vu (7.6}, on a
d(u®{o), u7)) £ var(u® ;5 o, 7) £ % + ret(A ; o, T) .
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Alors
d(ulo), ul(7)) < d(ulo), uP(o)) + d(u(o), uB(7)) + d(u®(7), ulr))
< & + retla ; o, 7)

ce qui établit (7.9)

REMARQUE. L'intér€t principal de (7.1) est de montrer que, si de plus
la multiapplication A est a rétraction continue (resp. absolument

continue, resp., lipschitzienne de rapport e ), la sélection u est

& variation finie continue (resp. absolument continue, resp. lipschitzienne

de rapport £ ).

7.b. Cas ot E est le dual d'un espace normé,

PROPOSITION. On suppose que E est l'espace de Banach dual d'un espace

normé X ., Soit I wun intervalle de (R contenant son origine to et

soit A wune multiapplication & rétraction finie de I dans E , EL

valeurs o(E, X) fermées. Alors, quel que soit a_ € A(t

5 il existe

o)

une sélection tr>u(t) € A(t) de la multiapplication A telle gque

u(t ) € a et vérifiant 1'inégalité (7.1).

(¢]

Démonstration : On reprend les constructions du paragraphe précédent,
avec les mémes notations. L'existence de a?+l vérifiant (7.5)
résulte de ce que les boules fermées de E sont o(E, X)-compactes.

On obtient & nouveau (7.6) et (7.7). La boule B(t) est compacte pour
la topologie faible o(E, X) ; on applique le théoréme de Tychonoff
pour cette topologie et conclut & l'existence de u , point adhérent

de la suite u" dans 1'espace fonctionnel joRt , muni de la topologie

de 1la convergence simple faible.
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Pour établir (7.8) on remarque que 1'ensemble A(t) est, a
fortiori, fortement fermé ; donc si, pour un t fixé, u(t) n'apparte-

nait pas a cet ensemble, il existerait £> O tel que d(u(t), A(t)) >&

c'est-a-dire, en appelant [B(&) la boule fermée de centre O , de
rayon & ,
ult) ¢ A(t) + Ble) .
Pour la topologie faible o(E, X) , les ensembles A(t) et pB(g)
sont l'un fermé et L'autre compact, donc A(t) + B(£) est fermé. Il
existerait donc V , voisinage faible de O tel que
(7.10) (ult) + V)M (A(L)+B(E)) = & .
Or,. ul(t) étant point adhérent faible de la suite uP(t), il existe
n > é tel que uP(t) € u{t) + V : et, vu (7.2),
d(u(t), Alt)) L <& ,
n

ce qui contredit (7.10).

Enfin, pour établir (7.9) dans le contexte présent, on remarque
que, pour tout W , voisinage faible de O , il existe un autre de
ces voisinages, soit V tel que
V-VCW;
o et T étant fixés dans I , soit ng € N ; il existe n > ng tel que

ul(o) € ulo) + V s ul7) € ulr) + VvV

de sorte que

Or (7.6) fournit

| ul(7)—ul(o)]| < 1 i ret(a; o, 7) <L + ret(A; o, 7) .
n
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Bref, quel que solt n

o » le point u(7) - u(o) est adhérent a la
boule fermées de centre O, de rayon 1 . ret{(A ; o, T) , cela
n
o

prouve (7.9).
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8. PROCESSUS DE RAFLE DANS UN ESPACE HILBERTIEN

8.a. Formulation forte et discrétisation du temps.

On reprend la formulation du paragraphe l.a dans le cas, un peu

plus général, d'un intervalle non nécessairement compact.

Soit I wun intervalle de |R , contenant son origine to et
soit H un espace hilbertien réel dans lequel on note L,L la norme
et (.ln) le produit scalaire. On donne une multiapplication

tY%C(t), définie sur I , a valeurs convexes fermées non vides ; soit

x> (1, x) la fonction indicatrice de C(t).

On appelle solution du probléme de rafle par C , pour la

donnée initiale a € C(t,), une application localement absolument
continue u : I - H vérifiant
(8.1) ulty) = a

et, pour presque tout; t _dans I ,

(8.2) -84 ¢ 3yrt, ult)).
at

L'unicité d'une telle solution, si elle existe, résulte
élémentairement de ce que la multiapplication x*>0dy(t, x) est mono-

! sont

tone au sens de Minty : cela impligue en effet que, si u et u
deux solutions, la fonction numérique t&> |u(t) - u’(t)l' est
décroissante.

La recherche d'hypothéses assurant 1'existence de u peut
&tre abordée de bien des maniéres (cf. MOREAU [3], [4]'). Une technique

naturelle, pour le calcul numérique notamment, est celle de discrétisa-

tion du temps : on cherche & construire une suite strictement croissante

Tgs b wees Bys ee (finie ou non) de points de I, et une suite
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Xos X5 sews Xip eve de points de H , de maniére que, en un certain

sens, X; soit, pour chaque 1 , une approximation de u(ti). Cela

conduit a adopter, en tant qu'approximation de la dérivée %% (ts)

1 | 4

l'expression
1
(8.3) t——___g_—-— (Xi - Xi~l) 5
i~ Yi-l
ce qui engendre, comme traduction approchée de (8.2), la condition de
récurrence
1

(8.4) —g———t-:—— (Xi—l - Xi> € 'al,b(tlj Xl)

i = Mi-l

On présume que cette relation de récurrence; jointe a la condition

initiale

(8.5) X, = a

issue de (8.1),détermine, de proche en proche, la suite (x;) pour
chaque choix de la suite (ti). De fait, comme t; - i1 >0, 1la

condition (8.4) signifie que x. € C(t

i ) et que x;_q - X3

1
appartient au cOne des normales sortantes au point X3 du convexe

C(ti), cela équivaut classiquement 2

(8.6) x; = projlx;_q, C(t;)) .

1 1

Bref, la suite de points (x;) se construit par une cascade de projec-

tions sur la suite de convexes C(t

de rattrapage.

Il est intéressant de noter que cet usage de l'expression

(8.3) comme approximation de la dérivée 5&%-(tij fournit ce qu'on

appelle, en analyse numérique, un "'schéma de discrétisation de type
implicite" ; on veut dire par la que l'exploitation de la loi de récur-

rence obtenue pour les x; exige, & chaqgue pas, la résolution d'un

i), ce que nous appelons 1l'algorithme
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probléme auxiliaire : ici la construction du point projection,selon
l'écriture (8.6). Adopter (8.3) comme approximation de du (t;_4)
dt -

aurait fourni, a la place de (8.4) la condition

=

(8.7) T—t-_-‘ (Xi—l —_ Xl) € ‘al)b(tl_l; xi—-l) >
h E e |
déclarée "de type explicite" parce que X;, 1inconnue du i-éme pas, se

trouve apparaltre au premier membre seulement. En dépit de cette simpli-
cifé tformelle (8.7) est difficilement exploitable puisque le second
membre est multivoque, éventuellement vide. Le présent exemple illustre
ainsi de fagon frappante la supériorité du “schéma implicite”.

L'idée directrice pour ce qui suit va €tre d'interpréter plutst

l'algorithme de rattrapage comme une technique d'approximation en

escalier en ce qui concerne la donnée tF>C(t) et 1'inconnue
t=>-u(t). En effet la suite d'intervalles [ti, ti+1[ , 1 €N, cons-—

titue une partition localement finie, soit P, de l'intervalle I .

Les ensembles C(t,) quli apparaissent en (8.6) sont les valeurs

it
prises sur ces intervalles respectifs par la multiapplication localement

en escaller Cp (notation du paragraphe 6.b). La fonction localement en

escalier qul prend les valeurs respectives x; sur les intervalles en

question est solution faible du probléme de rafle associé a Cp , au

sens de la définition ci-dessous.

DEFINITION. Soit

une partition de I en intervalles (ouverts, fermés ou semi-ouverts,

certains d'entre eux éventuellement réduits a des points) et soit C

la multiapplication localement en escalier de I dans H _défini par
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C(t) = Cy pour t e 1

les C; €étant des ensembles convexes fermés non vides. On appelle

solution généralisée, ou solution faible, du probléme de rafle par C

2

pour la donnée initiale a € Clty) = C, , l'application localement en
escalier u : I — H définie par
ult) = X pour te Iy ,
la suite des points X5 €tant construite par la loi de récurrence
X, = a
(8.7) X; = projlx;_q, Ci)

Cette définition est d'ailleurs trés naturellement suggérée
aussi par 1l'image mécanique donnée du processus de rafle au paragraphe
l.a, On note immédiatement qu'elle conserve un des traits fondamentaux
du processus : si u et u' sont deux solutions (correspondant &

deux données initiales a et a'), la fonction numérique
tk*-|u(t) - u7(t)y

est décroissante ¢ cela résulte de ce gque chacune des applications
x> proj(x, Ci) est contractante.

REMARQUE. La rétraction de la multiapplication C sur un intervalle
[s, t] s'évalue par la technique du paragraphe 6.a : solent

p, p*l, ... , p+m les valeurs de 1 telles que [s, t]{} 1, #¢

alors
p+m

ret(C ;: s, t) = 2 e(Cy 1, C;) .
i=p+1

De méme la variation de la solution u sur [s, t] est



var(u ; s, t) = > d(x.

Or (8.7) 1implique

donc
(8.8) Vv [s, t] e 1 . wvar{u : s, t) < ret(C ; s, t)

inégalité que nous retrouverons plus loin dans un cadre tout a fait

général.

8.b. Convergence des approximations localement en escalier.

PROPOSITION. Soit I wun intervalle de IR contenant son origine to 5

soit tF>C(t) une multiapplication de I dans l'espace hilbertien H

>

4 rétraction finie, a valeurs convexes fermées non vides et soit a € C(t

)a

o

A chague partition localement finie P de I , on associe la multi-

application localement en escalier Cp (notation 6.b) et la solution
généralisée (définition 8.a) , soit wup @ I = H, du probléme de
rafle par Cp pour la donnée initiale a . Alors les wup , pour P

parcourant 1l'ordonné filtrant 53, constituent une suite généralisée

de fonctions uniformément convergente sur tout compact de I .

DEFINITION. La limite de la suite généralisée ci-dessus est appelée

solution faible du probléme de rafle par C pour la donné€e initiale a

La démonstration de la Proposition repose sur 1'inégalité gque

voici

LEMME 1. Soit ¢¥ une partie convexe fermée non vide de H ; soient

x et y deux points de H ; alors
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(8.9) X - proj(y,(?)l2 = [Xr- y|2 < 2d(x,G) dly, &) .

En effet, si l'on note x' = proj(x, &) et y' = projly,&),

le premier membre de cette inégalité s’écrit

(y-y' | 2x-y-y') = 2(y-y' | x-x'+x'oy '+ &

= Blg—p' |xx'} % Blypy | 2y - lyru|® |

Le premier terme de ce dernier membre est majoré par
2 |ly-y'| |x-x'| = 2dly,¢) dix,G)

et, vu que x' e(? 5 le second terme est < O en vertu d'une carac-

térisation classique de proj(y, () ; 1le dernier terme est banalement
<0, d'ou (8.9) (ce type d'argument donne le sentiment Jue (8.9)

est une inégalité assez grossiére ; elle nous suffira pour ce qul suit,
mais on se doute que 1'essentiel des faits exposés dans ce paragraphe
subsisterait,moyennant formulation convenable, si l'on remplagait
l'espace hilbertien H par un espace de Banach uniformément convexe
quelcongue)

LEMME 2. ©Soit I;

[ d'origine ty (non nécessairement incluse) 1l'un

des intervalles constituant la partition P de I . Soit P' une

partition localement finie de I plus fine que P . Soient respecti-

vement wup et wup:, des solutions faibles du probléme de rafle par

les multiapplications localement en escalier Cp et Cp: . On note

supposée
Jqps, Jos eees dp la famille¥Tfinie (indexée selon 1'ordre de [R) des

intervalles de P' qui sont contenus dans I, et on note Jpy.4

1'intervalle de P' qui fait suite a J (s"il existe) . Alors quels

m

que soient o € J; et 7 € I, JJy,; _tels que o <7 , ona




- 13.70 -

2 A

!

(8.10) |up(7)—upa(7)|2 lqp(o)~up.(o)|
z(ret(Cp| s T, T))é ‘;'D
F'-: /v)‘—* f} Qt ( ,;’::\'/E:"\): "Z}'f';! L_.j-(é

D

IN

Etablissons d'abord cette inégalité dans le cas 7 € Jpq

Notons respectivement x; et C; les valeurs de wup et de Cp

dans 1l'intervalle TI; ; notons respectivement yj et D, 1les valeurs

J

de Up: et va dans Jj s

La définition de Up donne
yJ*l = pI'O_j(ny DJ+1)
d'ou, d}aprés 1'inégalité (8.9),

1% <

. 2 ,
(8.11) X1"¥J+1l - Ixi—yj < 2d(xy, Dj4p) dlyys Dj+1) -

En donnant a j 1les valeurs 1, 2, ..., m-|et en ajoutant membre a

membre les inégalités obtenues, il reste

m~ |
(8.12) !Xi‘ymﬁlz - |‘X1—Y4|2 <2 ng dlx;, Djuq) dlyy Dyp) .
A
Par ailleurs ;,PU~;LnuAp .\
Xijpg = proj(xi, Ci+1) .

La définition de Cp et Cp: implique Cj,q =D (& savoir

m+1
= + .
C(tl+l) S1 tl*’l € Il+l et C (tl+1) S1 t’l‘*‘l ¢ Ii+1) B Comme

la projection sur un convexe est une application

contractante, on a

2
Xi+1—ym+1i2 < 'Xi—ymﬂﬁl
On en conclut que le premier membre de (8.10) est majoré par le second
membre de (8.12). Comme x; appartient & C; =D; , on a pour tout

1

J= 1, 2,00 M

d(Xiy DJ+-]-) < e(Dl’ DJ+1) S pg_j,{aGp* s U',f"f')' |
gp.(c ’6'8 s [6"}‘;’)&4"

Aok P {
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Donc le second membre de (8.12) est majoré par

m
2 ret(Cp: ; : = ! 2
(Cpr 3 o, T) ng e(Dy, Dyyq) = 2(ret(Cpi , o, 7))
ce gqui établit (8.,10).
I1 reste a adapter cette démonstration au cas 7 € I dans

i
ce cas appelons p la valeur de j telle que 7T € JJ . On ajoute

membre 4 membre les inégalités telles que (8.11) en faisant
j =1, 2, ..., £ . Cela donne & gauche le premier membre de (8.10) ;

a droite on a les mémes majorations que ci-dessus, au remplacement preées

de m par u .

Ce Lemme 2 va permettre d'établir la Proposition en montrant

que la suite généralisée (up), P €J? | est de Cauchy, uniformément

par rapport a t dans un compact de I .

Soit € > 0 et soit T 2 t, . La Proposition 6.d (en identi-

fiant 1'espace hilbertien H & son dual) fournit P € g° telle que

VtelI: elCplt), Clt)) < &

vV teI: ret(Cp ; t t) < ret(C ; t,, t)

O}

et, selon les remarques du paragraphe 8.e, ces mémes inégalités sont
vérifiées a fortiori pour toute partition P' € 92 plus fine que P .
Notons spécialement wup et up: les solutions du probleme

de rafle par Cp et Cp, pour la méme donnée initiale
UP(tO) = uPr(to) = a °

On note, comme précédemment, I les intervalles constituant la parti-

tion P ; solt it la valeur de i telle que t € I. . Appliquons

i

le Lemme 2 pour i =1, 2, ..., 1t , e€n prenant
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si 1 =1 : o =0; =1

IN

si 2 1 <iy o

i
Q
-
m
(o)
i
S
W
N
Q
o
+

si 1 = it : o= 0o € J: , T=T: =1 w

En ajoutant membre a membre, il reste

1y

lup(t)-up (012 < 2 2, (ret(Cp 5 o

2
i i))

Or, la construction des CP' permet d'invoguer 1'inégalité (6.6)

ret(Cp. 5 O34 Ti) < ret(C ; oy, Ti) +& < 3& -

L'inégalité ci-dessus donne donc

i
t
lup(ti-up. (0)]? < 68 5 ret(Cpr ; oy 75)
< B8& ret(Cpi ; 1y, t)
< 6& ret(C; ty, t) < B&ret(C; ty, T).
Finalement, si P" est une autre partition localement finie plus fine
que P , on obtient, pour tout t € [to, 7]

|up: (t)-upu(t)| < 2V 6E ret(C ; to, T) .

O)
C'est bien la propriété de Cauchy pour la suite généraliseée (up) , d'ou
convergence parce que H est complet. Si on note u la limite, il vient

pour tout t € [to, T]- et toute partition localement finie P' plus

fine que P ,

IN

(8.18) lup (t)-ult)] < 2V 6E ret(C ; tg, t)

07

IN

2y 6e ret(C ; ty, T)

ce qui signifie que la convergence est uniforme sur [t 7]

03
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REMARQUE 1. Si 1l'intervalle est compact toute partition localement
finie est ispo facto finie, Pour I non compact, la Proposition ci-

dessus peut-€tre légérement améliorée, dans deux voies distinctes

— ou bien on se contente, selon 1'énoncé, de convergence uniforme sur
tout compact, dans ce cas on peut établir la convergence en se restrei-

gnant aux partitions finies,

— ou bien on peut montrer que la convergence est uniforme sur I ‘tout

entier : on recouvre pour cela I par une suite d'intervalles compacts
(Ky), k e N. A tout € > 0 on peut associer une suite de réels Q

soit k), k € N, tels que

On procede alors & 1l'approximation a &k prés sur K, , etc...
REMARQUE 2. Pour 1'étude de la fonction limite u , il pourra €tre
commode d'éviter la considération de 1'ensemble J° tout entier, mais

invoquer seulement des suites de partitions, comme on l'a déja expliqué

en 6.e : soit (&£;), 1 € N, une suite de réels > 0 tendant vers
zéro ; pour chaque i € IN , soit Hi partition localement finie de R
en intervalles de longueur < &, ; soit Py = Flﬂli). L'inégalité

(8,13) montre que la suite des fonctions localement en escalier

up,  converge vers u .
i

8.c. Premiéres propriétés des solutions faibles.

Etablissons trois propriétés attendues

1° Pour tout t € I
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ult) € C(t)

En effet, la construction de la fonction localement en escalier
up fait que

donc
dlup(t), Clt)) < e(Cplt), C(t))

qui tend vers zéro pour P croissant dans g9 . Il vient donc 2 la

limite d(u(t), C(t)) = O, d'ou la conclusion puisque C(t) est fermé

dans H .

2° Si u et u' sont deux solutions faibles du probléme de rafle

par C , 1la fonction
t = Ju(t)-u'(t)]

est décroissante.

En effet u et u' sont respectivement limites de up et
u'p , solutions faibles du probléme de rafle par la multiapplication

localement en escalier Cp . Il est banal (cf. paragraphe 8.a) Qque

.

s <t = |upls)-u'pls)| 2 [uplt)-u'plt)

Il n'y a plus qu'a passer a la limite,

3° Si u est solution faible du probléme de rafle par C

(8.14) V[s, tlC 1 : wvar(u; s, t) < ret(C ; s,t).

I1 suffit pour cela de montrer

vV [s, tlec1 @ dluls), u(t)) < ret(C; s, t) .
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Or 1'inégalité (8.8), qui concernall le cas de solutions du probléme

de rafle pour les multiapplications en escalier, donne
d(up(s), up(t)) < ret(Cp : s, t) .

11 n'y a qu'a passer a la limite, en invoguant les remarques faites

au paragraphe 6.e.
De (8.14) résulte

Si la multiapplication C est a rétraction bornée, resp. a ré-

traction continue, resp. & rétraction (localement) absolument continue,

resp. a rétraction lipschitzienne de rapport né ,  toute solution

faible wu du probleme de rafle par C _est a variation bornée, resp.

est continue, resp. est (localement) absolument continue, resp. est

lipschitzienne de rapport é "

En particulier, si C est a rétraction (localement) absolument
continue, sa fonction rétraction posséde pour presque tout t, une

dérivée t(t)et la fonction u posséde pour presque tout t une dérivée

alt) ; alors pour presque tout t

(8.16) [ait)] < r(t)

L'objet du paragraphe 8.k sera de montrer que, dans ce cas, u est
solution de 1'équation différentielle (8.2).

8.d. Limites a gauche.

Soit ty € I, strictement supérieur a bt . L'inégaliteée
(8.14) montre que u est a variation bornée sur [tojtg

puisque H est complet, 1'existence de

lim u(t) , mnoté u(tqy) .
tA by
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Evidemment, d'aprés la définition méme de la limite inférieure

u”(ty) € lim.inf c(t) .
A AT

Si la multiapplication C est a rétraction continue a gauche

au point t4 (cf. paragraphe 4.a. : on a vu que c'est le cas en
particulier si cette multiapplication est semi-continue supérieurement
a gauche au point tl), 1'inégalité (8.14) prouve que, dans ce
cas particulier, u est continue a gauche au point t

1 °

PROPOSITION : De facon générale

(8.18) ulty) = proj(u™(tqy), Cltq)) .

En effet, l'ensemble des partitions localement finies de I
qui comportent un intervalle réduit a {tl} constitue une partie
cofinale QPl de 1l'ordonné filtrant 2. Dénc u est, si 1l'on veut,
limite d'une suite généralisée (up), P €99 . La définition de la

multiapplication localement en escalier Cp fait que, si P eﬂ?L,
Cp(tl) - C(tl)
et la définition de up fait, dans ce cas, que

(8.19) uplty) = projluplty), Cltq)).

Comme la convergence des up vers u est uniforme sur tout compact

on peut écrire, par interversion de limites

u (t,) = 1lim upl(tq)
1 P'"1
P e,

Alors (8.18) découle de (8.19) en vertu de la continuité de 1l'appli-

cation x> projlx, C(tq)) .
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8.e. Limites a droite,

Soit tl € I, distinct de 1l'extrémité de I . L'inégalité
(8.14) montre que u

est a variation bornée sur un intervalle
]tl, tl+h], d'ou, puisque H est complet, l'existence de

lim u(t) noté u+(tl).
t g

Evidemment

u'(ty) e CTltq)

Si la multiapplication C

est a rétraction continue a droite

au point tq (cf. paragraphe 5.a.

; cela implique, on l'a vu, que cette
multiappldcation est semi-continue inférieurement a droite au point tl),
1'inégalité (8.14) prouve que dans ce cas particulier,

u est continue
& droite au point t; .

PROPOSITION. De fagon générale

(8.,20) ut

(t1) = projlultqy), C (tq)).

La méthode de démonstration est la méme qu'au paragraphe précédent

onrestreint P & l'ensemble Cﬁﬂ. des partitions localement finies com-

portant un intervalle réduit a

{tl} : en ce cas
up(ty) = projlup(ty), CTltq)) ,
en effet, quel que soit P € Sﬁi , la valeur de Cp sur l'intervalle

consécutif a t, est toujours C+(t1). Invoquant alors l'uniformité
de la convergence des

up pour intervertir les limites, on écrit

u+(t1) = lim u;(tl) = 1lim projluplty), C+(tl))
PESDJ_ PEUD]_

d'ou (8.20) en vertu de la continuité de "proj".
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REMARQUE. La Proposition 5.¢ fait que (8.20) entraine

(8.21) ut(t,) = 1lim projlul(t,), C(t)) .
1 w,tlp d i

8.f., Restrictions et recollements.

Le fait pour u : I - H d'@tre solution proprement dite de
l'équation différentielle (8.2) est évidemment une propriété de

caractére local. L'objet de ce paragraphe est de préciser en quel semns

il en est de m&€me pour le fait gque u soit solution faible du probleme

de rafle par C .

PROPOSITION. Avec les notations des paragraphes précédents, soit

u : I > H une solution faible du probleme de rafle par C . _Soit

I', contenant son origine t', , wun sous—intervalle de I . Alors

la restriction de u & I' _est solution du probléme de rafle par la

multiapplication C{I. , restrictionde C a I' .

En effet, la définition de u sur I comme limite des fonc-
tions en escalier wup peut €tre invoguée en restreignant P a 1l'ensem-
ble &' des partitions localement finies de I qui sont plus fines
qu'une certaine partition comportant I', puisque J?' est une partie
cof inale de . Toute partition localement finie de I' est la trace
sur I' d'une P e€egd' ; appelons u'p la fonction localement en
escalier sur I' correspondant a cette partition de I' et a la

donnée initiale u'p(t' ). Par définition la solution

-
faible du probleme de rafle pour Cljv et cette donnée initiale est

u défini par

t e I' ° u'(t) = 1im u'pl(t)
v P e 3 P
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tandis que

ult) = lim up(t)
P e X

L]

La construction des fonctions en escalier up et wu'p par projections

successives sur les mémes convexes pour 1l'une et l'autre fait que

VtelI : |upltl-uplt)]

IN

IN

|u(t )-up(t' )| .

D'aprés la définition de wu , ce dernier membre tend vers zéro lorsque

P croit dans JP' , d'ou la Proposition.

COROLLAIRE. Soit une subdivision de I

(éventuellement finie, augquel cas 1 = 1, 2, ..., m) et soit
u:I~>H, telle que u(t ) = a et vérifiant pour tout 1 > O les

propriétés suivantes

17 La restriction de u & 1'intervalle [ti_l, ti[ (ainsi qu'a l'intervalle

[+ =) si la subdivision est finie) est solution faible du probléme
m?’

de rafle par la restriction de C & cet intervalle (ce qui impligue

L'existence de la limite & gauche u™(t;)) ;

2° ul(t:

l) =proj(u"(t.l), Clty)) -

En effet, le théoréme d'unicité appliqué a chaque intervalle
montre par récurrence qu'il existe au plus une fonction u possédant
ces propriétés, Justement la solution u du probleéme de rafle par C

sur I 1les posséde, en vertu des Propositions 8.d et 8.f.
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REMARQUE . Le corollaire précédent montre, a fortiori,que s'il existe
un recouvrement de I par des intervalles deux a deux empiétants, tels
que la restriction de u a chacun d'eux soit solution du probléme de
rafle par C , alors u est solution du probléme sur I . L'usage

de tels recouvrements conduit tout naturellement a introduire la notion
de solution du probléme de rafle surun I ne contenant pas nécessairement
son origine. A partir de 1la, on atteint une propriété de recollement

d'intervalles guelconques (ne contenant pas nécessairement leurs origines)

avec des conditions de raccordement ayant, selon les cas, les formes

(8.18) et (8.19) .

8.g. Changement de variable.

L'objet de ce paragraphe est d'établir le fait suivant, intuitif
lorsqu'on songe a 1'image mécanique du processus de rafle indiquée en
1.a : 1la chaine des valeurs prises par u ne dépend que de la chaine
des- valeurs prises par C

s indépendamment de tout changement monotone

de 1'indexation par une variable'"temps".

PROPOSITION. Soit 7 une application surjective croissante (donc

continue), peut €tre non strictement, d'un intervalle TI' (contenant

son origine t'o) sur un intervalle I (contenant son origine to).

Soit C wune multiapplication de I dans H vérifiant les hypothéses

des paragraphes précédents et soit C' la multiapplication C o7 de

1' dans H

VvV t' e I : c'(t') = Clmw(t')) .

Alors u' : I  H est solution (faible) du probléme de rafle par C' S1

et seulement si on a une factorisation u' = uomm ou u est une
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solution (faible) du probléme de rafle par C .

En effet, wuw : I * H , solution faible du probleme de rafle
par C pour la donnée initiale wu(t,) = a est, par définition, 1la
limite, pour P €J° (ensemble des partitions localement finies de 1I)

des solutions up assocides aux multiapplications localement en escalier

Cp « Chaque intervalle 1I; € P a pour image réciproque par 7 un

sous-intervalle I'; de I' , mnon vide puisque 7w est surjective

2

les I'; constituent une partition de I' , notée P' =7 (P),

localement finie, Comme 7 est continue croissante, 1l'intervalle I'i

a la méme forme que I;: ouvert, fermé, semi-ouvert a droite ou a
gauche ; il en résulte que si on pose C' = C om , la multiapplication
localement en escalier C'P, associée a C' et a la partition P' ,
selon la notation 6.b , n'est autre que Cp o7 la fonction locale-
ment en escalier u'p, : I' » H , solution du probleme de rafle pour
C'pr et la donnée initiale u'p.(t'

o) = a , est identique a wup o m,

puisque cette solution se définit par la récurrence

u'P.(I'i+_l) = proj(u'P'(I'), C'(I'l+1l) .

Enfin, la définition de la compose€e u ow , fait que cette dernigre
fonction est la limite des up o T = u'p. . Que cette dernigre limite

soit solution du probleme de rafle par C' bien que P' =7 (P) , P g9,

ne parcourt pas nécessairement la totalité de l'ensemble des partitions

localement finies de I' (en effet 7 n'étant peut-&tre pas strictement
croissante, ne sera pas nécessairement bijective : cette fonction numé-
rique peut présenter des "paliers”) résulte de ce que si

t—>r(t) = ret(C , tg, t)

est la fonction rétraction de C , celle de C' = Com est r' =rom
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invoquer les 1images réciproques de partitions de IR , comme en 8.b, re-
marque 2,

Qu'inversement toute solution u' du probléme de rafle par ('
se factorise sous la forme u o 7 résulte de 1l'unicité, pour une

donnée initiale, de cette solution, et de l'existence d'une solution

pour le probléme relatif a C .

APPLICATION : Réduction du cas absoclument continu au cas lipschitzien.

Supposons que la fonction rétraction r de la multiapplication
C soit localement absolument continue sur I . La broposition 3.d
montre qu'il existe une application ¢ , de I sur un intervalle J
(d'origine O, Ssi on veut) localement absolument continue, strictement
croissante, et une multiapplication L de J dans H , a rétraction
lipschitzienne, telles que C = Loc . Si v : J > H est la solution
du probléme de rafle par L pour la donnée initiale v(0) = a ,
alors u = v o ¢ est la solution du probleme de rafle par C pour
la donnée initiale wu(t ) = a . On va établir au paragraphe 8.1 dque

v est en fait solution forte, c'est-a-dire posséde pour presque

tout s € J une dérivée vérifiant

dv j
- e aX (s, ¥)

(X(S, .) fonctionindicatrice de D(s)).

La théorie du changement de variable dans 1'intégrale de Lebesgue permet

d'en conclure gue u : I " H est solution forte du probleme de rafle

par C (cf. MOREAU [3]).
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8.h, Comparaison de solutions associées a deux multiapplications.

PROPOSITION. Soient C et C' deux multiapplications de I dans H

(4 rétraction finie, a valeurs convexes fermées non vides) et soient

respectivement u et u' _des solutions faibles du probléme de rafle

par C et C'. _Alors, si K“(t) est un majorant de la distance de

Hausdorff h(C(8, C'(8)) pour 6 € [t., t]°, on a
(8.22) Iu(t)_uf(t)La-_ lu(tg)-ar (b )]

LEMME, Soient C, et C', deux parties convexes fermées non vides

gg_ H ; soient wu_ et u'_ deux points de H et solt
(8.23) u, = projlu_, C,)
(8.24) u', = proj(u'_, C',) .
Alors
(8.25) |u,-u' |2 - |u_—u'_|® < 2|lu,-u_| e(c',, C,)
+ 2lu',-u' |- elc,, C'L) .

En effet, si on note <, 1la fonction d'appui de C, , (8.23)
implique wu, € 9y, (u_-u,), c'est-a-dire

Y vyeH: (u+|y~u_+u+) + oy lu_—u.) < yly)

De méme, si on note 7', 1la fonction d'appui de C',

V ye H: (u' ]y-u'_+u',) + y',(u'_-u',) <y, (y).

En faisant y = u'_ - u', dans la premiere inégalité, y = u_ =-u,
dans la seconde et en ajoutant (noter que les valeurs prises alors par

v, et 7', sont finies) il vient, si 1l'on invoque (2.15),



(u,-u' Ju,-u';-u_+ul)

A
=
+
c
|
o
+
|
=
+
c
|
]
=
L

+ oyt lu_—uy) - yp(u_—uy)

IN

-u'+-u'_* e(Cy-Cly) + ‘u+~u_| e(C'y, Cy

)

Par ailleurs, le premier membre de (8.25) s'écrit
3 ; - [
(u,-u %+u_~u'+!u+—u L-u_+u' ).
En luil ajoutant la gquantité 2 O
1 V E v i
(uy-u',-u_+u'_ju,-u', -u_+u'_)
on obtient
] E i '
2(u,~u' |ju,-u',-u_+u'_)
d'olu 1l'inégalité annoncée,
Pour démontrer la proposition, on remarque alors que u et u'
sont respectivement limites de fonctions localement en escalier up

et u'p, et, quitte & remplacer les deux partitions par un raffinement

commun, on peut supposer P = P' ., Soient I.

i 0 Ii41 deux intervalles

consécutifs de cette partition ; par construction
u'p(Ij,q) = projlu'p(Iy), C'p(Ijuq))

ce qui permet d'invoquer 1'inégalité (8.25). Soit m la valeur de i

telle que t € I si on ajoute membre a membre les inégalités

i

obtenues pour 1 =0, 1, ..., m=1, il reste
lup(t)-u'p(4)|2 - |uplt )-u'plt)]?

< 2ult)(var(up 5 t t) + var(u'p 5 tgo, t)) .

O’

Il n'y a plus: qu'a passer a la limite, en remarquant
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t) < ret(C

var(up N P t) < ret(Cp I P < s fow b))

et inégalités analogues pour u'p, C'p, C' .

8.1, Existence de solutions fortes.

PROPOSITION. Avec les notations et hypotheéses du paragraphe 8.2, sl on

suppose de plus que la multiapplication C est a rétraction localement

absolument continue, toute solution faible wu , du probléme de rafle

est en fait forte, c'est-a-dire qu'elle est localement absolument

continue et satisfait (8.2), pour presque tout t € I .

Démonstration. En vertu du paragraphe 8.¢, il suffit de ‘raisonner dans
le cas particulier ou C est & rétraction lipschitzienne de rapport e ‘
La solution faible u correspondant a la donnée initiale
ulty) = a peut tre construite comme limite d'une suite (proprement
dite, c'est-a-dire indexée dans N) de fonctions en escalier, uniformé-
ment convergente sur tout sous-intervalle compact [t,, TI'CC I .
Vu la continuité de la fonction rétraction on peut d'ailleurs supposer
dans le cas présent que les intervalles de constance de ces fonctions
en escalier ont la forme [7;, 7;,4[ et & chacune d'elles on peut
associer sa "régularisée polygonale” , prenant les mé€mes valeurs
qu'elle en chaque noeud et affine entre deux noeuds. Notons u, cette
suite de fbnctions polygonales. Chaque fonction wu, est presque par-

tout fortement dérivable : en tout point t € ]Tl“l, Ti[ sa dérivée

a la valeur

(8.26) DN (& [ — PSISS——-—— [ o T8 P Y

et comme
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(8.27) up(7;) = projlupy(7; 47, Cl73))

cela donne

. e(C(Ty _4), Cl(Tj)
(8.28) Iun(t>l = e dlug(15_1), Cl7T;) < i-1 i)
TE T e Th-F i
< I‘(’Ti)—r(Ti_l) 2 e
Ti~Ti.1

Donc ﬁn définit un élément de norme < € dans 1'espace Lg[to, 7]
P © fos) 1 i
(note simplement Ly). Comme ©Lp est le dual de Ly la boule fermée
2 © : @ 1
de rayon de Ly est compacte pour la topologie olLy, Ly) . Par
ailleurs 1l'injection canonique de Lﬁ dans Li est continue pour les
g : @ 1 1 o _— :
topologies respectives o(Ly, Ly) et o(Ly, LH) . cette injection
fait donc de la boule précédente une partie faiblement compacte de
1l'espace de Banach Lﬁ , donc faiblement séquentiellement compacte.
On peut alors extraire une sous-suite, notée ﬁv (v décrivant une
partie infinie IN' de WN) qui converge vers un élément v € Lﬁ

pour la topologie U(Lé, Lg). Posons

t
vit) = a+ | v(s) ds .
t
o
La fonction v est absolument continue sur [to, 7], de dérivée v v

La convergence faible de ﬁy vers v fait que, pour tout y € H ,

on a (on note <,, .> 1la forme bilinéaire de dualité entre L‘ et

H
©
im <t > = <V g

VllemiN’\uV’ X[to’ ] 7 v [t‘o’ 1]

c'est-a-dire (on note (.|.) 1le produit scalaire dans H)
% T N

vim [ (uy(s)|y)ds = [ (vis)|y) ds

vV EeEN' t'o to
ou, puisque u,lty) = a,
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lim (uy(t)]|y) = (vit)|y).
v eN'

Cela signifie que, pour chaque t € [to, 7], 1'élément v(t) € H est
limite des uv(t) dans H faible : il coincide donc avec wult) qui

en est limite dans H fort., De la sorte la fonction u est absolument
continue sur [to, T]:, de dérivée u = v . Pour établir que pour presque

tout t , on a
- ult) € lt, ult))

(u est entendu ici comme fonction proprement dite, c'est-a-dire élément
de 1l'espace -(:ﬁ) il suffit de montrer que, pour ces t , la fonction

d'appui y(t, .) de C(t) vérifie

(8.29) y(t, —u(t) + (ult)|ult)) <0

(en effet Y(t, ult)) = 0 car wu(t) € C(t)) .

Plut8t gque d'avoir a exclure du raisonnement les 1t qui sont
noeuds de fonctions u,, (a2 vrai dire leur ensemble est dénombrable,
donc de mesure nulle...) convenons que chague dérivée wu, est partout

définie en 1'interprétant comme dérivée & droite pour la fonction

polygonale wu,, ; de la sorte (8.26) est valable pour t € [ti~1’ tif
Donc si, partant d'un quelconque t € fto, 7[, on note v, le

premier noeud de u, strictement a droite de t , (8.27) fournit
(8.30) Ylt,, —ty(t)) + (u,(t,)|u,(8)) =0 .

Or tv tend vers t si v tend vers 1'infini dans IN' , la majoration
(8.28) fait que les fonctions wu,, sont équicontinues ; on en conclut

que uv(tv) tend vers u(t) dans H fort et par suite

(8.81) lim  [(u, (4,0 ], () - (u(t)|uy,(8))]- =0 .

vV eEN'

En invoquant par ailleurs la Proposition 3.f, on a
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ylt, =u,(t)) - y(t,, -u,(t))

IN

[0, (£)](r(ty,)-r(t))

IN

LB (b)) -y

Rapproché de (8.30) et (8.31), cela donne

(8.32) lim.sup [y(t, -u,(t)) + (ult)]a,(t))] <0
v € N'
Puisque les ﬁV convergent vers 0 pour la topologie
U(Lé, ﬁﬁ), il est connu qu'on peut construire une suite (wk)

d'éléments de Lﬁ possédant les propriétés suivantes

- chaque w, est barycentre d'une famille finie de termes de la suite

(u,), de rang supérieur ou égal a k

- la suite (w,) converge vers 4 pour la topologie forte de Lé ,

de sorte qu'elle posséde une sous-suite (w,) , « € N'c=N , telle

que, pour presque tout t , w.(t) converge vers u(t) selon la

topologie forte de H .
La convexité de la fonction
ye> (b, -y) + (u(t)ly)
fait alors que, pour les valeurs de t en question, (8.32) implique
lim,sup [y(t, -w (t) + (u(t)|wK(t))l <0 ,
K eN"
En outre, comme cette fonction est s.c.i. on a

y(t, —ult))+(ult)a(t)) < 11m.i§f [y(t, —w(t)+(ult)|w ()]
K €N"

ce qui établit (8.29).
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