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SEMINAIRE D- ANALYSE CONVEXE

MONTPELLIER 187% Exposé n” 3

RAPLE PAR UN CONVEXE VARIARLE
{Deuxiéme Partie)
par

J.J. MOREAU

l. INTRODUCTION

Cette deuxiéeme partie continue 1'étude de !‘équation différentiel

le & second membre multivogue

(1.1) S
1.1 - — € (t, u) ,
dt v
xP=y (4, x) désignant la fonotion indicatrice d'un convexe fermé C

dépendant de t, dans un espace hilbertien H.

Du point de vue technigue, un trait caractéristigue des pages qui
suivent et que la régularisation Yosida - ou pénalisation - guti était,
l'instrument constant de lapremiére partie, n'apparait plus.

La premiére question étudide est celle de la “stabilité” lon
pourratt dire aussi bien “continuité") des solutions du probléme, &
1'égard de perturbations du convexe variable C. La réponse & cette
question est fournie au $ 2.a par une majoration de la distance
]u(t) - u‘(t}l entre les valeurs &4 l'instant t de solutions u et u’
correspondant respectivement 4 des convexes C et C' : cette majoration
invoque la distance des deux solutions & un instant antérieur s (par

exemple 1'instant “initial™ 0O), les variations de C et ' sur l'inter-
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valle {s, t]  {(au sens de la distance de Hausdorff . cf Premiere
Partie © 2.b}) et un majorant de la distance de Hausdorff de C et
C° sur cet intervalle,

Cette majoration avec son extension ultdrieure a un cadre plus
général, constitue la base de tout le mémoire, On l'applique par exem-

ple i une certaine sorte de régularisation ou lissage du convexe

variable C : on note B 1la boule fermée de centre 0, de rayon p
éventuellement variable avec % : le convexe C' = C + 3 est plus
régulier que C en ce sens que son intérieur est non vide et qu'en
chaque point frontiére il possede une normale unigue. L'usage du

convexe { + £, avec une lol convenable de variation de o en fonction
du temps, fournit, au ¢ 2.d, une nouvelle voie pour €tudier la conver-

gence de l7algorithme de rattrapage (cf. Premiére Partie, Section 4).

Les precjections successives sur une suite de convexes, en
lesquelles consiste justement 1'algorithme de rattrapage, forment, dans
la section 3 du présent rapport la base &'une étude du processus de
rafle sous des hypothéses élargies : on supposera désormais gque la mul-

tiapplication t+>Cit) est a variation bornée, mais non nécessal rement

“continue. L'idée est de commencer par définir le processus pou? une
multiapplication en escalier, c'est & dire constante par intervalles ;-
une solution du probléme de rdfle par un tel convexe sera tout naturel
lement définie comme constante sur les mémes intervalles ; reste 2
définir sa loi de saut pour chague instant de discontinuité . elle =se

formulera par une projection, comme dans l'algorithme de rattrapage. Le

pas décisif est franchi en montrant que les solutions assocciées selon

cette convention & deux convexes C et C' & variation en escaller



vérifient encore les inégalités de “stabilité”, établies précédemment
pour le cas continu, Etant donné alors un convexe (, & variaticn
bornée quelcongue sur [0, T], on 1'approche (au sens de la distance
de Hausdorff) par des convexes &4 variation en escalier ; on constate
que les fonctions en escalier gui leur sont assocides comme sclutions
du probleme de rafle, pour une donnée initiale a, convergent uniformé.
ment vers une fonction u (o, 71 - H ; nous disons que u est la
solution du probléme de rdfle par ¢  pour la donnée initlale a. Il
reste. bien stur, a vérifier que cette généralisation du processus de
rafle est bien cohdrente avec la définition donnée antérieurement pour
le cas continu ; cela découle si, 1 on veuit, de la Premiére Partie.

Il a paru instructif d'en donner au » 3.c une démonstration directe

le présent mémoire contient ainsi toute la matiére d’une étude autonome
du problezme de rifle.

La section 4 &tudie guelques propriétés des solutions, dans le
cadre général qu on vient de décrire - stabilité, étude des discontinuités,
changement de vafiable, recollement d'intervalles, ...

Lz 5Séme et derniére section aborde le comportement asymptotique
des solutions. Il est banal 4 abord gue, si la multiapplication
t+» C(t) est a variation bornée sur [0, + ®[, C posséde, au sens de
la distance de Hausdorff, une limite Cgp pour t tendant vers +%
alors toutes les solutions du probléme de riafle par C possédent des
limites ( fortes) qui sont des points de (Cgp . Un cas plus important
pour les applications (adaptation des contraintes, en théorie des sys.-
times £lastoplastigues) est le suivant + s'il existe un instant 'I‘1

el une boule de rayon non nul gui est contenue dans Clt) pour tout
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t =z Tl , on montre au ¥ 5.b que toutes les sclutions du probléme de
rafle par C sont a variation bornées sur [0, +®[, donc possédent

des limites ! fertes) pour t tendant vers + ®© , Un dernier paragraphe
examine le cas pariiculier ol 1-espace hilbertien H est de dimension
finie , 1 hypothese peut, dans ce cas, &tire légérement affaiblie et

l'existence des limites se démontre plus rapidement.
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2. PERTURBATION DU CONVEXE

2.a. Formulation du probléme

Dans les applications pratiqgues,les donndes d un probleme de riafle,
c'est-a-dire la maltiapplication +4¥> C{t) et la valeur unitiale a € H,
ne seront jamals connues gu’avec une incertitude. Pour cette premisre

raison 1'étude de la stabilité du probléme & 1'égard de perturbations

de ces deux données s impose. Les conséquences d'une perturbation de a
seul sont déja bien connues (cf, premiére partie, paragraphe 3.b).
Comme mesure d une perturbation de € il est naturel d-employer, lai
encore, la distance de Hausdorff,

Scient tH»C{t) et tr>C'(t) deux multiapplications de [0, T]
dans H, & valeurs convexes fermées non vides, suffisamment réguliéres
pour qu-‘existent les solutions respectives t+>»u(t) et tr>u’{t) du
probléme de r&fle pour ces deux convexes, correspondant & des données

initiales wulQ) = a , u'(Q) = a' .

PROPOSITION. On suppose que les maultiapplications C et C' sont &

variation bornée continue sur [0, T] - ; soient u et u’ des sclutions

généralisées (cf. Premidre partie, $ 3.e) des problémes de rafle corres-

pondants. Alors si 0 £ s £ ¢+ <7 et si m est un majorant, pour tout

o€ [s, t]l, de 1a distance de Hausdorff &lclo), Cc{o)), on a

(2.1) la(t) - u"(t)|2 - Juls) - u'(s)® < 2m (var (C; s t) + var{C’, s, t)).

Etablissons d abord cette inégalité dans 1 hypothzse que les

multiapplications C et C' sont absclument continues.



Soient ¥l t,.) et ¥ {t, ! les fonctions d'appuit respectives de
Cit) et C'{t). Les dquations des processus de rafle par ces deux con-

vexes peuvent s écrire pour presgue tout t o€ [0, 7],

w e oy (t, —Cl)
uto€ Fy' (i, ~n') o,
c'est a dire que, pour c¢es t el pour tout y € H |

“

(¢ iy +a) +vit, —ul £ ylt, y)
(u |y v oy vy (b, <y (b, ¥ .
En faisant y = ~ 2’ dans la premigre indgalitd, y = - u dans la

seconde et en ajoutant, il vient

(2.2) (0w '~ €yt - — oyt {h, —ut) ey (b, - )
—y i, - ou)
inoter gue les hypothéses faites impliguent que 7 et ¥’ ont méme
domaine, indépendant de t: les valeurs édcrites au second membre sont
donc toutes finies}),
Or
ly (t, « a') — 9 {t, - w1l < [ar) &cie), cit))

[y (4, - a) -y (t=w] € 14l stete), c it .

Le premier membre de (2.2} est ia dérivée de la fonction absclumeént

continue tv>21 |u - u'|® . vu 1'indgalité (3.14) de la premiére partie,
2

en notant respectivement v et v' les vitesses numériques des convexes

C et C on a , pour presgue tout 1, nl£ v, u'E‘i v' . donc, s1

elt) est la distance de ces deux convexes, (2.2} entralne
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i _Q_ u - u |2 < (% + G') e .
2 dt

Comme v et v' appartiennent a £*[0, T] et que e est une fonction

continue, on peut intégrer sur 1 intervalle [s, t]- s  cela donne
]u[t) - u:{t)lz ~ |u{s) - U‘(S}IE £ f: (Vo) 4 viio)] eto) do
On en tire {2.1) puisque
j: v(o) do = var (C ; s, t)
est analogue pour C'.

Passons malntenant au cas géndral de deux maltiapplications
cCetC 4 variation bornée continue : on sera ramené au Cas précédent
i on peut trouver une application continue croissante tv>w(t) =6
de [0, T]  sur un intervalle [0, ®] telle que C = Fow, ¢ =" ow
avec des multiapplications &+>[(8) et Ov>[(H) absclument continues.

De fait, on prendra pour w{t) 1la variation conjointe de C et C'

sur 1‘'intervalle {0, t]

I -
wit) = [ [vie) + viio)] do
]

C'est, si 1'on veut, la variation de 1l'application e (C{t), Cit))
4e [0, T] dans 1’ensemble des couples de convexes fermés, lorsgu'on
prend comme distance de deux couples (Cj, C 4] et (Cy, C s) 12
somme

s{cC

1 Cp) + BLC gy, Cilgl

Comme on 1'a vu dans la premiére partie (Appendice) cn a la factorisa-

tion

(Clt), C (b)) = (Ciwttd, T(wit))

avec @G> (I(E), M{6)) =absolument continue au sens de la distance en

question.
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2.c. Lissage

Appliquons la majoration précédente 5 1 'é¢tude d une technilque
d-approximation du convexe C par un convexe lisse, Nobons [ ia
boule fermée de centre 0, de rayon o 2 O (éventuellement variatle
avec t} et considérons le convexe (fermé parce gque S est faiblement
compacte)

Cpteh = Clt) + 5 .

8i o » O, le convexe présente 1 intérét d avoir un intérieur fort non
vide et d'admetire en chague point frontiére une normale unique. La

fonction diappui de Cp () est

;k. .

yp(t,.) = ylt,.) + P
Rappelons que la distance de Hausdorff de deux convexes fermés est le

sup, sur la sphére unité, de la valeur absolue de la différence de leurs

foncetions d appuil ; alors
8{C, C = .
{ 3 ,O} e
En ocutre, pour tout intervalle f[s, t] sur lequel p est constant,

on a

var (C ; s, t) = wvar {Cp s, t} .

Flus géndralement, si1 o est variable, on &, pour itout intervalle

fe, 7],
sicyla), chlm)) < stclo), clr)) + Lola) - plri ]
diot
(2.3) var [Cp © s, t) £ var (C : s, t} + var {(p; st}
EXEMPLE :© Supposons o constant ; solient respectivement u et 4 des

sclutions du probléme de r&fle pour C et Cp . Liinégalité (2.1} donne
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]up(t) - u(t}|2 - ]up(s} - u(s)|2 < 4p var(C ; s, t)

En particulier si ces deux solutions correspondent a la meme donnée

inttiale u{0) = uyl0) , on 2a pour tout t ¢ [0, T},

|u (t) - u{t)|2 £ 4p vit) £ 4 p var {C; O, T) .

p

2.d. Application & 1'algorithme de rattrapage

En faisant varier o convenablement on peut obtenir une nouvelle
preave de la convergence de 1l algorithme de rattrapage, assez analogue
4 celle de la premigére partie (paragraphe 4.d ). Avec les mémes nota-
tions gqu'alors, on prend dans chaque intervalle ]t,, by, deux

1

valeurs oy , Ty

LXY

. . . < .
tl < Ul < Tl tl"‘l

et on construit une multiapplication t—>(C'(t) de la fagon suivante

o], C'(t) s'obtient en "donflant”

- Sur l'intervalle [ti, i

progressivement C(t;), ¢ est & dire
t e [ty, ogl=>Cilt) = clty) + Blt)

ot B désigne la boule de centre O, de rayon

-ty
plit) = S, D; R
avec
D; = sup {8(C(ty), Clt)) b e [ty, ty,4]}
£ var (C; by, bj,q) .
- Notons gi la transformation affine envoyant 1'intervalle
[y, 7,]" sur 1'intervalle [t,, ty,q) s pour t dans l'intervalle

(o, 741" on définit C'(t) par

te o, 7y =>cCit) = CléLL)) =+ Blog) .
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Donc, en particulier, C'(7y) = Clty,+ + Bloy) .
sur 1'intervalle [7., t; 41", C'(t) s obtient en "dégonflant”
Crimrgl, clest-a-dire
toe [7,, ty,q] == Clt) = Clyg,q) + Bt

o A (t) désigne la boule de centre O, de rayon

olt) = Yap o ® Dy .
Y341 - Ty

Les solutions du probléme de rafle par le convexe C (& variaticn
bornée continue -~ resp. absolument contlnue - si tel est le cas pour
C} sont évidentes = toute solution u de ce probléme se construit
comme sult

- gur l'intervalle ({t,, o,} , le convexe C- étant croissant,
la fonction u’ conserve la valeur constante u {t;) € Cl%;).

- Sur 1'intervalle [ai, Ti]; ia fonction uf CONServe  encore

cette valeur constante puisque, d aprés le choix du rayon Dy de la
boule ﬁ(ai), le convexe C'(t) contient constamment C(%;) .
- Sur 1'intervalle [v,, t, 1, le point u (t) décrit le

segment de droite projetant u (t.) sur C'(t; 4] = Clij,q1 et

i

(2.4) ity ) = oprod (utlty), Clty 500

Cone, si on fait tendre les oy vers les ti et les r; vers

les t,., 1la fonction u', correspondant & une donnée initiale
w (0) = a fixée, converge simplement vers la fonction en escaller x
fournie par 1 algorithme de ratirapage (11,

(1) 11 s'agit plus exactement ici & une fonction en escalier continue a
droite alors que, dans le Premigre Partie, section 4, on avalt ralsonné

sur une fonction en escalier continue & gauche.
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La variation de (' sur [ti, ti+1]' est

T,

var (C' ; t. Ji} + var (C’ ; o, 1)

i+ is + var (C' @ 7Tg, tyq)

= Di + var (C ; ti, ti+l] + D.1 £ 3 var {C ; ti, ti+l) ;

donc
var (C* : 0, T) = var (C ; O, T)+2%D-l

£ 3 var (C ; O, T} .
Par ailleurs, pour t ¢ [oy, 7,],
6(Clt), C'(t)) €Dy + & (ClLty, ClEtL)} ),

ot le second membre tend vers D; lorsque o tend vers t; et 7T,

vers ti+l' Les Dy sont d’ailleurs majorés par

P = Sl;p var (c H ti’ ti‘*‘l) Y

L'inégalité (2.1) fournit dés lors une majoration de l'erreur de

1'algorithme de rattrapage : guel que solit 1t € [0, T], on a

futt) - x(t)| < J8p var(C : 0, T)

ce qui est, en substance, le résultat de la Premigére Partie, § 4.d.
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3. CONVEXE A VARIATION DISCONTINUE

3.a, Définition du processus de rafle par un convexe a variation en

egscalier

On suppose qu’'il existe une partition de [0, T] en un nombre
fini d intervalles {ouverts, fermés cu semi-ouverts, certain d-entre
eux évenltuellement rédaits i des points) sur chacun desquels la multi-
application t+(C{1t) est ccnstante.

Pour donner une signification au probléme de r&fle par un tel

Ci{t} (convexe fermé, comme d ' habitude) on posera, par définition, qu'une
solution tr>u{t) de ce prcbigme esi constante sur chacun des inter-
valles en guestion . ¢ 'est une fonction en escalier et il reste, pour la

définir, & imposer une loi de saut concernant chague discontinuité de

C{t). Distinguant respectivement par les indices - et + les valeurs
4 gauche et a droite de cette discontinuité, posons la lei de saut

suivante

{3.1) u, = proj {(a_ , €.} .

+
Vigiblement,on définit ainsi une fonction wu unigque pour chagque
donnée initiale
a =u {0) ¢ C (0) .
Cette définition conserve une des propriéiés fondamentales
tablies dans le c¢as continu * la distance de deux sclutions est une
fencotion décroissante de t @ plus généralement on va voir gque 1°iné-

galité (2.1) est conservée
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PROPOSITION. Seient tr>Cl{t) et tv> C'(t) deux convexes fermés

a4 variation en escalier et scient u et u' des solutions des problémes

de rafle correspondants. Alors, avec les mBmesnotations qu au paragraphe

2.a , lfinégalité {2.1) a lieu.

En effet, si on note Y, 1la fonction indicatrice de C, et

si on pose

{3.1) édguivaut a
{3.2) - Au e dy, lu,b
analogue naturel de 1'£quation du processus de r&8fle telle qu on 1'écrit
dans le cas absolument continu.
Quitte 3 prendre en compte des sauts nuls on peutl supposer que
C et ¢C' ont les mBmes instants de discontinuité. Pour toute feonction
en escalier +t+»x(t) € H admettant ces instants de discontinuité on

estime comme suit le saut de la fonction numérique t.i'"’*|x(t)|2

(3.3) Alx|= = |x+|2 - ]x_]z = (x, ~ % | X, + xX_)

<2 ihx ] %) .

On peut alors calquer la démonstration faite pour le cas absolu-
ment continu. En introduisant les fonctions d'appui 7y et y' de C et
C' , on transcrit (3.2} sous la forme
(3.4} u, € oy, (- du}

(3a8) u', € o9y', (- Bdut) o,
c'est a dire, pour tout y € H ,
fu, iy + Dul + oy, (=Du) £ v, (y)

fut, [y o+ Aut) o r oy, (hat) £y, dy)
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En faisant y = - Au' dans la premiére inégalité, y = - Hu dans la

seconde et en ajoutant, on cbtient

(u, —u', | Alu-ur) ) €y, (= Bdu') -y, (= Du') + y' (= Bu) -y, (- Au)
{noter que (3.4) et (3.3) assurent que 7y, (- du) et 7y (- Aury}
sont finis) : ce second membre est maioré par

Cloa |+ 1w ) 6 (o, ¢y .

Par ailleurs

Auf = dist {u_, C,) £ & (C_, C,)
|dar| = dist (ur_, C'.) € 35 (C'_, C' )
Vu {3.3) i1 vient finalement
(3.8) Alucur]® € 2 drc,, C1,) (8(C, C.) + S(CT_, €L )
Comme au $ 2.a& , on appelle mw un majorant de &(Clol), C' (o))
pour tout o € [s, t]-:; la somme des &{C_, C,) pour tous les points

de discontinuités appartenant & 1l'intervalle [s, t]- fournit la varia.
tion de © sur cet intervalle : m®me chose pour C('. En ajoutant les
diverses inégalités telles que (3.6) on obtient donc 1fextension de

(2.1) & la situation présente.

3.b. R&fle par un convexe & variation bornée non nécessalirement continue

I.'idée de ce paragraphe est d'approcher (uniformément au sens de
ia distance de Hausdorff) la multiapplication 4+> C(1), & variation
bornde non nécessairement continue, par des multiapplications & variation
en escalier. De la proposition 3.a découlerz que les fonctions én

escalier obtenues comme solutions correspondantes du probleme de réfle
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- avec une certaine donnde initiale - converdent uniformément ; la

limite u sera par définition la solution du probléme de rafle par C.

L.e lemme suivant vaudrait, d'une maniére générale, pour une appli-

cation 4 variation bornée de [0, T] dans n'importe quel espace métrique

LEMME. Soit +t#» C(t}, a variation bornée {(non nécessairement continue)

sur [0, T]'; quel que soit & > O, il existe une multiapplication

t**'C&(t) a variation en escalier telle que

Vielo, oI« 8(Cit), ¢ (ty ) <&
et que
{3.7) var (Ce ; O, T} £ var (C ; Q, T} .
Considérons en effet la fonction variation de (C -
th> v(t}) = wvar {C ; O, i}
définle sur [0, T], croissante [non nécessairement strictement), a

valeurs dans l'intervalle compact [O, v(T)]. Ce dernier intervalle est
recouvert par une famille finie d‘intervalles semi-ouverts de la forme
Jin-11e, nel] , n entiers 2 0 ; leurs images réciprogues par v sont
des intervalles disjoints, éventuellement vides ou réduits a des peints ;
notons I, Iy, ..., indexées selon leur succession dans [0, 7], celles
de ces images réciproques gul ne scont pas vides, constituant ainsi une
partition de [0, T]. Choisiséons un point +, dans chaque I, et

définissons Ct par

VeI, © Cltl=Clty) .
Tout t ¢ [0, T] appartient & 1'un des I, et alors

BICIt), C b)) = BIClt), Clyy)) € |vity - vt )| <€ .



La variation de ¢, sur [o, T est

S S(Clty), Cltyy) )

L}

ce gul donne bien {3.7}).

Noter que I, est l'image réciproque de {0} par v, de sorte
que la valeur de C& sur cet intervalle est C(0).

Conservons les mé&mes notations que dans ce lemme et notons U,

la solution du probléme de riafle par le convexe a variation en escaller

Cé , pour la donnée initiale ut(O) = a € C(0) ; on a alors

PROPOSITICON. 1} existe une application u de [O, 7} dans H, unigue,

possédant la propriété suivante < & tout a > O on peut associer n > O
tel que
(3.8} E< 7 =3 Vbe [0, 1] - |u&{t) it < a .

En effet, considérons d'abord une sutte de valeurs de & tendant
vers zéro ; si £ et &' désignent spdcialement deux termes de cette
suite,

: . . . < -,
b(Cétt}, C&'[t)) & o{CE(tJ, ClL))y + s{Cly), Cé.(t)) E+& .

Compte tenu de (3.7), 17indgalité (2.1), telle gu'on 1'a ¢étendue au

$ 3.a donne {avec & = 0)
ENEI u, 4% < atg s ) var (05 0, T

La sulte des us[t} est donc de Cauchy + si on note ul{t) sa limite,

1a méme inégdalité fournit, pour tout antre £ > 0,

Iueit) ~ult)]® < a¢ var (C; O, T)

La propesition en résulte en prenant

al

4 var {(C ; O, T)

'T] =

T'unicité de u est évidente.
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DEFINITION. On dira gque la fonction wu introduite par la proposition

précédente est la solution du probléme de rédfle par C pour la donnée

initiale u{0} = a .

I1 convient naturellement de s'assurer que cette déafinition est

bien cohérente avec celles gu'on a précédemment posées

i°)}) 8i € est a variation en escalier, u coincide avec la solutioen
définie en 3.a , pulsqu'on peut alors prendre CE = { pour tout & .

2°) 81 C est & variation bornde continue,la colncidence de u avec
la solution telle gue ncus l'avons antérieurement définie résulte de la
Premi&re partie, section 4. En effet la fonction en escallier, notée alors

te2 x{t), fournie par l'algorithme de rattrapage, n'est pas autre chose

que la sclution du probléme de ré&fle par le convexe (. sulvant, a

variation en escalier ;

|

CL(0) C(0)

Cplt)

¥ C(ti) pour ti < t £ ti+l -

Lorsqu'on raffine la subdivision de [0, D] par les points t;, la
distance 3(C.(t}, C(t)) tend vers zéro, uniformément a 1'égard de

t e [0, 7] ; 1a limite de =x(t) est donc ul{t) d'apres {3.3)a

En fait les raisonnements qQui précédent prouvent la convergence
de l'algorithme de rattirapage indépendamment de toute étude préalable
de 1'existence de la solution du probléme de riafle par C : c'est ce que
nous annoncions dans la Premiére partie, o 4.d . Et nous donnons

ci-dessous une nouvelle vole pour aborder cetie gquesiion d'existence.
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3.c. Nouvelle approche de la question d'existence dans le cas absclument

continu.

On suppose qQue la multispplication t+-»(C(t) est absolument
gontinue sur [0, Tl : on se propose d'détablir 1 existence d'une
fonction absclument continue u [O, 7] =+ H qui soit solution au sens

propre du probléme de r&fle par (, c'est & dire que, pour presque tout
¥ =] ’ > 3

t,
du 3
{3.8) - — € (L, u)
at vl t,
avec la condition initiale u(Q) = 2 € C(0) donne.
Comme dans la Premiéere partie, $ 3.e , un changement de variable
préalable nous raméne au cas ol la "vitesse numérique” v du convexe C

est presque partout égale 1 1 .

Soit S, une suite de subdivision de 1'intervalle (o, = -

. . 30 i noo_
Sn g = tn < tn < onaa < tn = T .

On suppose gque le “pas” de 8., c’'est a dire

- i+l i
Pn = S?D (tn - tpto

tend vers zéro lorsque n tend vers 1'infini et que chaque S]1 est un

raffinement des précédentes (i.e. les noeuds de § sont aussi des

i

noeuds de 8 ,,). Pour chague §, on construit une sulte de points %

selon la loi suivante

o .
XTI = a

{3.10) x1vl = pros o (x) crelthy )

{ef. algoerithme de rattrapage) et on note th*-un(t) la fonctiion conti-

nue "polygonale' interpolant cette suite, c'est 4 dire que
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[ R {+1 tlt]i-"l -t t . trii

t e [t ) t1*d] U lt) = em——— x4 Li¥1

no tn == TR TR
n - n n T 'n

La fonction u, est absolument continue ; en tout point t de

Tk, t1*1[ | elle admet pour dérivée

1 .
i+1 i
(Xn - xn) .

{3.11) a,(t) =
n n

L.a norme de cette dérivde s'écrit

1 :
i+1 i _ 1 ; i i+1
rrrarale B A v S AN R
n ~ "n n T n
] i+l
< 1 - S(Cltr), Clt "))
i+l
tn - tn
PR S TR LSS TS S B G
f1t1 _ i n n
n =~ “n
Les ﬁn appartiennent donc & la boule unité de <f§’[0, 7] : confondons

les avec leurs classes dans IJS [0, T]. Comme Lg est le dual de Lé ,
; ® . w 1
la boule unité B de Ly est compacte pour la topoleogie o(Ly, Lg) ;
par ailleurs l'injection canonique de Lﬁ dans Lé est continue wmour
. . w 1 1 W c .
les topologies respectives olLy , L ) et olLy , Dyl ; cetie injec-
tion falt ainsi de B une paritie faiblement compacte de I-‘espace de
Banach Lé , done sdquentiellement faiblement compacte. On peut alors
extraire une sous-sulte, notée &v (v décrivant une partie infinie N*
de W) qui converge vers un élément u de B pour la topologle
(L}, LY P
oliy, H) . osons
L
ui(t) = a+ [ uls) ds .
o)
La fonction u vérifie la condition wu(Q) = a ; elle est absoclument
continue sur [O, T]; de dérivée G . En outre la convergence faible

des fait gue, pour tout y € H on a ({dualité en Lé et L?l

14
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1im <{3 . X’ y> = <1'1 X y> =
ol XLO " est la fonction caractéristique de 1'intervalle [0, t] ;
LG, v - . e - i
cela veut dire gue, pour chague t, u{t) est limite des u, ([t} dans

H faible., En fait, pour chaque t ¢ [0, T] qui se trouve &tre un noeud

des 5 4 partir & un certain rang, il résulte du paragraphe précédent,

n
que les u,(t) convergent ( fortement, uniformément) vers la valeur de la
solution du probléme de ridfle par C : comme les u,, sont des fonctions

lipschitziennes de rapport 1, la convergence a aussi lieu pour tout
t e [o, T]'et 1a solution en guestion colncide nécessalrement avec la

fonction u ci-dessus. Du m@me coup on voil gque u(i) € Cit) pour tout

.

Pour établir gue u vérifie (3.9) i1 reste a montrer gque, pour presgue
tout t,

{3.12) Yit, - ult)) + (a(t) fult)) £0

{u est entendu ici comme élément de ‘{:g b o.

Vu {3.10) et {3.11), une caractérisation classique de la projection
sur un convexe donne, pour t € ]ti , ti*l[ ,
(3.13) Yty g, - uylbh) + (e lt) Ly ity 00 =0

Posons rpour la suite gue + n'appartient pas a 1 'ensemble (dénombrable}

—

des noeuds des S

V L]
L'hypothése de continuité de la maltiapplication tr> C(%) fait
que les fonctlons tF>»yit, y) sont fguicontinues pour y € BRMAD (B

houle unité fermse de H : D = dem & indépendant de t). On a va que

ﬁy{t) € B et que les fonction w, , lipschitzlennes de rapport 1

convergent {uniformément) vers u pour la topologie forte de H. Alors
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{3.13) implique

(3.14) lim  [ylt, -u (b)) + (g,0t) [ ulth)] =0
=2+ 00

"

Puilsque les v, convergent vers u pour la tovoologie

L

@XO R . . Pq <
q LH} , 11 est connu qu'on peut construire une suite {wk) d:-é&léments

de Lé possédant les propriétés suivantes

- chaque w, est barycentre d'une famille finie de termes de la

suite Eﬁy), de rang supérieur ou égal & k |

- la suite {wk) converge vers & pour la topologie forte de
Lé, de sorte quelle posséde une sSous-sulte (wk) , e € NYTTIN, telle
gue, pour presgue tout t, wm{t) converge vers &(t), selon la topolo-

gie forte H.

La convexité de la fonction
yr=pit, —y) o+ (y | ualty )

fait alors que [(3.14}) impligque, pour presqgue tout t,

timesup  [y(t, —w (t)) + (i) | ult) )] <0
‘}ce N!l
En outre, comme la fonction en gquestion est s.c.i. , on a
vit, ~ult)) + (ult) | wit) ) £ Yim.inf [y(t, _%Ht))ﬂ—(%Jt)E wlt))]
(v
NP

ce qui &tablit (8.12) .
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4. PROPRIETES DES SCLUTIONS DISCONTIRUES

A, 3. Variation

Beaucoup de propriétés des solutions du probléme de rafle précé.

demment établies dans le cas d'un convexe tE*=C(1) a variation bornée
asntinue. subsistent dans le cas discontinu ;| en premler lieu
FROFOSITION. Quel gque scit I , intervalle {ounvert, fermé ou semi ouvert)

contenu dans  [o, T], et gquelie que scit u, sclution du probléme de rafle

par C, la variation de u sur I est inférieure ou édale a celle de C

‘sur ce méme intervalle,

En effet soient s < t deux instants de 1l'intervalle I et
supposons d'abord que (¢ soit a variation en escalier j dans ce cas la
solution u est constante sur les m@mes intervalles que €. La distance
Ju(t) - u{s)|' est majorée par la somme des normes des sauts de u  pour
tous les instants de discontinuité appartenant a [s, t]', or la norme

d un saut s‘dcrit

ce qui donne

i4.1) [wit) - uls)} < var {C; s, L) .

Cette inégdalité s étend par passage a la limite au cas o € est
4 variation bornée quelcongue : en effet si on approche C comme au
paragraphe précédent, par des C& 53 variaticon en escalier, la conslruction

meéme de ces C& fait que

(4.2) var (C ; s, b} = lim wvar (C_ ; s, %I
& -0
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par ailleurs ul(t} et uls) sont respectivement les limites de u&(t)
et uE{s). Il n*y a plus gu'a appliguer {4.1) aux divers intervalles
consécutifs déterminés par une quelceongue suite finie croissante d'élé-

ments de I, ajouter, puis passer au sup pour toutes ces suites finies,

4.b. Inégalité de stabilité

Si C et C° sont & variation bornée guelcongues et si u et u

sont des solutions respectives du probléme de réfle, on a la méeme ineégalite

qu'en (2.1} -

(4.3} |u(t) - u'(t)lg - Iu{s) - u [s)|2 < gm {var {C , s. t) + var{C , 8
{s £ 4 guelconques dans [O, T}'; m majorant de la distance de Hausdorff
S(Clo), C'(o)) pour tout o € [s, t]) .

En effet, on & va en 3.2 que cette indgalité avalt blen lieu pour
C et ' & variation en escalier ; dans le cas général, il suffira
d'approcher C et C' par des Cé et Cé & variation en escalier, d'uti-

liser {4.2) et de remarguer gue
. K < B iy .
b(C&(UJ , CI&(OJ) m o+ 2E

Lorsque, en particulier, on fait € = C en {4,3) 11 reste que,

si u et u' sont deux solutions du probléme de rafle par le m&me C. on a

s €t = |ult) —uit)] < |uts) - wis)]
autrement dit le "flot’ des solutions contracte les distances.

4, c. Etude des discontinuités

Si ¢ est a variation bornée quelcongue, la fonction

thbew v{t) = var (C ; O, 1)

)
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est croissante bornée, dont possdde un ensemblie au plus dénombrable de
points de discontinuité. Soit to € [0, T]' 1'un de ces points - nous

développons dans ce qui suit le cas t_ € Jo, T - les éventualités t, = O

et to = T se traitent de méme, seules intervenant alors des limites 3

droite ou a gauche.
Soient respectivement v_ et v, 1l=s limites d= v 4 gauche et

4 droite de to

v_ & vito) £ v, .

Au sens de la distance de Hausdorff, la multiapplication tr»C(1%)

posséde une limite & gauche C_ et une limite & drolte C {ensembles

convexes fermés non vides). En effet, la fonction d'appui y{t. .) de
C(t) posséde un domaine D indépendant de t., On ncte B 1la boule ﬁn1té
fermée de H. Pour tout y € DB on a

(4.4} 17(t, ¥l - ¥ls, yi| < |'Vit) - v(s)l' s

ce qui montre, pour tcut y € D, l'existence de limites i gauche et a droite

notées v tyl et ¥,  (y} , finies. Les fonctions 7. et y, . prolongées

avec la valeur + @ hers de D, sont évidemment scus-linédalres, nulles
4 l'origine ; pour monirer que ce sont les fonctions d'appul de convexes
fermés non vides C et C il reste & vérifier leur semi-continuité infé-

+

rieure, pour la topologie forte, en tout point de H : on la tire de la

semi-continuité des ¥ et de ce que, d aprés (4.4), la convergence {a
gauche cu & droite de +to) est uniforme sur toute boule. Et 1 uniformiteé
de la convergence sur B exprime gue C_ &t C, sont les limites de C aun

sens de la distance de Hausdorff.
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801t u une solution du probléme de rafle par < ., la proposition

4.a fournit, pour tout s et toul t

¥

latt) = uls)] < |vit: « visy) .
Puisgue H est complet on en comeclut 1'existence de o et U, limites
de la fonction tt® ult), a gauche et & droite de to [(évidemment

u € ¢ et u

» _ + € C{}. On va &tablir

(4.5) ulto) = prej (u_, Clic))

{4.8) u = proj {(ultel) , C,)

Ce qui géndralise la loi de saut (3.1) posée précédemment comme

définition.

Approchons pour cela comme au y 3.b , la multiapplication te» C{1)
par une suite de multiapplications tFﬁwcé(t} 3 variation en escalier,
1a suite des & tendant vers zéro : on peut construire chaque £, de

£

maniére cue 1 un des intervalles ol cette multiapplication en escalier

est constante soit réduit a {to} s avec C.lto) = Clto) . La fonction
u est limite uniforme des fonctions en escalier u. , notons u~ la
valeur de a, & gauche de to ; la lei (3.1) donne

u&(to) = proj (u; , Clto)) .

Or la convergence uniforme de v, vers u impligue

u = 1lim ul
- - &
o =0
(4.5) en résaulte puisgue la projection sur C(to) est une application

continue de H dans H.

De m&me, en notant C et uY les valeurs de C_ et u & drolte

Lo = -
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de to, la loi de saut (3.1} s éerit
+ L . it
u& s proj (u&(to) , L&)

14.8) en résulte parce qgue

ulto} = linm u, {to)
g 7

3

et que C_ est, au sens de la distance de Hausdorff, limlte de C&

lorsgque & tend vers zéro.

4.d. Changement de variable

Spit 7 une application surjective croissante (donc continue)
d un intervalle [0, T'] sur 1'intervalle [0, T}. Etant donnée la multi-
application t+»C(1t) définie suar [O, T]; &4 variation bornéde non néces-
sairement continue, la multiapplication
Cow = '+ Cimit')} noté C{t'}

est a4 variation bornée sur [O, 7]

Une fonction u - [0, T'] — H est solution du probléme de rafle
par C° si et seulement si elle se factorise sous la forme u' =~ u o7
ot u * [0, T]- = H est une solution du probléme de rafle par C.

En effet, soit u une solution du probléme de rafle par C
par définition cette fonction est limite uniforme de fonctions en escalier
solutions du probléeme de r#fle par des convexes C, , a variation

U

ern. escalier sur [0, T], tels que

Vtelo, o1 d(Cit), c(t)) <&

Les multiapplications

Ll Gttt )) notdes Cp ()
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sont & variation en escalier sur ¢, T‘], avec

vite [o, TSSO bt)) <&
La fonction u, =u, o7 , est solution du probléme de rafle par Cy

elle est en effet en escalier sur [0, T'), constante sur les mBmes

intervalles que Cé , et la 1ol de saut {3.1), qui s'éderit ici

= proj (u~, cty ,

+
.
[ LA &

s traduit évidemment par

u;_* = proj lu}”, C£+’ .

La fonction u' = u o w, limite des ué ,est donc bien solution du probléme
de rdfle par C'.

Qu’inversement toute solution u' du probléme de réfle par C°
se factorise sous la forme u o w résulte immédiatement de l'existence

et de l'unicité de la solution pour chague donnée initiale appartenant

a C(o) = C*{0) .

4,e., Recollement d'intervalles

Le processus de rafle a, dans tout ce qui précede, été étudié par
rapport & un intervalle compact [0, TJ fixé. En fait 1‘association, & une
mltiapplication tF>C(t) (convexe fermé), de fonctions tvr>u(t) , dites

solutionsdu probléme de rafle par C, est de caractére local, dans le

cas discontinu tout comme dans le cas absolument continu ou cette asscocla.
tion se traduisait par une condition différentielle. De fagon précise,

l'approximation par des applications en escalier montre immédiatement que



Si u est sclution du probléme de rdafle par C sur [0, T),

zlle 1 -est aussi sur tout sous-intervalle compact {i.e. la méme rela-

tion a liew entre les restrictions de u et de € & ce sous-intervalle).

Inversement

Si (I} est une familie d- intervalles compacts recouvrant

-,

l'intervaile (0, T] et deux & deux empidtant et si u - [0 T — H est

solution du probléeme de rafle par ¢  sur chacun d eux, u est aussli

solution de ce probléme sur [0, T] .

Cette mBme idée de recouvrement permet de définir les solutions
du probléme de rifle sur un intervalle I non compact (éventuellement
sgal & [to, o[ ou a3 R tout entier)

On suppose gue 1z multiapplication € est & variation bornée

sur tout scus-intervalle compact de I. On dit que w @ I * H est solu.

~ tion du probléme de rafle par € sur I s'11 existe un recouvrement

de 1 par des intervalles compacts deux a deux empiétant, tels que u

s0it solution du probléme de réfie par € sur chacun d'eux.

Il est clair alors que u est splution du probléme de réfie par
C sur tout sous intervalle, compaci cu non de I. De plus on vérifie

aisément que

Soit to € I et soit a ¢ C{to) ; il existe une solution u,

unigque du probléme de réfle par € sur le sous--intervalle [to, )

de I , s accordant a la donnée initiale ul(to) = a .
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5. QUESTION ASYMPTOTIQUES

5. a. Processus de ré&afle sur [O, taof

On suppose dans toute la sulte gue la multiapplication tH=C(1)
est définie sur R, = [0, +®, a variation bornée sur tout sous-intervalle
compact, ce gul garantit lexistence de solutions du probléme de rafle
par C, définies sur R, ; soit tr>»u{t) 1'une d'entre elles,

Une gquestion importante est de formuler des hypothéses assurant
1 existence d une limite pour wult) lorsque t tend vers +© .,

Dans la théorie des systémes élastoplastigues, par exemple, une telle

situation correspondra au phénoméne fondamental d adaptation des contraline

tes (shake-down}.
Un cas banal est celul ol la multiapplication C est & variation
bernée sur |, tout entier, c'est a dire ou la fonction croissante
te-v{t) = var (C ; O, t}
est bornée, de scrte que cette fonction numérique admet 4 1 infini une
limite
®@ = var (C; R,) <t ® |
Comme la variation de C sur tout intervalle majore celle de u sur ce
méme intervalle et que H est complet, on en tire aisément 1 existence

de la limite forie

Uy = Lim ualt} .
400

On peut expliciter plus complétement cette situation en constatant,

par les memes raiscnnemenisqu'au yp 4.c¢ , que (1) possede pour
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oo 0 au sens de la distance de Hausdorff, une limite notée Cy |

cneemble convexe fermé non vide, et que uym € Cfn -

On peut aussi invequer, en vertu du $ 4.d, un changement de
variable * notons 7 une application continue strictement croissante d'un
intervalie compact [0, T7] sur [0, 4], La multiapplication C° = Co 7
@st dafinie et a variation bornée sur {0, [, prolongée a [O, 7]
en posant ¢ {T'} = Cy elle est continue au point T, de sorte gque
chague soluticn u du probléme de rafle par C est continue au poeint

T, Oy chaque solution u du probléme initial se factorise sous la forme
BoToua’ oo 1 , d of, lorsgue t tend vers +®,  la convergence de u(t)

vers un élément de Cgyp .

5.b. Un cas de convergence des solutions

PROPOSITION. On suppose la multiapplication C & variation bornée sur

tout intervalle compaci, non nécessairement continue. On sSuppose par

ailleurs gqu'il existe Ty * 0 et une boule( fermée) B, de centre L, de

rayon  r non nul tels gque

t 2, =5 Sty .

slors toutes les soclutions du probléme de rafle par € sont 4 variation

bornée sur R, , donc possédent des limites fortes pour t tendant vers +% ,

En outre ces divers limites appartiennent & 1'adhérence de

1l ensemble

(5.1) NP S T

T=0 12T

fensemble des points de H aque C(t) "finit par contenir”).
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Démonstration. Etudions une de ces solutions, soit tk»u{t}, sur

1'intervalle [Tl, +o[, en posant ulTy) = vy .

Le point b étant intérieur & C(t} quel que soit +t 2 Ty, la
fonction constante b est aussi une solution du probléme de réfle par
C sur ce méme intervalle ; donc la fonction

tes|b - uit)] 20

est décroissante, On va montrer gue, pour tout t+ 2 Tl .

(5.8) var {u : Ty, t) £ 1 |b - uy 2,
r

Nous entendons naturellement la solution u au sens gdnéral du
¢ 3.b + u est limite simple sur [Tl, +w{ (et méme limite uniforme sur
tout compact) d'une suite de fonctions u" en escalier, chacune delles
sclution du probleme de réfle par un convexe ¢ a variation en escalier

avec
n -
{5.3) us (Ty) = uy .
Montrons gue, quels gque scoient o et 7 dans [Tl, +o[ tels que
o< T, on a
n

{5.4) [0 (1)~ u (o] <2 b - u] (b - wRed - b - M)
b

Etudions le saut de u® en un de ses points de discontinuité ; soit u®

+ 3

la valeur a gauche, u la valeur a dreoite

ul = proj (u? , c}) |

ou C§ = C{f} pour un certain & 2 T, . Soit D la droite joignant

u? et u’ ; soit b la projection orthogonale de b sur D . L'hyper-

lan normal &2 D au point u® sépare u® du convexe C[8}, lequel
P p N sép n
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contient, par hypothése, la boule S5 . On a
b~ ul® - b - L R £ R L R L =

cest a dire

(5.5) (b - u? = Ib o u?)t]e - uP] o+ b - ul)
=lull - uB (e - uf1'+'| bt - uf‘)
et,vu la situation de uf et celle de la boule £ par rapport al hyperplan

en guestion,

T P R R
Par ailleurs, la constante b étant une solution du probléme de rifle
par C% sur [Tl, +0{ et vu {5.3)

o - ul] < o - w? £ b~ wl -

[, inégalité (5.35) fournit done

Ju?_ufl'ﬁé 'b_ul|'(|'b_u_r_l'1‘— Ibuugl] .

g1 on fait la somme des inédgalitds analogues pour toutes les discon-

tinuités de uwl dans 1'intervalle [o, 7] on cbtient bien (5.4). A
la limite (5.4) devient
lulr) - ulod] <+ b - ull'(ib B I kTS | P
r

Pour toute subdivision de [T, t}* en sous intervalles tels que o, 3,

on fait la somme des indgalités semblables & la précédente . finalement

en prenant le sup pour toutes ces subdivisions, cela laisse
var (u ; Ty, t} < % b - ull (b - ul|'" b - utt)]| b

d'ol (5.2].



Bref, 1 est & variation bornée sur ij, +aof , e gul prouve

lexistence de la limite forte

Uy = lim ult) .
{—=+0

Montrons enfin gque wuy est adhérent & 1'ensemble (5.1).

Pour tout &£ > 0, il existe ty tel que
t > b = fult) - oyl <&

Guel que soit t > T; , 1 ensemble convexe C{1) contient le point uli)
et la boule A , donc contient 1 enveloppe convexe de [u{t)}(wjﬁ .
Un raiscnnement de géoméirie élémentaire, dans le plan des trois points
Uy , b et u{t) , montre gue, si [u{t) - uml <& , cette enveloppe convexe
contient aussi le point wu, , divisant le segment lug, bl dans le rapport
£ et oon a

: i - blE Jug - blE

[ 51' r T

Bref, la boule de centre uy ,ayant pour rayon 1'expression ci-dessus

rencontre l'ensemble

Y o

=
t 1E

donc rencontre 1'ensemble (5.1} .

REMARQUE. ©8i € est & variation bornée continue, on se raméne par change-
ment de varlable au cas absolument continu (cf. Premieére Partie}, de

scrte gue la dérivée 4 existe pour presgue tout t. Alors on peut aussi
établir (5.2) de la fagon suivante , qui & 1l'intérét de metire en évidence
le r&le joué dans la présente question par la propriété de monotonie du
second membre de (1.1}. Four tout =x € f, la constante x est sclution

du probléme de rafle par € sur l'intervalle [T1, ol . on en tire,
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pour presgue tout t dans cet intervalle,

(x - u(t) |- aft) ) 20 .

-

Cela veut dire gue . u{t) appartient au cbne polaire du clne {de sommet
l1:origine) engendré par 1 ensemble S - u{t) . La géométrie élémentaire
monire gue ce cBne est de réveolution et que son demi--angle au sommet Q

se définit par

r T
cos @ = z : .
(b -~ ult)] BRI
Donec, pour presque tout t 2 Ty,
ad -
= — Juit) - 5|% = 2 (b - ouwt) | art )
dt
2 2 |b - ulth] |ﬁ(t)| cos a
2 2r b - wit)| [acty|

!b—ull

d'ofr finalement

|b — Llli _i
dt

et} < - b - ult)] -

Par intégration sur [T, t] on en tire

b~ u,|

Sl AR P
r

= 1e - wlty| )

var {(u , Tl, t) £

ce gui fournit bien (5.2) .

E.c. Cas ot la dimension de H est finie.

ROPOSITION. Si l'espace hilbertien H est de dimension finie 1 existence

de 1a boule f3, invoguée dans 1a proposition 5.%b, dguivaut a 1'hypothése

suivante : 1 ensemble

J (M cit)

T =20 t =2 7

posseéde un intérieur non vide.




~3. 35~

Evidemment, si la boule S existe, elle est contenue dans 1 ensemble
en guestion qul posseéde ainsi un intérieur non vide., Rdéelproguement s:

1 ensemble est d intérieur non vide il contient un simplexe 8, de sommets

oy Xq. aes, Xy {n < dimension de H). Pcur chacun de ces n+l points,
scit x; (1 = G, 1, «aa , ni, il existe ty 2 Q0 tel que
s
¥, e 3 cit)
L 2t

i on appelle T, le plus grand des b, , on a done

toz Ty e S Cle)

et 11 n'y a plus au'a cheisir une boule /5 contenue dans S.

REMARQUE. Dans ce cas d-une dimension finie on peut donner une démonstration

plus rapide de la proposition 5.b - la fonction
t e fb - ult)]

dtant décroissante sur 1 intervalle [Tj, «w{ les wvaleurs prises parla fonce
tion u sur cet intervalle appartiennent & la boule fermée de centre b,

de rayon b - ull , laguelle est maintenant compacteé. Pour montrer gue

1a fonction u tend vers une limite, 11 suffit de prouver qu elle pcossede
une seule valeur d adhérence pour t tendant vers w . De fait, quel

que soit % & 8, la constante x est solution du probleme de réfle par

C sur [Tl’ @m[/ de sorte que la fenction thy Ex ol i) est décrolssante.

Si la fonction wuw possédait deux valeurs d adhérence distinctes 2y et a

o2

on concluerait, par la continuiié de la fonction distance, gue
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Ainsi la boule [ =serait contenue dans 1 hyperplan mdédiateur des

points a; et a, , ce qui est absurde,

{Manuscrit recu le 13 Janvier 1972}
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