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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

MONTPELLIER 1971 Exposé n° 15

RAFLE PAR UN CONVEXE VARIABLE

(Premigére partie)

par

J.J. MOREAU

1 -~ INTRODUCTION

l.a. Formulation du probléme

Soit H un espace hilbertien réel; on y notera J;]'la norme
et (. [ .) le produit scalaire . Soit C{(t) une famille de parties
convexes fermées non vides de H, indexées par 1t € [0, T]. On emploie-
ra au besoin le langdage de la cinématique, en interprétant t comme
le temps : la multiapplication t">C(t) définit alors un convexe en

évolution dans H ou convexe mobile.

Soit

0O si x € C(t)

X”"’L/J[t, x) =
+0 si x £ C(t)

la fonction indicatrice de 1'ensemble C(t)a

On demande de déterminer une application t*>u(t) de [0, T]
dans H (c'est a dire, si 1'on préfére, un point mobile dans H)

vérifiant 1'équation différentielle & second membre multivoque

(53280 = O g yit, u)
dt
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et la condition initiale
{1.2) al0) = a

{ a élément donné de C(O) ).

Le sous—différentiel Wit )" ebnstitue le cOne des
‘normales sortantes™ au point wu:‘du convexe C{t) (cbne réduit, en
particulier, a2 {0} lorsque u est un point interne du convexe) ; de
la une image mécanigque du probléme‘: grossiérement parlant,le point
mobile u reste fizxe dans H tant qu'il est interne au convexe
variable C(t) : lorsgue u est rejoint par la frontiere de cet
ensemble, il est poussé par cette frontiére, dans la direction d'une
normale entrante, de maniéere a4 rester dans C(t) pour tout t . C'est

ce gu'on peut appeler un processus de rafle. Nous avons été conduits

4 ce type de probléme par la théorie des systémes mécaniques €lasto-
plastigues;de liberté finie ocu infinie (cf. MOREAU [5]) ; dans ce
cas le point u représente non pas une configuration du systéme
mécanique étudié, mais en un sens généralisdé, une force ; 1'ensemble
C{t) dérive de la loi de plasticité du systéme ; la convexité de cetl
ensemble a une signification mécanique profonde et n'est pas seulement
motivée par la commodité mathématigue. La structure hilbertienne de
H , pour sa part, est lide & la loi d'élasticité du systeme.

Certains problémes économétrigues aboutissent aussi & des

formulations du weme genre,

l1.b. Autre interpretation

Donnons encore une autre image mécanique, surtout claire si
H =a la dimension 2 : le graphe de la multiapplication t#+»C(t) est

une partie de [0, 7] x 4 dont la frontiére peut ‘&tre visualisée
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comme un EBEE de section convexe non uniforme. Pour fixer les idées,

imaginons que 1'axe des t est "vertical descendant”. Le graphe

d‘une application t¥>u(t) solution de (1.1) est une ligne caractéri-
sée comme suit : toute portion €ventuelle de cette ligne qui se trouve
interne” au tube précédent est un segment de droite vertical ; toute

portion située sur la "paroi" du tube est orthogonale en chacun de ses

points aux section horizontales donc est ligne de pente de cette

paroi avec la particularité supplémentaire gque voici : le sens des
croissants sur cette ligne, c'est & dire, vu notre convention, le

sens descendant, correspond au sens entrant dans C(t) ; cette parti-
cularité exprime que la ligne de pente en qguestion ne saurait Etre
tracée sur une partie "en surplomb" de la paroi. Bref, une image méca-
nigue de la courbe est fournie par un filet d'eau tombant dans le

tube : chute libre verticale sans contact avec la paroi, en certaines
parties ; en d'autres parties ruissellement sur la paroi, selon une
ligne de pente. Cette image mécanigue a 1l'intérat d'attirer 1 attention
sur une caractérisation extrémale de la dérivée %% , a chague instant
ou elle existe : la norme de cette dérivée est égale a la tangente

de 1'angle gque fait avec "l1'axe des t" la tangente au point correspon-
dant du graphe ci-dessus. Les propriétés élémentaires des lignes de
pente d'une surface suggérent que cet angle aj;en chaque point de la

courbe, la plus petite valeur compatible avec la condition

Yo uivl &gt -
On formulera avec plus de précision dans un rapport ultérieur cette
propriété qui conduit & l'équivalence de (1.1) avec une équation dif-

férentielle a second membre univoque.
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l.c. Travaux anteérieurs

Pour chaque t, la multiapplication xvV of(t, x) écrite

au second membre de (1.1) est monotone au sens de Kachnurovski-Minty.

Les équations d'évolution de la forme plus générale

(1.3) B S TS
dt

o la multiapplication donnée x ¥ A(t, x) est monotone pour chaque
t , ont fait 1'objet dans les derniéres années d'assez nombreux

travaux (dans ce cadre entre notamment les inéquations variationnelles

diévolution ; on pourra consulter J.L: LIONS [1]). F.E. BROWDER [1]
étudieit d'abord le cas ol A est univoque, continu de (R, X H dans

H et transforme les bornés en bornés : il montrait que (1.3)

posséde dans ce cas, pour houte valeur de la donnée initiale wu(O}),
une solution au sens strict, c'est a4 dire fortement dérivable, définie

sur [R, btout entier. Une conséquence de la monotonie de A dans le

cas général est que le “flot® des solutions éventuelles de (1.3)

contracte les distances (c¢f. 3.b ci-aprés) ; autrement dit, si aq

et u, sont deux solutions, la fonction t**‘]uiﬁt) - uz(t)l est

<
décroissante (de 1a4 1'unicité de la solution pour chaque donnée

2{0) ). Par 1lia le cas particulier d'un A indépendant de t est

intimement 1ié & la théorie des semi-groupes de contraction de

l'espace hilbertien H (ol d'une partie de cet espacel.

Consulter : Y. KOMURA [1], 7. xaT0 [1], H. BREZIS [1]. L'étude du cas
ou A dépend de t étaltl jusqua présent presque toujours subordonnée
a 1l'hypothése que le domaine de A : c'est & dire 1’ensepble

dom A = {x € H : Alt, x) # ¢} estl indépendantde t.

Ce n'est pas du tout le cas dans ce qul nous occupe, puisgue
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dom o) = Clt) . Il faut cependant noter le cas particulier ou A

varie simplement par translation, c'est & dire

Alt, x) = Ag(x - blt) )

A désignant une multiapplication monotone indépendante de t et b

(o]

r

une application donnée de fo, T]° dans H admettant (en un sens

convenable) une fonction dérivée t#= b(t). Alors le changement de
fonction inconnue

u{t) - blt) = v(t)
raméne (1.3) & l'équation

(1.4 ~ B e p vd # Bt

dt
studide notamment dans T. KATO [2], BENILAN-BREZIS [1]' et, plus spécia-

lement, si A, = BQ [avec‘Q fonction numérique convexe S.c.i.) dans

o
H.BREZIS [1]. Le cas, utile pour les applications, ol notre convexe
¢(t) wvarie par translation entre dans ce cadre et les travaux

i dessus révelent certaines propriétés fines des solutions dans ce cas.
Cependant, méme pour cette forme particuliére de variation du convexe

C(t), ces travaux n'abordent pas 1'une des gquestions principales du

présent rapport : la convergence de 1'algorithme de rattrapage (section

i.d. Principaux résultats de cette premigére partie

Par solution de (1.1) sur un intervalle [O, T]° nous enten-
dons toujours une application u de [0, T dans H qui soit primi.

tive d'une u € d?é o, 7], i.e
b
u(t) = Cte + Jo uls) ds

(au sens de 1l'intégration forte des fonctions a valeurs dans 1'espace
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de Banach H , en fait u se trouve alors &tre presque partout dérivée
forte de u : voir & ce sujel KOMURA [1]) telle que - alt) € b (t, ult))
pour tout t© € [0, T]-: les hypothéses de continuité qu’on fera dans

la suite, quant & la multiapplication t#=C{t) font d'ailleurs qu'il

revient au meéme d'imposer seulement cette relation pour presgue tout t,

ciest a dire finalement de rechercher u comme élément de 1'espace
sépace Lé [o, 1]

u est alors continue de [0, T}° dans H (fort) et on montre
en 3.b gqu'il existe au plus une telle sclution satisfalsant la condi-

tion initiale (1.2).

L'existence est prouvée en 3.e moyennant 1'hypothése suivante :

la mulbtiapplication t ¥ C(t) est absolument continue au sens de la

distance de Hausdorff entre parties de H (c'est plutét une pseudo-

distance car nous ne supposons pas ici que 1'ensemble C(L) soit
borné ). Un appendice résume les faits essentiels concernant,d'une
maniére générale,la continuité absolue d'une application de [R dans

un espace métrigue K ; le cas o E est 1l'ensemble des parties
convexes fermées non vides de H est détaillé & la section 2 : on y
montre en particulier comment cette continuité absolue se refléte dans

les propriétés de la fonction d'appui =x® ¥(t, x) du convexe C(t).

Ce résultat couvre en particulier le cas d'un convexe variant

par translation C(ti = C(O) + b(t) : la continuité absolue se réduit

alors a celle de l'application univogue " b{t1) de (o, T]- dans H.

Incidemment on se trouve obtenir un théorzgdme de sélection

si la multiapplication +tM C(t), & valeurs convexes fermées non vides



dans H, est absolument continue (resp. a variation bornée continue)
elle posséde une sélection absclument continue(resp. a variation
bornée continue). De semblables theéorémes ont été &tablis tout récem-

ment par N. KIKUCHI et Y.TOMITA [1] pour H = r" et cltl) compact,

non nécessairement convexe.
Noter un caractére spécifique de 1'dguation (1.1), qu'on ne

retrcuve pas dans le cas général (1.3) : le second membre Sl t, ul

est un cone (convexe). De la une propriété par ailleurs intuitive

le processus de rafle, c'est a dire la relation entre 1'évolution du
convexe et celle du point u défini par (1.1), (1.2) est indifférente
5 un changement d'indexage préservant 1 ordre ; de facon précise si 7
est une application absolument continue croissante (peut €tre non
ctrjctement) d'un intervalle [0, ?] sur [0, T]° et qu'on pose

critt) = Cl{w(t'1), la fonction 4" b= u(m(t')) est solution du probléme
de rafle associe i la multiapplication ' C'(t'). Ce fait joue un
r5le fondamental dans le présent rapport. Dans cet esprit méme on peut

dé finir,au moyen dtune factorisation évidente, les solutions générali-

sses du probléme de rafle pour une multiapplication t4¥* C(t) qui est

seulement supposée a variation bornée continue, au sens de la distance

de Hausdorff (paragraphe 3.e).

La continuité absolue peut paraitre une hypothése exagérément
restrictive lorsque le convexe C(t) n'est pas borné : elle se trouve
en effet exiger que le cbne asymp totique de ce convexe scit indépen-
dant de t. C'est pourquoi un cas d'existence locale est présenté en
3.4 .

La section 4 qui termine ce rapport est consacrée a4 la conver-

gence de 1'algorithme de rattrapage ; cet algorithme est tout naturel-

lement suggéré par la propriété de minimisation de la: vitesse expliquée
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intultivement en 1.b ci.dessus : on "discrétise le temps', c'est &
dire qu'on intercale entre O et T n-1 valeurs Q < tl < t2 £ own = tn =
ba donnée initiale a est projetée sur Clty), puls cette projection
sur Cl{ts) , et ainsi de suite ... On montre en 4.d que ceétte suite
de points (ou plus précisément la fonction en escalier gu'on bAtit sur
elle) converge uniformément vers la solution u du probleme de rafle,
lorsgqu on raffine la subdivision de maniére gque sup (ti+1 - ti) tende
vers zéro. On falt pour celad 1'hypothése que la multiapplication C
est a variation bornée continue.

La technique constamment employée dans tout ce rapport est

celle de la régularisation (on peut aussi bien ieci 1'intituler pénali-

sation) ! remplacement de (1.1) par des €quations différentielles
ordinaires du type de Cauchy ; on parvient a montrer que leurs solutions
respectives pour la donnée initiale a, convergent vers une solution

de (1.1}). Une coriginalité de la section 4 est que le coefficient de la
régularisation s'y trouve varier avec t ; c'est ce que nous appelons

«

la régularisation modulée.

D'autres techniques seront présentée dans les rapports

ultérieurs.

2 - MULTIAPPLICATIONS ABSOLUMENT CONTINUES

2,a Distance de Hausdorff de deux ensembles

Solent C et ¢' deux parties non vides de H que nous suppo-

serons toujours convexes fermées. Rappelons qu'on appelle distance de

~

Hausdori{'f, notée &(C, C'), de ces deux ensembles 1'inf des g >0

tels que, si [ désigne la boule (fermée, par exemple) de centre o,

T.
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de rayon p, on ait
(8+2) cf+e et C'Cc B +cC .
Cette métrique, a4 wvaleurs dans [0, + @], vérifie bien
1'inégalité trianguleire et 68(C, C') s'annulle si et seulement si
C = C" [(on vérifiera zes faits, si on veut, en utilisant 1'expression

{2.2) ci-aprés].

Soient 7 et ' les fonctions d'appui de C et C' ,

(2.1) équivaut 2

-

fyroet oyl ty

Donc 6(C, C'} est fini seulement si 7 et ¥' ont méme
domaine D et en ce cas
(22} s(c, ¢) = sup {|vly) = vy :yen, |yl =1}
cu, vu l'homogénéité des fonctions d'appul
(2.3) o(C, C'} = sup H’y{y'ﬁ . ’)/'(y)l‘ cy €D, ny‘i i

Rappelons que 1'adhérence de dom ¥ e&st le ¢Gne polalre du

ctne asymptotique de C ; on en conclut que si &(C, C') < + ®, les

¥

ensembles C et C' ont méme cone asymptotique.

Exemple @ 8i a€¢H et C' =C+a ona ¥ =%+ (al.) doun

BC, @' £ |a|‘(égalite si dom ¥ = H, c'est & dire C bornél.

2.b. Variation bornée et continuité absolue.

Soit +tl* C{t) wune multiapplication de 1'intervalle (o, TI°
dans H , a valeurs ccnvexes fermées non vides. L'usade de la distance
de Hausdorff permet d appliquer a C les définitions rappelées dans

1" Appendice, avec pour E l'ensemble des parties convexes fermées non
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vides de Ha.
Soit yFH>ylt, y) la fonction d'appui de C{t).

81 C est & variation bornée, la distance &(C(s), C(t) )

est finie quels que solent s et t dans [0, 7' ; alors le domaine
0 de la fonction ¥(t, .) est indépendant de t et (2.2) montre

que, pour tout y € D, on =
18 4) |vit, ¥) - s, v < |yl 8tcts), clt) )

Il en résulte gu'en posant

vit) = wvar (C ; 0O, t) ,
ocn o a
{2 5) |v(t, ¥) = s, yil < |yl [vit) = vis)] .

La multiapplication C est 2bsolument continue si et seulement

st la fonction numérique v est absolument continue. En ce cas (2.5)
montre que, pour tout y € D, la fonction 7y(., y) est absolument
continue, donc est primitive d'une fonection &1., vl € a&l[o, 7] -

et, pour presgue tout t,

(2.6) |7+, v < |yl vt .

Selon la terminologie posée dans 1'Appendice, Vv est la vitesse

numérique du convexe mobile.

Exemple : convexe variant par translation, c'est a dire

C{t)y = ©O) + Bl(L) 4
cu b : [0, TI== H est une fonction absolument continue, primitive
de b e ;ﬂé{o, 7]. Alors

v(t, ¥) = Y0, y) + (blt) | y)



%(t, y) = (b(t) | y) .
Dans ce cas, pour presque tout t,

W) £ | b (v)]
(é¢galité si C(0O) est borné) .

2.c¢., Distance d'un point & Clt).

Soit tr¥ z(t} une application de [o, T]° dans H (ou

“point mobile”), ahsolument continue, donc primitive forte d'une

fonction % € 5?,1:_[{ (O, T) : posons
hit) = digt (2l8); elt) )

{attention : ce n'est pas la distance de Hausdorff entre les ensembles
{z{t)} et Cit) ).

Rappelons que la distance d'un point & un ensemble peut
E

s'exprimer comme une inf-convolution

dist (z, C) = inf (|z-ul + yo tw) ) = (|| Vo) (2) .
it € H

Comme C est convexe fermé non vide, la fonction duale de ¢C est 7y |

celle Jde ;l‘est @q (B boule unité fermée de H) fonction continue

al'origine ; donc la fonction duale de |.| V Y, est yYg + ¥, dion
dist (z, C) = sup | (zlu) - ¢B (u) - wylua) )
u € H

= sup (z]u) - ylu) )
u € B

|

et on peut ici remplacer B par B' = B (ldom v .

n en conclut, pour tout s et tout t dans fO, T];

lh(t} ws h(s)|'$ sup llz(t) | u) - yit, u) - (z(s) | ul + yls, u}|
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Par suite h est absolument continue, donc primitive 4d'une

h & 4%1[“, 7], avec pour presque tout t g
(2.7) 16 (w)] < |z (0] + vit) .
Nous aurcns besoin d'une estimation plus précise:

PROPOSITION. Notons alt, 4) la moitié du carré de la distance d'un

point 2z € H au convexe fermé C(t) ; solt t*+=z(t) une application

atsolument continue de [O, T] dans H ; posons

(h(t))=

0.

tt) = qglty zld) ) =

=

Si la multiapplication t > C{t) est absolument continue, de vitesse

numérique v, la fonction numérique ¢ est absolument continue,

primitive de é = h h , et on a pour presque tout t
(2.8) [50t) = (zit) | grad a (%, z(t) )] < i) vt .
En effet, notant @ 1la fonction 11,12 , la thécrie des
2

applications “prox" (cf. MOREAU [1]) fournit
iz, C} =(@Vy) (z) =alz) - (&V 7y (z)

—=inf [Qlu) + Yt u) = (2 | u)l
u € H

et 1'inf est atteint pour u au point
{2.91} y{t} = prox (z, ¥) =z - proj (2, C) = grad qlt, z) .

Liapplication t#% y(t) est continue (la continulté de
t#» proj (z(t), C{t) ) si +t¥>z(t) est continue et t > C(t) continue
pour la distance de Hausdorff est classique ; volr,si on veut, MOREAU

[6]). Dene si B est 1'intersection de dom ¥ (ensemble indépendant

de 1) avec une boule de centre y(t), de rayon r > 0, il existe
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€> 0 tel gue, quels que soient o < 7 dans [0, TIN [t -6, © +€],
iles points yleo) et y(7) appartiennent & £, d'ou

glo) = - inf [alu) + ylo, u) - (zlo) - wl
u e f

&t une expression semblable pour glr) ; alors

glr) -~ glo) = sup [~ @luk - 7wl wh + (i) | w)l

u € p
- sup [- @lu) -~ Yo, u) + (zto) | w1l

u e B
< sup [Ho, u) - A7, w) + (zl7) - z(a) | W] .
u €

Or, va (2.5), pour tout u € 8, on a

il

2 T
yo, u) ~ w7, ul =~ [ s, u ds € || [ vis) ds
a len

-
< (lytt)] + ) [ vis) és
o

(z{7]) - mlw] |'u - oyt } <r [
L'inégalité ci-dessus fournit donc

glr) ~ glo) - (z(7) - zlo) | yie) ) < lyctd] [T Vst ds
o

'.z(sil'-i vis) ) ds

T
e
o
Or le premier membre s'écrit
2T i
[ {sts) - (zts) |'y(t)))-as
o

Comme tr»y(t) est une fonction continue et que, d'autre part, r
peut @tre rendu arbitrairement petit enm limitant g, 11 wvient; pour

presgue tout t € [U, T]',

é(i} - (%(t} |y{'t) ) < [,y[t)| \.:('f,)
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Le meme raisonnement, avec 7 £ ¢, fournirait une inégalité
semblable au remplacement prés du premier membre par son opposeé

s2la établit (2.8).

3 - UNICITE, EXISTENCE.

3.8, Définition

Liinterprétation de l'écriture (1.1) est subordonnéde au sens
en leguel on entend la dérivation _gz

Dans toute la suite, nous dirons qu'une application u de

{0, T] dans H est sclution de (1.1) et (1.2) s'il existe u e dﬁé[o, 7]

1) ult) =a + [ u (s} ds
0

"
{ce gqu'on exprimera en disant gque u est dérivée de ul

et que, pour tout t € [0, T]-,

(3.2) - uit) € W ih, ultl ) .

Cette définition correspond & la démarche la plus classique
en théorie des éguations différentielles : notant S 1'opération
primitive nulle & l'origine”, linéaire de 08}:%[‘3, T]- dans EH[O, ik

l'élément u est caractérisé par l'équation intégrale

(3.3) Vtelo, T : -0t €3 (t, a+ (Sa) (t) )
Que (3.2} soit satisfalte pour tout t € [0, T] exige en

particulier

(3.4) Vielo 1 : ult) € ¢c(t) ,

le scus-différentiel oYlt, x) est vide lorsque x £ C(t) .

puisgue



Notons que les hypothéses de régularité qu'on fera dans la
suite sur la multiapplication t4+* C{t), pour assurer l'existence
d'une solution du probléme, impligueront toujours la continuité de
cette multiapplication au sens de la distance de Hausdorff. Tl sera
dés lors équivalent d'imposer seulement que (3.2) soit vérifiee

presque partout : en effet, cela impliguera wul(t) € C(t) presque

partout, or (3.1) assure que u est fortement continue, d'ou continui-

té de la fonction numérique

te»=dist (ult), Clt) )},
d'ott (3.4) : alors &plt, u{t) ) est non vide pour tout t (cet ensem.
ble contient au moins le zéro de H), d'ol, dans une seconde €tape,
possibilité d'assurer {3.2) partout en corrigeant seulement u sur

un ensemble de mesure nulle.

En vertu de cette remarque, on se contentera souvent de recher

=

cher u comme £lément de 1'espace séparé Lﬁ[o, T];

3.b. Unicité

LEMME. BSoit W€ 58%[0, 7] et soit w une primitive de W ; alors

quels que soient tl et to dans Lo, T], on a

L

2 = "
(3.5) [ 7 (wit) | wit) ) at = % |t b 1] % % |wit )} 2

En effet, le premier membre s'écrit

b 4.
T 7 Gty | witg) + [ wile) ds) dt
L) : ty
"2 a g B, .
= (f7 wiey av [wiegd Y+ J 7 f 0 (wie) |wis) ) ds at
tl tl
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d'ot le résultat en remarquant que 1'intégrale double ci-dessus,
représentant 1'intégrale de la fonction symé trique

{ 1y s)“*{%(t) *'Q(s] ) sur un demi-carré de [Bz ( supposer tl < t2
pour fixer les idées), vaut la moitié de l'intégrale de cette mEme
fonction sur le carré entier.

PROPOSITION. Soient wuw et v (primitives respectives de fonctiocns u

et v appartenant a dEé [0, T]) deux solutions de (3.2). Alors si

by Z t2 on a

) ~ vitgr] 2 futty) - vl

I1 suffit en effet d'appliquer le lemme ci-dessus a la fonction

w = u-v , en remarguant que, vu la monotonie de la multiapplication

Y, (3.2) impligue

(wit) | wit) ) €0 .

Cette proposition entraine, en particulier que (3.2) posséde

au plus une solution s'accordant a une donnée initiale ul(O) = a .

3,c., Régularisation ou pénalisation.

C'est une idée trés usuelle, notamment dans certaines tech-
nigues numériques, lorsqu'un probléme met en jeu la fonction indicatri-
ce () d'un ensemble (, d'approcher ce probléme en remplacant ¢ par

une fonction a valeurs finies, dite fonction de pénalisation, qui

prend comme Y la valeur O sur C et des valeurs rapidement crois-
santes lorsqu'on s'éloigne de C.
Rappelons que gqlt, x) désigne, dans ce rapport, le demi-

carrd de la distance d'un point x au convexe C(t). Alors la fonction

x ™ oqlt, x}  est une fonction de pénalisation de (C(t), approchant
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‘d*autant mieux” la fonction indicatrice xv™yl(t, x) de cet
ensemble que la constante o > O est plus grande. De la la preésomp-
tion qu'en remplagant Y par pa au second membre de (3.2) on ob.-
{iendra une éguation dont les solutions approchent celles de (3.2)
d’autant mieux que o est plus grand. Or, la fonction x¥w-alt, x)
étant convexe et Frechet di fférentiable, son sous-différentiel au
point x se réduilt a son gradient, a saveir (cf. par exemple,
MOREAU [1]9)

grad q |1, %) = © ~ proj (x, Clt}) ) .

On écrit ainsi une égquation d'évolution, dite régularisée de (3.2),

concernant une fonction inconnue qu'on notera up .
{3. - = rad t [t .
{3.6) up(t) o grad g (t, up( )

I1 se trouve que c¢'esl aussi bien 1'équation qu'on obtiendrait
en appliquant & la multiapplication (monotone maximale) o la procédure
de régularisation dite de Yosida : on rejoint donc une voie d*approche
classique dans 1'étude des dquations de la forme générale (1.3) .
L'interprétation cinématique est ici trés claire : alors que, dans le
processus de radle que régit l'équation {3.2), le point mobile u

est strictement maintenu dans 1'ensemble mobile C(t), la loi d'évo-
lution (3.6) permet au point mobile up de sortir de cet ensemble ;

mais up posséde alors une vitesse prcportionnelle & son "vecteur
projetant proj [up, cit) ) - up on congoit gue, du moins si
l'évolution de C(t) est assez régulieére, le point Up s'éloignera

de cet engemble d'autant moins que le coefficient p > O de cette

proporticnnalité sera plus grand.
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Si la multiapplication t ¥ C(t) est continue au sens de la

distance de Hausdorff, 1'équation différentielle (3.6) posséde quelle

gue soit la donnée initiale up(o) = a , une solution unique fortement

différentiable sur [0, T.

En effet, il est connu dans ce cas {(c¢f. par exemple MOREAU
[8] ) que l'applicaticon G+ proj (x, C(t),} est continue, donc aussi
I'application tM=grad q(t, x) ; d'autre part l'application x B 3rad g(t, x)
est contractante ; 1'éguation différentielle (3.6) est donc du type

de Cauchy (cf. par exemple BOURBAKI i

Moyennant des hypothéses supplémentaires de régularité de la
multiapplication t i C(t), on établira dans le paragraphe qui vient,
gue les fonctions tlﬁ*up (t), lorsque p tend vers +% , convergent,
uni formément sur [O, 7], wvers une fonction gui est solution du
probléme au sens de la définition 3.a.

Dans le contexte de la théorie des systémes mécanigues élasto-
plastiques (cf. MOREAU [5)) la mise en ceuvre d'un tel passage a la
limite est tres naturelle : en effet, au moins dans la situation la
plus simple de cette thécrie, la fonction d'appui ¥ de C{t} cons-

titue, & un terme linéalire prés, la "fonction de résistance’ (ou aussi
bien ‘fonction de dissipation" ; f. MOREAU [3], [4]) de la loi de

plasticité., Remplacer  par pq revient & ajouter a la fonction

duale ¥ 1le terme S P , lequel constitue la fonction de résis-
2p
tance d'une loi de viscosité de coefficient 2 . oan systeme élasto-

plastique est substitué un systéme élastoviscoplastique. La démarche
précédente revient donc & introduire une viscosité qu'on fait ensuite
tendre vers zéro. Cette procédure de viscosité artificielle"” est

familiere dans 1'étude de certaines équations ou inéquations aux déri-

vées partielles (cof. par exemple LIONS [ad4s
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-~ . 5 - s f)
d.d. Existence : cas d'un convexe & vitesse dans L° .

On suppose dans ce paragraphe que la multiapplication

“

L ¥ C¢t) est absclument continue et que sa vitesse numérique v

appartient non seulement & Ll[or 7] mais a LEE-Ov Tl

On va consideérer l'équation (3.8} seulement avec g = n

entier 0 ; on notéra u. la solution de l'équation di fférentielle
_ .

(8« 2} ~u, = n grad q {1, ‘ln:

s’accordant & la donnée initizale u OF = & w

PROPOSITION. Moyennant les hypothéses ci-dessus et si a € C{0),la

suite des fonctions = converge uniformément sur EO, Tl vers une

-

fonction u qui vérifie (3.1) et (3.2) ; la 'dérivée’ u est la

limite forte des l‘ln danﬂs L.%[O9 7]

P

Posons

h } o i‘g:‘ad g (ts un(t)l' = @q (ty, u_(t) )} ,

{1
I’!'rJ n

fenetion nuwérigue continue sur [Q, Tl . En vertu du paragraphe 2.c¢
est absolument conlinue et sa dérivée gn

La fonction g, =

veritie, pour presgue tout t, 1 inégalité

|g,0t) - (o (t] grad a (4, u (t)) < hy(t) vt

” N o o
ol v € o&‘é[@, T} est la vitesse numérique du convexs,

En invoquant (3.7}), cela donne

4 & .
(2.8) |8 (4t} + n(h_(t))%] < b (t) v(t)
L o i n
Comme a € C(0), on a g (0) = 0 et il en résulte, par

intégration sur [G, Tl

i . T .
g {T) +n IO (h (£))% dt < Io ho(t) v(t) dt
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Notons indifféremment | 1 la norme dans LE[O, 7]

. 2 B cew s
ou dans LE[O, P]-; 1'inégalité ci-dessus implique, puisque £ (T) = 0,
Ti

a Hn 115 < Hnghl 3

d'on

[ T ¢ & i 1 Jednld
(5.9 gl < 2 11311
et

{3.10) ot = vl

A partir de cette majoration des  on peut atteindre de bien
des maniéres la convergence des wu, vers une solution de notre
probléme.

Soient m et n deux entiers » O

= d 2 . < 4
(3.11) - Y = My =2 (uy - uy u, - un)

] N N N §
= - B (‘um - Uy |- m grad alt, W ) ~ n grad alt, un));

En notant abréviativement

grad qlt, uglt) ) = Va, {resp. Va )

17

une inégalité usuelle dans le maniement des régularisces Yosida'
s'éerit

(u, - up | m Vg, - n Vg ) 2 (Vg - Va, | 'm Vg, ~ n 1790 [

En intégrant (3.11) sur [0, T]' on obtient donc

[ R

lu i aslE e T - L
e (o) - uan)‘ < fO (Vg - Va, ! m Vg, - n Vgnf at

o e i o B s R = e e i a g

(1) Pour la commodité du lecteur reproduisons le calcul dans le contexte

L}

présent @ posant proj (um(t), glt) = uly {reso. u'n} on a qu T U -0y
et m qu €d) (t, u’, ). La monotonie de 9y denne alors

J_If"’ ] ~
{m VQm_ann|um—un)A=O

d'on 1'i ne ,‘_S,al ité .
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Le premier membre étant essentiellement 2 O , cette inégalite

impligue, si on note <. .» le produit scalalire dans 1'espace

hilbertien LE{O; T]';

Dfaprés un lemme de CRANDALL, PAZY [115 cette propriété entraine d'abord

.

“n|1 est croissante, donc convergente en vertu

gue la suite numérigue l

de la majoration (3.10), puis que la suite des &n est fortement conver-
gente dans cet espace hilbertien.

Notons u e(g ﬁ{o, T}]- un représentant de la limite de cette suite =t

posSons

t .
ult) = a + IO uls) ds.

Liinégalite
~ t * \ g g L -
| JO (uts) - uylsl) dsl'é b |¢u - unl+

‘u[b) - nn(tiy

montre que la fonetion -u est limite des Uy s uni formément sur [O, 7] .

2

I1 reste & prouver gque u et u vérifient (3.2).

Posons
u' (t) = proj (u, (), Cit) 1 .
Alors
U (t) ~ u'ylt) = grad a (b up(t) ) = - Ill a, (t),
de sorte gue, pour tocut t € EO, T];
(3.13) - u,(t) € 3y (b, u'pit) )
et que;, vu (3.10], u7n converge fortement vers u dans L%[O, il

{1 existe donc une partie infinie N' de N telle que, ¥ décrivant

N, lesu’', () convergent dans H{fort) vers ultl) pour presgue

tout 1 et que, pour ces meémes valeurs de t, les uvlt) convergent

dans H( fort] vers ult). Comme le graphe de la multiapplication

=1
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xP o) (t, x) est fermé dans H x H (fort),(3.13) montre que (3.2)
est vérifié pour les t en qguestion ; on achéve par 1'argument final

du paragraphe 3.a.

Remargue. Soit p e [1, +®[ : (3.8) donne, pour presgue tout t € Lo,

- o -1 2
(h )P~ h +n (b )P < (h )P~ v

d'cn, par inidgration sur [0, T], comme précédemment,

n

T ‘ T :
n [* (hy(0)P dv < [ (b (t))P~1 vit) at
0 0

si v c;i%ﬂo, T],l'inégalité de HBlder fournit alors la méme é&criture

-~

'| représentant cette fois la norme dans L% ou dans

au'en (8.9), i
LP . Paisant enfin tendre p vers + ® , on obtient la mEme conclusion

pour L, autrement dit, s'il existe M tel que, pour presque tout i,

vt <M

alors !un(t)|'& M pour tout t, donc, & la limite |u(b)| £ M pour
presque tout t ; il en résulte que la fonction u est lipschitzienne.

C'est ce gu'on pourrait obtenir aussi en tirant de (3.3)
i'inégalité

En tn hn £ v a4 laquelle

on appliquerait les mémes techniques de comparaiscon gu'a la sectlon 4

ci-aprés.

S/ Cin Existence : cas d'un convexe absolument continua.

PROPOSITION. On suppose que la multiapplication t ¥ C(t) esl absolu-

-

ment continue sur [0, 7], de vitesse numérigue v, et que a € C(O].

Alors le probleme de rdfle posséde une solution,au sens de la définition

3.a, et on a, pour presque tout 1t € [O. T],
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(3.14) lact)] <€ vit) .

En effet, d'aprés 1'Appendice, la multiapplication C se
factorise sousg la forme C = [ o v. Autrement dit, la fonction varia-
tion v envoyant [0, T] sur un intervalle [O,fﬁ}', i1 existe une
maltiapplication &+>[(8) de [0,®] dans H, telle que C(t) = I'(v(t)
Cette multiapplication [7 est absolument continue ; sa vitesse numé-

rique est constanle égale a2 1 , donc dans EE;Z[O, ®]. La proposition
3.4 montre alors 1l'existence d une solution du probléme de rafle
correspondant, c¢'est & dire 1l'existence d'une fonction t €(£§[O,®}'
telle gue si on pose

. g -

(o) = a+ [ Ur) ar

-0

on a pour tout & € [0, @] ,

(3.15) 16y e 3o, U8 )

&8, .) représente la fonction indicalrice de 1l'ensemble e ).
En outre la remarque finale du paragraphe 3.d montre qu'on peut

définir { de maniére que

(3.16) Ve e [o, ® !ir§)| <1 .

Comme la fonction v est absolument continue croissante, on
. . . % . . ©
voit que la fonction tk>={(v(t) ) appartient a SaH[O, Tl, que la
fonction t = ::'(’a) appartient a oel[o, 7], donc que la fonction
tt‘;"{r( t) L(vit) ) appartient & o(;).&l[(), T]. I1 résulte alors de la régle
de changement de variable dans 1 intégrale de Lebesgue (cf. BOURBAKI
[2]- : en fait i1 s'agit ici d'un cas plus élémentaire car la fonction

. L
v est croissante) que

)
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t . A V{b) -
a+f0 vit) Livit) Jdt=a+fo or) ar = Lvit)) .
S8i donc on pose
ult) = Livit) )

-

alt) = vit) L(vit) )
on aura bien (3.1). Comme, pour tout x € H,
aF(vit), x) = ¥lt, x)
est un cbne (convexel, et que vit) 20 , (3.15) entraine (3.2).
Enfin (38.14) découle immédiatement de (3.16).

Remargue.

Si on suppose seulement gue la multiapplication t v CY

est a variation bornge continue, on a toujours la factorisation

c =10 v avec | absolument continue, de vitesse unité. La technigue
de changement de variable cj-dessus incite a poser

DEFINITION, Pour € & variation bornée continue on dira que la

fonction u = { o v est solution généralisée du probléme de rafle.

Cette solution généralisée est 42 variation bornée continue
et on tire de (3.16]) que, quels que soient tl s Lz dans [O, T},
(3.17) var [ tq, to) £ var (C; by, tg5)

Noter aussi que cette notion de solution généralisée est

“conservée par changement de variable croissant, c'est a dire que si xw

est une application croissante continue d'un intervalle [0, 7t]- sur

rﬁ, 7] et si on pose C' = C o wm (multiapplication de [0, T'] dans

H) le probleme de r&fle correspondant 2 C' et & la donuee initiale
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u'(0) = a admet pour solution généralisée u' = u o 7.

3. f. Cas d'existence locale

L'hypothése d'une multiapplication C absolument continue,
ou m&me simplement & variation bornée continue,peut paraltre trés
restrictive si C n'est pas borné ! on a vu en effet gu'elle exige que
le cone asymptotique de C soit indépendant de t.

On est donc conduit & construire une version locale de la

proposition 3.e

FROPOSITION. On suppose qu'il existe une boule fermée D, de centre

a ¢ ClO), de rayon p > O telle que la multiapplication

tl*‘CD (t) =|Df]C(t} soit absolument continue sur un intervalle [O, Tl};

Alors le probleéme de rafle correspondant a C posséde une solution

sur un intervalle non nul [0, Tg]; pour la donnée initiale a .

En effet notons ici v 1la fonction variation de la multiap-
plication CD et soit u 1la solution sur [O, Tll, éour la donnée
initiale a; du proBléme de rafle par Cpj. On tire de (3.14) que, pour
tout t € [o, T,

lutt) - &l € var (u; 0, ti £ v(t)

(omme la fonction Vv est continue, nulle & l'crigine, 1l existe

T, € ]o, Tl] tel que
t € [o, T2]'=.—.:.::>iu(t) w @7 P

Or, en notant
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la fonction indicatrice de DN cl(t), on a, pour tout x intérieur

a la boule D, et tout t e [0, Ty,
Oy (t, x) = Hlt, x)

En effet, wult) est un point ot 1la fonction Yit, ) est finie,
tandis que la fonction ¢D(.} s'y trouve finie et continue ; de 1la,
pour ces deux fonctions, 1'additivité des sous-différentiels, (cf.

MOREAU [2]') avec en outre wp (x) = {o}.
Donc u est solution du probléme de rifle par C sur [0, Tz];

Naturellement, si une hypothése analogue est vraie sur un
intervalle consécutif, avec une boule de centre u(Tg),cette solution

se prolongera au dela de T2 N

4 ~ ALGORITHME DE RATTRAPAGE

4.a. Définition de 1'algorithme

On suppose C & variation bornée continue sur [0, T] .

Seit (t;3), 1 =0, 1, .a. , n, une suite finie telle que

Nous appelons algorithme de rattrappage associé a cette subdivision

de 1 ' intervalle {O, T]- 12 construction de la fonction en escalier

tfr>x(t) définie de la maniére suivante
b}y = x[ti+1) pour 't,,l L R t1+1
x(0) = a € C(O)
x(t;,4) = proj (x(tyh Clty) )

L'objet de cette section est de montrer que, lorsqu'on raffine

la subdivision, les fonctions en escalier ainsi obtenues convergent



uni formément sur [O, 7] vers la solution du probléme de rafle ,

de fagon précise

PROPOSITION. Quel que soit ﬁ:>CL il existe 71 > O tel gue la

majoration
e e ——

(il ) sup {ty; - tiﬁl} < 7

(resp. i1 existe 7' > O tel gue la majoraticn

(4.2} sgp var (C; ty_4, t3) <7 )
assure
sup lu(t) - x(t)| < B 5
v e [0, 1]

u étant la solution du prebleme de rafle (au sens généralisé du para-

graphe 3.e, si C n'est pas supposé absolument continu).

e

Si on pose & = v(t;), (4.2) s'écrit

sup (91 = 91_1} <hY
i

La continuité uniforme de la fonction v sur L0, 1] fait que 1'asser-
tion concernant 7 résulte de l'assertion concernant m° § oOr prouver

cette derniére revient, en utilisant le mBme changement de variable'

qu'au paragraphe 3.d , a établir la proposition dans le cas particu-

lier d'un convexe absolument continu @ W [(&) , de vitesse numérigue

constante égale & 1 .

C'est donc dans ce c¢as particulier gue nous ferons la démons-—

tration, en notant & nouveau t la variable.

4.b. Régularisation modulée

Soit t ¥ po(t) 2 0 une fonction continue par morceaux sur

[0, T] (i.e. : cet intervalle est réunion finie de sous-intervalles
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sur chacun desquels p est continue et pourvue d'une limite finie &
chaque extrémité).

Soit u, la solution de 1*équation différentielle

du
(4.3) - —L = p(t) grad aq (t,
at

up}

pour la donnée initiale

s (0) = & i

fo)
L'existence de cette solution, continue sur [o, T], fortement dériva—
ble sur chaque intervalle de continuité de p , résulte, comme au
paragraphe 3.c¢ du théoregme de Cauchy puisque le second membre de
(4. 3) est continu par morceaux relativement & %, lipschitzien relati-
vement & up -

L'cbjet de ce paradgraphe est de construire des inégalités
impliquant que certaines familles de fonctions p , aussi bien que les
constantes considérdes 4 la section 3, fournissent des up convergeant

uni formément vers la solution du probléme de rafle, du moins si on

suppose Vv majoré presqgue partout par une constante M.

Posons

h, (t) = |'¢rad alt, uylt) = d2alt, uy(t) ) .

D'aprés le paragraphe 2.c , la fonction hp est absolument continue

et, pour presque tout t,

du
h o — : <
hy, b, (dt | grad alt, up) ) M b,
d'on, wvu (4;3) ; pour presque tout t,

. 2
(4.4) hph, + phg <Mh, .
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Lorsque hott) £ 0, cn en tire

t4.51 hy + o hy 2 M

mals cela est vral aussi pour presque tout t tel aque hp(t) = Q
., pour presque tout 1, ﬂp (t) est dérivde de hp au sens
Glassiqgue et O est la valeur minimale de cette fonction.

Posons

_ %
Rit) = [ pis) ds
0

k(t) = hpiti exp R(t}

ia fonction k est absolument continue, primitive de

- “

k = G}P il hp) exp R

soerte gue (4.5) implique, pour presgue tout t,

i1 en résulie gue la fonction

-t
th k(t) - M JO exp R{s) ds

st décroissante, nulle pour +© = 0, donc finalement pour tout
, "t’ =
{4.8) hii) <M _}O exp [Ris) - R(t)] ds .

L'intédrale écrite au second membre est d'ailleurs la solution

H(t) de

y dH
{(4.7) WL ’O(t)r]':] 3 H{O}) = O .

Cn posera dans la sulte

1(t) : t € [0, T} }

et

P

Jlp) = sup
de surte que (4.6) entraine

(4.8 \7t ¢ [o, 1] : hp(t} = M J(p} .
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Soit o une autre fonction satisfaisant aux m€mes hypqgthéses

gque p ; soient Uy h, les fonctions correspondantes. Le méme calcul
qu'au paragraphe 3.d fournit 1'inégalité semblable & (3.12)

t
é luglt) - ugle)[? < IG - (¢grad a (s, u, (s) ) - grad a (s, ugls) )|

pls) grad als, u,(s)) - ols) grad als, uy(s)) ) ds

La guantité sous le signe f est majorée par

(4.9) (h, + h,) (phy +ohy) = phS+ohl+ (pto) hyhg

or (4.4) et (4.6) fournissent

v 2 . u2
hp hp + P hp M< J(p)

d'ot, par intégration sur [0, tl,

L
¥ 2 2 2
S (hp (81 )%+ Io pls) b2 (s) ds < tM% J(p)

et une inégalité analogue avec h, et J(o) .
De méme (4.5) et (4.6) conduisent a

+ phy by <MW J(o)

h, h B

yel

g 2
h, h, + o hy by S M2 J(0)

d'ot, en ajoutant et intégrant sur [o, tl',

t o
hy (8) by (8) + [ (pls) +als) ) hy (s) by (s) ds

<t (Jlp) + Jlo) ) .
De la sorte, 1'intégrale sur [0, t] de la fonction (4.9) est majorée

par 2t ME{J(p) + J{o) ) et finalement

la (t) - u (t)]2 < at M3(J(p) + J(o) )

P
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En particulier pour ¢ = n constant, on trouve
Jiny =21 . e g1
n n

31 on tfait tendre n vers 1'infini, de sorte que u, tend vers la

solution uw du probléme de rafle, on obtient donec @

(4.10) lu it) - ut)]® < 4t % J(p) .

i

4.c. Estimation de J pour une fonction créneau

Scit

aves, pour tout i <n,

Soit my le milieu de 1l'intervalle [ti, ti+1]" Définissons la fonction
L4 o{t) comme suit sur chacun de ces intervalles (A constante indé-

pendante de 1)

A si tl i‘b(mi
o (t) =
0 si  my CCR < tirl .
PROPOSITION. i A =2 4 , alors
{4,111 Jig) £ + B :

.
Ia 2
En effet, soit H la fonction définie par {(4.7) avec le choix
ci-dessus de la fonction o ; posons chagque t
K(t) = max { == H(t)} .
[—_“A ¥

La fonction K est continue,presgue partout dérivable,et pour tout t
tel gue la dérivée K' existe, il résulte de (4.7) que, gquand

t € J!- mi[ on a
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(4.12) K'(t) <€ -1 si K(t) 1
{a

K'(t) = 0 si K(t) = 1o

{a

et, guand t € [mir ti+lJ' ’

K'(t) = 1 st K(t) > L
{2
K'(t) = 0 si K(t) = L1
Y

(vu que J/IK est la valeur minimale de K). On conclut de la que

la fonction K est (non strictement) décroissante sur [ti, mi]3

croissante sur [mi’ ti+l]‘ 8i Kimy) = 1/NA il vient évidemment
(4.13) Bifgs) &t & oL &l ‘= B
W 2 Ay 2

si K(my) > 1/fA 1'éventualité (4.12) a lieu sur tout 1'intervalle

]tj, mi[ 5 (ELMOM

B
K(mi) < K[ti) P
2
et par suite
" Py
K(ti+l} = K(mi) paR— K(ty)
2

Dans tous les cas on a donc l'implication

1 t
Klt,) £ = + PR K(t: 1) € —=— + B
i ===%> i+1 :
' ‘Y 2 & 2
Comme K[to) = 1A 1'inégalité ci-dessus a lieu pour tout 1 et

(4.11) en découle, vu gue, sur chague intervalle [ti, ti+11‘ le

maximum de K est atteint & une extrémité.
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4. d. Convergence de 1'algorithme

Conformément & la remarque finale du paragraphe 4.a, nous
cupposons gue la multiapplication t P C(t) est absolument continue,

ds vitesse numérique presque partout égale a 1 .

Lre ., - . . o : .
1 gtape, Avec les mémes notations que ci-dessus on construit de

st s o

la maniére sulvante une application continue croissante w de fo, ¢

sur lui-méme

wit) -
\\Qt - ti+l si my Sl ti+1

el on pose

clmmit) } = C' (%)

Autrement dit, sur chague intervalle de la forme [ti, ni}
le convexe €' reste fixzxe, égal & C(ti) : sur l'intervalle consdécutbif

{mi, iin]] , Sson évolution est semblable & celle que présente C sur

e

}tii ti+]1 1"échelle des temps étant simplement ajustée pour gque

pattrape C & la fin de 1'intervalle.

L'application 7 est absolument continue, de dérivee égale
4 0 ou 2 selon l'intervalle. Donc le convexe mobile C' est abso-.

=

lument continu, de vitesse 7 , presqgue partout majorée par M = 2

Soient respectivement u et u' les solutions du probléme de
rafle poar les convexes C et ¢' et la donnéde initiale
uf{ @) = 4" lo) = a
il résulte de la remargue finale du paragraphe 3.e que

u'(t) = ulwl L) )
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Pour tout t € [O, 7]- on a
t - mlt) <P .
2

Comme la vitesse |ﬁ"de u est presque partout moindre que 1 e

vertu de (3.14) , l'expression ci-dessus de u' donne, pour tout
t & [0, Tl
(4.14) |t w w55 &£ B i
2
FMeetape. Régularisons le probléme de r&fle associé au convexe C'

selon la technique de 4.b , avec la fonction p définie en 4.c .
On notera donc u‘p la solution, pour la donnée initiale u'p(O) = a,

de 1'équation différentielle

du'
(4.15) - —F = plt) grad q' (t, u'p)
dt
o q' (t, x) représente la moitié de la distance d'un x € H au

convexe C'(t).
L'intégration de (4.15) peut 8tre explicitée : sur chaque

intervalle de la forme [mi, ti+1]" le second membre est nul, d'ol

(4.16) u’p(t) = u'p[mi) pour m; <t <ty -

Sur chaque intervalle de la forme ]ti, mi[ , 0 prend la

valeur constante A et la fonction

x = qg'(t, x) = aql ti, x)
est indépendante de t, avec
grad q'(t, x) = x - proj{x, Clt;) ) 5

On vérifie que la fonction

(4.17) u'olt) = a0ty + [y - u'plty)) [1 - exp Alty - t)]
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avec

L}

(4. 18) ¥y © proj (u p[ti} » Clbyd )

est intégrale de (4.18) sur cet intervalle, puisque cet u p(t)

variant sur uns 'normale extérieure’ du convexe C(ti), on a

proj (u’' (t), Clty) ) =y

i

yo

Telle est donc l'expression de u‘o sur l'intervalle en cause, ainsi

gu' aux extrémités tj et my , par continuite,

En supposant A 2 4 , on invoque (4.10) et (4.11) pour obtenir,

quel que soit t € [0, T .,

.r
[ge]

(4.19) lu, (t) - ' (t)|2 < 18 ¢ (If
A

AV}

Noter gque (4.18) et (4.17) donnent, en particulier

) : Api
{4.20)  u' ity q) =u'lmy) = u' (b)) + [y — p(ti)]'[l - exp { m._;r)}-
3€M€ tape, On fait tendre A vers +¥ ., Comme tous les p,; sont

>0, (4.20) montre gue, pour chague 1 < n, la différence u'p{ti+1) - ¥y
tend vers zéro dans H fort. Comme 1'application proj (., C(Li) )} qui
apparait dans la definition (4.18) de Yy est continue, cela montre

de proche en proche que, pour chague 1 < n, la valeur u'p(ti,li

tend vers x(ti+1} tel qu'on 1'a défini en 4.a. Ensuite (4.17)

montre que pour chaque t appartenant & un intervalle de la forme

]Li, mi}', u'ptt) tend vers x(t). Il en est enfin de méme sur chague
intervalle [ml, Li+1} d'aprés (4.18}).

En vertu de cette convergence simple, (4.19) donne 2 la limite

pour tout L € [0, T]
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lx(t) - uwi(t))-< faTp
Le rapprochement avec (4.14) établit la proposition 4.a.

Remarque.

C'est pour abréger 1l'écriture que les démonstrations qu
précédent ont été basées sur la considération, dans chague intervalle
[ti’ ti+1]3 d'un point m; qui est le milieu de 1'intervalle. On
pourrait plus généralement cholsir A € ]Jo, Al (indépendant de i),
puis prendre m; = (1 - | ty t: Kti+l . L'avantage est que, une fois
les passages & la limite faits et une majoration de | x(t) - a4

obtenue, on peut faire tendre A vers zéro ce gqui donne une estimation

meilleure de l'erreur, & savolr
lx(t) - ult)] < 2 ltp

Notons enfin gque la convergence de 1'algorithme de rattrapage
peut &tre établie par d'autres méthodes, sans s'appuyer sur l'existence

de la solution u .
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APPFPENDTICE

FONCTIONS A VARIATION BORNEE ET FONCTIONS
ABSOLUMENT CONTINUES A VALEURS DANS UN

BESPACE METRIQUE

A.a. Fonctions a variation bornée

La définition cilassique des fonctions & variation bornée peut
se formuler d'une facon générale pour une lonction ff définie sur un
intervalle de R, & valeurs dans un espace E pourva d'une métrique
{au sens large : la distance d8(a, b) de deux éléments a et b de
E n'est pas nécessairement supposée finie).

Supposons f partout définie sur un intervalle compact

{s, L]" 4 chaque suite finie monotone, goit S 2 Ty < Tq p Th

{A, 1) v(ig) = ‘E‘. S(F(T ), FlT,_ 4} ) 20,

Le sup des V(S) pour toutes ces suites s'appelle variation de f

sur 1'intervalle [s, i} et sera noté wvar (f; s, t) (& valeurs dans

81 & £ t £ u on trouve immédlatement

(A2 var (£ : s, u) = var (f; s, ) + var (£ 1, u)
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Dans tout ce qui suit, f est supposée définie sur l'inter-

valle compact [O, Tl, avec

var (f; 0, T) = ® < + ®»

On dit gqu'elle est & variation bornée sur cet intervalle. Visiblement

alors, qusls gue soient tj < t2 dans [O, 7] on a

SLEI by , £lbs) ) Cvar (£ By Bp) © @

ll
ce gqul raméne au cas ou E est un espace métrique proprement dit

(distance toujours finies) s

A chague 1t € [O, 7] assccions

vu (A.2) , l'application v : tF=8 est croissante (peut &tre non

strictement) de [0, T] sur range v &[0, @],

Elle n'est pas injective en général ; on a cependant une factorisation

f = Qov

]

£ € range v

En effet, si tl < t2 sont tels que v(tl} = V(tz) s (AJ2)

montre que var (f ; tl, t2] = 0O donc f(tl) — f(tz) .

L'application” f est continue de [0, T]' dans E si et seu-

‘lement si: l'application v est continue de [O, T]- dans {R (et en ce

cas, bien siur, range v = [0,®]).
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I1 est in ‘iat en effet que la continuité de v entraine
celle de £ ; pour éiablir l'implication inverse, le plus explicite

cmontrer d'abord, dans Ce cadre général, le théoréme de

Jorden  sur la rectification des courbes,qui peut se formuler comme

suirt 9l £ {a variation bornée) est continue de [U, 7] dans R .

out £ 0 on peut associer 7 > 0O tel que, si t € [O, Tl, et

s e

si 8§ est une suite monotone de 1'intervalle [0, t]',

sup [.biﬁl - ti) & T}:::}‘f{t) - & < V(8) < w(t)

5 B fonction absolument continue.

K=l

C'est aussi une définition classigue que nous formulons dans

le cadre général actuel ; On dit que f [U, T}~ E est absolu-

ment continue si, & tout € > O on peut associer > Q0 tel gue, pour

toute famille finie de paires €si, ti) d'éléments. de o, Tl on ait

l'implication

(A.3) £y - s;|- <7 yZ BUF(L;) flsg) ) <€
1 1

(f est alors continue et & variation bornée sur [Q, T]) .

I1 faut et suffit pour cela gue la foncticon v définie au

paragraphe précédent soit une fonction num®rique absclument continue.

La condition est évidemment suflfisantle en vertu de 1'indgalite

SUECLy), flsy) )

¥
<
o+
o

i
<
o
0
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Réciproguement, supposons f absolument continue sur [0, T]; dans
chacun des intervalles [si, ti]'(on fait ici s; £ t; pour fixer

es idées) qui interviennent en (A.3), on peut choisir une suite finie

[

acnotone Si de maniére que

(A.4) Visy) + & 2 var (f; s;, t5) = vity)- vis;)

(les Ei > 0 cholsis, arbitrairement petits}. Comme la somme des longueurs
des intervalles déterminés par la suite S, est < bty - 530, la
i

définition de la continuité absclue de f donne 1'implication

.Z|t.l.,siJ <n ==y Vis;) <t 5
i i

d'ou, va (A.4) ,

> |ti - si]" <7 ey = iv{tiE - V(Si)J" = Q <g
i i S

Comme les Ei peuvent €tre choisis arbitrairement petits, cela établit

la continuité absolue de v sur [0, Tl.
En invoquant un caractére classique des fonctions numériques

"

absolument continues il vient alors :

La fonction f : [0, TI- = E est absolument continue si et

seulement si il existe v eds'[0, T) telle que, pour tout + . [0, T]-

t .
vit) = [ v(s) ds .
o]

On peut dire que la fonction v ou, si on préféere, la classe
de cette fonction dans 1 espace séparé Lt [o, T}, constitue la dérivée
numérique de f ou bien aussi, lorsque [0, T] est interprété comme

un intervalle de temps, la vitesse numérigue du point mobile f.

Pour en revenir a la factorisation f = \fo v, dés que f est

continue a variation bornée, on a, si & = v(t)

var [£3: 0, t] = yar (?; o, 8) =6 »
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continue sur [0, @] , de dérivée numérique presque

paltout égale a 1la

{Manuscrit regu le 18 Novembre 1971)
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