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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

MONTPELLIER, 1971 Exposé n° 6

FONCTIONS DE RESISTANCE ET FONCTIONS DE DISSIPATION
par

Jia Ja - MORTAU

1 - INTRODUCTION

i-—a Vitesses et forces .

Soit cﬁ un systeme matériel, de liberté finie ou nomn.
I1 est constant en mécanique d'associer a chague configuration éven-
tuelle d'un tel systeme, 3 chaque instant, un espace vectoriel réel
Y° (de dimension inGinie Sidla liberte de X estl infinie)idontilics
éléments constituent,en un sens général, les vitesses éventuelles du

systeme s'il vient a passer par la configuration en guestion. On peut

dire, si 1l'on veut, que Ve est espace vectoriel tangent au point
considéré de la variété des configurationss

Par une forme bilinéaire, qulen meitera = 2 | il lespace Ve

est mis en dualité avec un autre espace vectoriel réel A dont les

éléments constituent, en un Se€ns général, des forces éventuellement

appliquées au systeme S représente par de fil it ilomi il 5 piiis

sance de la force f eXF si la vitesse du systeme est v € V7 .
On restera parfois plus pres de la description concreéte de
la situation mécanique en ne supposant pas Qque l1a dualité entre Y et

FiE soit séparante. Par exemple si ¢/ est un solide tridimensionnel



parfait de la mécanique élémentaire, son état de vitesse relativement

54 un repeére choisi est décrit par le champ vectoriel M+ T (M)

des vitesses de ses éléments, champ vectoriel équiprojectif de kg
1'ensemble de ces: champs vectoriels, ensemble muni de la structure na-—
turelle dlespace wechoriel, est de dimension 6 © tel esi{ en lta ciitcons.
tance notre espace )r.

La mécanique élémentaire envisage, comme “dynames” (cf. MOREAU [2])

chap. 5) appliqués au solide, des familles finies de forces : a une

telle famille s’associe un champ vectoriel My F(M) Qdifférent de zéro
seulement en un nombre fini de points ; 1'ensemble des champs vectoriels
de cette sorte constitue un espace vectoriel de dimension infinie

Ccleat el metre A . Soit v Mes M) ap Sliement de)f et £ Mew F(M)

un élément deidie o puissance correspondante est
v s B S R
La dualité ainsi définie n'est évidemment pas séparante dans 9T

Notgns q% 1'orthogonal de V' dans J@ pour cette dualité ; une famille
de forces appartenant a CF; est classiquement dite "équivalente a
zéro" . Lorsqu'il s'avére utile de manier une dualité séparante on intro-

duit 1l'espace quotient FrF. =€ dont les éléments sont appelés torseurs.
o PP S

1ib lois del mesiisvance .

Cvest dans le cadre général de la dualité (Y ,F) qu'on va

étudier les lois de résistance ; nous entendons par 1a une relation,

notons=1a R , édictée entre la vitesse v e ¥’ du systeme et 1'une, soit
£ des florces jgu il subiit : JU méritera proprement le titre de loi de

résistance si le phénoméne qu'elle représente est dissipatif,
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c'est & dire si on a l'implication

(ol L) vR £ s e o

Les lois de viscosité ou de fluage sont de ce txpe, mais aussi la loi
du frottement de Coulomb ou les lois de plasticité. Un aspect essentiel
de ces deux derniers exemples est que la relatiodn R ne s'y trouve pas
"résoluble'par rapport a i ons v il Sendi sielidels f correspondant

% une infinite de wvaleursiider v devi ides W correspondant & une infi-
nité de valeurs de f ; 1e traitement mathématique de ces lois donne
cependant prise aux techniques de la théorie moderne des fonctions con-
veres et du "calcul sous-différentiel” ce qui permet une formalisation
tout aussi simple gue si les relations étaient univoques par rapport a
T @A S

On montrera en effet que, pour toutes les lois ci-dessus (par loi de
Coulomb, entendre la loi du frottement entre deux surfaces lorsque la
composante normale de la réaction est traitée comme connue), il existe

une fonction numérique ¢ , définie sur V> , convexe, telle que

v e - fe g (v .

Nous disons que ¢ est fonction de résistance de la loi R .

A 1'égard de cette relation entre vitesse et force, la fonction ¢ joue
donc le rBle que tient le "surpotentiel” pour certaines relations entre
configuration et force, notion introduite antérieurement par 1l'auteur
(cf. MOREAU ([3]) et concernant des systémes dont 1'espace des configu-
rations est vectoriel.

Dour les définitions, notations et théorémes fondamentaux
de la théorie des fonctions convexes utilisés dans ce qui suit, on se

reportera a MOREAU [1]° ou ROCKAFELLAR [1].
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Iia simpilifciite = laiicoh€érenee el a généralité de ce traitement
des lois de résistance, aussi bien que le§succes déja enregistrés au
niveau des applications (cf. DEBORDES [1]- ; wavroLEs [2], [2] )
engendrent la conviction que le “calcul sous-cifférentiel' est un instru-

ment extremement bien adapté au sujet.

1.c Puissance dissipee€

Les lois de résistance usuelles posseédent aussi une propri€té
plus spéciale la vitesse v € V', méme si elle ne détermine pas uni-
voguement la force f se trouve déterminer univoguement la valeur

de la puissance dissipée -~ <y B> otee des llors D)l et on

découvre gque la valeur %(Vﬁ de la fonction de résistance détermine
1a valeur D(v) ; autrement dit, dans chacun de ces cas spéciaux il
existe une application h de IR dans R telle que D = h o<¢ - e
paragraphe 3 2 pounk objel la caracterisatiton des flonctions de resiis—

tance possédant cette propriété (fonctions dites quasi-homogenes).

‘1;d Orthogonalité de Ziegler

Dans le cas diune loi de viscosité (ou amortissement linéaire)

1a relation R prend la forme

ot L. est une application liné€aire (faiblement continue) de Y dans
JF . 1'existence d'une fonction de résistance pour cette loi signifie
que L est le gradient (gradient faible au sens de la dualité entre
YV et F ) d'une forme quadratique >0 sur V' , souvent appelée

v

fonction de Rayleigh. Cela équivaut a dire que 1l'application lin€ai-

re I, est tautoadjointe® ou lsymétrigue” relativement: a la dualite
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(U, ﬁ;» , en dimension finie, si 1l'on prend dans les deux espaces
des bases duales, ce falt s'exprime par liz symetinile de Wonmatrice
représentant L. On a 1'habitude de rapprocher cette symétrie du prin-

cipe d'Onsagpger, lequel concerne, d'une facon générale la thermodynamique

des processus affectés d'une irréversibilité de type lincalre (cel rap-—
prochement est toutefois contesté par certlains auteurs
cf. TRUESDELL [1]).

Nous ne chercherons pas ilci a généraliser en une conjecture
thermodynamique la propriété qu'ont les lois de résistance usuelle
d' admettre une fonction de résistance. Toutefois, le paragraphe 4-a
reprend une propriéte des lois de résistance formulée par H. ZIEGLER
[2] [2]): [8] et rattachée par cet auteur a des arguments de thermody-
namique statistique : s€ ]1imitant & des espaces de dimension finie et &
une force f fonction univoque de la viltesse v, Hs ZIECHERE “poise
en principe qu'au point Vv 1'hyper—-surface de niveau de la fonction
de dissipation D admet f comme vecteur ne emnal deiieistiva s ditresique
f est colinéaire a grad D(v). Cette propriété d'orthogonalite est

tout autre chose gue 1'existence d'une fonction de résistance ¢ :

S

cependant ZIEGLER [1]: insiste sur le cas panticul teriidieiliel s de
résistance possédant la particularité supplémentaire gue voici

la direction de v détermine celle e g elesy e e O3 ol oo

résistance usuelles : nous montrons au paragraphe Jﬁb,parmi toute

une série d'implications du méme genre que, moyennant celte hypothese
additionnelle, 1'orthogonalité de ZIEGLER impligue gu'on sSe trouve
dans la situation décrite au paragraphe 3-b @ il existe une tonction

de résistance quasi-homogéne, reliée a la fonction D.



2 .. FONCTION DE RESISTANCE

0 Defin ilon

Soit une relation R édictée entre la vitesse éventuelle
v €V du systéme matériel of et l'une, soit f €F , des forces gque
ce systeme subit. Nous disons que cette relation (ou "loi de force")

admet pour fonction de résistance la fonction ¢ + V= R si cette

relation €quivaut a

2 ) = 0D ()

(évidemment alors ¢+'C , avec C constante finie, est aussi bien fonction
de résistance de cette loi de force).
Sauf mention du contraire, on supposera toujours
o 1 H B 5 s
¢ = FO @) R e est a diinelique ¢ est convexe, a valeurs dans
]-__(D + CD]-

- . SaChlin pour les topologies (localement convexes) comp a--

tibles avec la dualité (Y,F ), non réduite a la constante + ® .
C'est ce qui est certainement realisé dans le cas usuel ou la loi de
force en question associe a tout v € V' au moins une valeur de f
en ce cas en effet ¢ est sous-différentiable en tout point, donc
enveloppe supérieure d'une famille de fonction affines continues pour
les topologies en guestion.

S ¢€ ', (Y,7) , il lui correspond bijectivement sa
fonction polaire ¢¥ € rb (FE V) et (2.1) équivant a
(2.2) N ot iy
elest a dire aussi a
(2.8) Al - A s e

En général une relation tiellilict q@iie w2 ) n'impose pas un

signe déterminé pour la puissance Sy de 1a force f.

A e IS
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Toutefois la monotonie des multiapplications sous-différentielles
fait que cette relation est "antimonotone", c'est a dire que, si
(v', f') est un autre couple vérifiant (2.1), on a

(2.4) S w0 5

Supposons alors, ce€ qui est le cas habituel =que slia Mol ndel forecesien

question permette a l1a force la valeur zéro lorsque la vitesse est

nulle

(2.5) 6D Le) -

En prenant (O, O) comme couple (v', £1), (2.4) fourni 1l'implication
(2.6) Lo b - B O

Dans ce cas la loi de force est proprement une loi de
résistance. Comme (2.5) exige que #((H Ssei b fini, on pourra, par
addition d'une constante réelle a ¢) faire que ¢(O) = 0

alors la fonction é prend ses valeurs dans 0, = o] -,

D'une facon générale (2.4) montre qu'une 1ol de force de la
forme (2.1) peut toujours se ramener a une loi de résistance proprement
dite moyennant 1'addition de termes consitants: ad v et h
(ou "changement d'origine"” dans 1'espace des vitesses et dans 1l'espace
des forces).

25 b Wilscesi te
. Une loi de résistance est traditionnellement dite de type
visqueux si elle s'écrit
(F27) - f = Li(v)
L, désignant une application linéaire de )/ dans JF , que nous supposerons

ici faiblement continue relativement a la dualité ()CJT).




Dans toutes les applications, L se trouve en outre autoadjointe
c'est a dire que, quels que soient v et v' dans ¥ on a
S w2 = Sl )2
On en deduit clémentainement que = est le pradient (fou dififéren—
tielle de @&Eteaux, au sens de la dualité (V,3) ) de la forme
gquadratique
(2.8) GL i - L e

souvent appelée fonction de Rayleigh de cette loi de viscosité.

En outre, dans la pratique, ces lois de viscosité sont propre-
ment des lelis i deliresissbtancel  clestaandirel quet (1237 ) tmpliiique
Sy, oo <@ 8 e forme quadratique construite en (2.8) prend alors ses
valeurs dans [0, + ®[. Elle est donc convexe ce qui entraine que, pour
tout v €)', son sous-différentiel 9 @ (v) est réduit au simple

dlément L(v) = grad @ (v) . De la sorte (2.7) prend 1a forme (2.1)

la fonction de Rayleigh ¢ est fonction de résistance pour la loi de

viscosité en question.

o-ec  Plastiecite

Les lois de plasticité parfaite (c'est & dire sans écrouissage)

peuvent classiquement s'énoncer sous la forme d'un‘principe de dissipa-
tion maximale" : est donné, dans l‘espacexﬁl, un ensemble C, convexe,
contenant 1l'origine, et que nous supposerons fermé (pour les topologies
compatiblest avee la dualite (J¢ ] |

La formulation de la relationJ® est ici la suivante * les f e F que

cette relation associe a un v €Y’ sont caractérisés par



B

(2.9)

Vf" chE i <V7 w2 <V’, 622

En d'autres termes ces f sont les éléments de C ou la
Fonction b <y PR oitternd Son maximun meliaitint ta Ece s ensemiblies
L'ensemble de ces fil et convexe ferme o danms, le ‘casioul € esSt
compact (le moins restrictif sera d'entendre cette compacité au sens
de la topologie faillie ' o (F L)) on peut affirnecr gque ifensembilie de
ces £ et non Viide lquelisdue soitisRve )/0“

On obtient une formulation €éguivalente en introduisant Lla

fonction indicatrice k/)(v\ de llensemblie 8 ¢ (259 @ eguivaut &

(2.10) e b o 0 e 00 U e

En effet (z.‘ijz entraine visiblement (2.10) ; inversement, si
(25 10N aiiien  on vo i dl abord e nipnen an tap el i R anG peiing gquelconque
de 1'ensemble non vide C que t//c (R e s tv finilididone i el Giiciliels by
dire L/JC (£) = 0 et la seconde des conditions (2.9) s'lensuit immédia—
tement.

@ (2010 sicnifiec
(F2 i) ~-v68\/JC(f‘) i
ce Qqui éguivaut a
(2. 12)) Eie ® wc* (-v)
ou aussi blen a
(2 15} wee Lol G e = O

No tons ¢ la fonction vo—-a»a/;cy“( (=v)is elestsa dine

‘/’(V) = Supiiy il oD SV O
fe@ ge - C

(# constitue donc la fonction d'appui de 1iensemble - C ;
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(2412) s'écrit

(2.14) ~f e ¢(\m

signifiant que % e€st fonction de résistance de la présente loi

On peut aussi écrire (2,13)

' £ et
(2.14) %

- <v, £ = & (v)

sous la forme

En d'autres termes les f e€J que 1a relation en question

associe a un v € Y sont les éléments de C fournissant une valeur

de la puissance dissipée égale 3 ¢’(v) cela justifie la dénomi

nation de fonction de dissipation donnée icj a ¢ ; nous reviendrons
9

li-dessus en 3&b .

Rappelons les caractéres les plus frappants d'une telle loi

de résistance. Cette relation entre v et f ntest "résoluble” ni
n

par rapport & Vv ni par rapport i f & la valeur v = 0 corres

pondent tous les points de C. Les valeurs de v correspondant a un

FfeJ forment, d'aprés (2.11), 1'ensemble . ) Yo (£)  (certainement

vide si f £ C). Cet ensemble est en particulier réduit a{o}si £

est point interne de C . D'une manigre générale,

-~ 9 Yo (f) est un

cone convexe fermé (de somm 'origi
( et l'origine) qu'on peut appeler le c®ne

des normales entrantes au point f du convexe C
o

Pour des exemples d'application de ce formalisme 3 1'étude

de systemes plastiques ou élastoplastiques; voir DEBORDES (1)

MOREAU [6]:, NAYROLES [1], [2]
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2-d Frottement

La loi de Coulomb, régissant le frottement entre deux

surfaces solides réguliéres <fl et ¢fy , rentre dans le cadre présent

si on traite comme connue la composante normale de la réaction que les

deux solides exercent 1'un sur 1'autre en leur point de contact M ;
y

le produit de la mesure de cette réaction pal. le

notons. r > O
e

coefficient de frottement (on suppose 1'égalité entre le coefficient

de frottement au Trepos et le coefficient de frottement de glissement)

sera le vecteur vitesse de glissement au point M

Ici Vv
du wol Lde cfl cur le solide ¢/, : on montre en cinématique que v

appartient a 1'espace vectoriel lly;de dimension 2 o
2 , des vecteurs

tangents en M auX deux surfaces ; f est la composante tangentielle
y

c'est a dire la projection orthogonale sur Il , de la réaction subie

. :
par Cfl de 1a part de cfy. Donc V= F =1l , espace vectoriel mis

en dualité avec lui-méme par le produit scalaire euclidien banal

si on note H. , .” CE€ produit scalaire - <v, f> représente bien la

"pulssance dissipée” au contact en M entre les deux solides.

La loi de Coulomb se formule classiquement comme suit
)

1°) If‘f L

5°) ai v £ 0, f est colinéaire a v, de sens opposé et ‘fl = T .
Les propriétés élémentaires du cercle montrent immédiatement

gu'une telle relation entre Vv et f est du type décrit au paragra-

dans 1'espace vectoriel Il , on appelle C

phe 2-cC ci-dessus, si,

le disgque fermé de rayon T, centré a l'origine.
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Ici la fonction de résistance s'écrit

$iv) = 1 |v|

En prenant pour C wun convexe autre qu'un disque

on

formulerait une loi de frottement anisotrope entre les deux surfaces

une telle anisotropie est courante, tenant soit a la structure

intime des solides en contact, soit & 1'histoire de leurs surfaces

(voir aussi dans MOREAU [4]' comment le contact entre un véhicule et
le sol par l'intermédiaire d'une roue a la fois dérapante et freinde

peut se décrire globalement sous 1l'aspect d'un frottement anisotrope).

2.e Liaisons
e it

Une liaison, en mécanique, est une loi de force d'un type
particulier ; la formulation d'une telle loi comporte fondamentalement -

deux sortes d'informations (cf. MOREAU [2], chap. 8)

les informations cinématigues,énongant la restriction que

la liaison impdse a la liberté du systeme,

’

.~ .les informations sthénigues, concernant les forces de

liaison ou "réactions” a priori inconnues,,que met en jeu le disposi-
tif assurant ladite liaison.
Dans le cadre ol nous plagons ici, si la liaison satisfalt

des conditions convenables de différentiabilité, l'information

cinématique aura la forme suivante la vitesse v € y°du systéme ne
e S R,

peut prendre que des valeurs appartenant a une certaine variété

affine
L=U+ e

Ul désignant un certain sous-espace vectoriel fermé de Y et e un

certain élément de ) .
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Ccomme toute la présente étude concerne seulement le

passage éventuel du systeme par une certaine configuration fixée,

nous n'avons pas & savoir ici si cette condition cinématique est

"holonome™ Ou NOI.
La liaison est déclarée parfaite (ou "sans frottement”)si 1'infor-

n sthénique consiste en cecl 1a force de liaison f e F est
St

matio

orthogonale a la variété affineL , c'est & dire

=1
fioe U

gonalité au sens de la dualite (V7)) ).

Les deux conditions Vv el et f €LCJ' se condensent immédia-

tementcen

(2.15) - fedd, (V).

se trouve avoir la forme (2.1) : la

(ortho
)

|

|

‘ Cette relation entre v et f

son parfaite est une 1oi de force admettant %C comme fonction

lial

derésistance. Elle ne constitue une loi de résistance proprement dite

que si fﬁ s'annule a l'origine, c'est a dire si <£ =ZL , SOUS—

espace vectoriel de.yﬂ; alors en effet la condition de dissipativite

(1.1) est bien vérifiée, au sens large, puisque la puissance <v, >

s'annulle pour tout couple (v, f) vérifiant (2.15) @ c'est le cas

é1émentaire des liaisons parfaites "indépendantes du temps'.

g = LOI QUAST-HOMOGENE ET FONCTION LE DISSIPATION

3-a Fonctions conveses guasi-homogence

Rappelons qu'une fonction F définie sur un espace vectoriel



--6~ 14‘

- sur )ﬁ pour fixer les idées - a valeurs dans - y +m], est dite

sous—linéaire si, pour tout x et tout y dans )f’, pour tout A

et tout p dans e, e . om e
BN sy s N R R ()

Une telle fonction est évidemment convexe ; on constate aisément
qu'elle est en outre positivement homogéne de degré 1, c'est a dire

que

RN = N R ()
Inversement, une fonction convexe et positivement homogéne de degré 1
est sous-linéaire.
Un exemple usuel de telle fonction est le suivant ®@ soit C
une partie convexe de v , contenant l'origine. On appelle jauge de

@G ilial fonebion numeriqgue
s ged = e N e e, +°°[:)%xec}

oua 1'inf est pris dans TR (1'ensemble entre accolades est vide si x
n'est pas absorbé par C : en ce cas j(x) = + ®) : on vérifie que

cette fonction est sous-linéaire > O , nulle & l'origine. Inversement
on pourra dire de toute fonction sous-linéaire 2 QO nulle Yl origine

que c'est une jauge, car elle est la jauge de 1'ensemble
Sl ey ) )
Pour une topologie sur y‘; la fonction 9 est s.c.i. si et seulement
si 1'ensemble 1) est fermé.,
Soit, d'autre part, a wune application convexe de [O, Qm}
dans lui-méme, telle que a(O) = 0O , a(+®) = + ® , Des raisonnements
€lémentaires montrent qu'une telle application est croissante. Nous

supposerons de plus qgu'elle est continue a gauche, ce qui revient a
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dire s.c.l. On trouve qu'il existe &, et &, dans (o, +],
50 S (éventuellement nuls ou infinis) tels que o prend la

valeur 0 sur [0, é\]g est strictement croissante sur [fl, 52]5
il

finie et continue sur @, 52[ . elle prend la valeur +® sur
] §2y +w] ‘o

Alors, si J est une jauge, la fonction composée = aoe]
east convexe, S.C.l. ; pour les diverses valeurs de A € [o, +of,

les tranches de cette fonction, c'est a dire les ensembles
SN = (v eV $lv) <A
sont aussi bien des tranches de la fonction j, c'est & dire des

ensembles tous homothétigues du convexe c = j&41).

Nous dirons en ce cas que ¢ est une fonction convexe quasi-homogéne ;

le prototype des fonctions de cette sorte est fourni en prenant pour a
la fonction
G e 5k

(c >0 et p > 1, constantes) ; dans ce cas a o j est une

fonction convexe positivepent homogéne de degré p.

Un cas extréme est obtenu en prenant pour a la fonction
inditatrice d'un segment [0, £ ] : alors ao j est la fonction
indicatrice de 1'ensemble §o Ge

Les fonctions polaires de fonctions quasi-homogénes sont

gtudiées dans AGGERI-LESCARRET (1], MOREAU [1] section 14 : A& C
partie convexe de ), fermée pour les topologies compatibles avec
la dualité (), F), contenant 1l origine, correspond bijectivement

son ensemble polaire D dans J . Soit %k la fonction conjuguée de

Young de a , définle pour 7 € [0, +»[ par
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(en outre, on posera pBl+m) = 40 )., De ce que a était supposée

Disarscy s o e c o
ShCal. On peutidedui reigue " e esiti,  a son tour llaticonjupuce de Young

de ﬂ . On suppose gue 1l'une et 1'autre sont finies au moins sur un

AR -
Wi h (il ) Ol . AREN
3 i 4 3L 5 7 i jiik ;

©

voisinage de 1'origine 5 on moentre alors ague les fonetions @ o j

et S o k sont mutuellement polaires au sens de la dualité ()fgyf).
On trouve que deux points x € Voct 'y € FE sont conjugﬁés par
rapport a ces fonctions si et seﬁlement si i)l e bl (hy) Sonit: £inmiis

avec les relations suivantes

e (L5 dsehloa B e il = 3 G2) & ()

(&g L) ] :
g (el ke () =g, o>
On en tire en particulier une expression du sous-différentiel
de la fonction ¢ = ao,j ; en supposant, ce qui suffira pour la suite,

que Jj ecst pantont fimie etigue "ol est diffcrentiable (soit a sa
dérivée), on trouve 1l'adaptation suivante de la régle classique de

dérivation des fonctions composées
(3.2) ' OB (xh = & [ (=] By (%) .

Noter que la relation (83.1), €étant positivement homogéne
séparément par rapport a x et & y , définit une relation entre

les demi-droites engendrées respectivement dans >ret F par ces deux

vecteurs ; on peut dire que ces demi-droites sont des rayons conjugués

par rapport au couple de jauges conjuguées j et k.
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3_b Fonction de dissipation

I1 peut arriver qu'une relation R entre v et f, méme
si elle n‘est pas "résoluble" par rapport a f, c'est 3 dire méme
si elle ne définit pas une fonction univoque ve—>»f, définisse la

puissance dissipge - $v, f£> comme fonction univoque de v . Tel est

le cas pour les lois de plasticité ou de frottement présentées en

o_c et 2-d : la deuxiéme équation (2.14) montre dans cet exemple que
la puissance dissipée se trouve égale a %(vﬁ. D'une maniére générale
11 faut et i1 suffit que l'ensemble des f eF associédes par la
relation®R & un Vv € )~ se trouve contenu dans une variété affine

orthogonale & Vv, pour qu'il existe une fonction numérigue univoque
D e Wiy = S e

et on dit alors que D est la fonction de dissipation de la loi de

force FL .
Que la loi de forcelR se trouve par ailleurs admettre une

fonction de résistance ¢ n'implique pas a priori de relation entre

les fonctions¢ et D. Pourtant, dans le cas des lois de plasticité on
vient de voir gue D ::¢ . d'autre part pour une loi de viscosité,

(278 nmontre que D= 2¢ 5 lle lien lesit et evident avee 1 iidentive

d'Euler concernant les fonctions homogénes : si la fonction de
résistancefSest (positivement) homogéne de degré p =2 1 , on

concluera que D = p¢ est fonction de dissipation.
L'objet de ce paragraphe est de caractériser plus générale-
ment les fonctions de résistance ¢ telles que la valeur ¢(\M se

trouve déterminer la valeur de la pulssance dissipée
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PROPOSITION (MOREAU [5)) . Soit une loi de force admettant la

fonction de résistance ¢ non identiquement nulle, avec B¢(\”

non vide quel que soit Vv € V’; on suppose 0 € 3 ¢ (0) et
¢ (@) =0 . Pouniquiliiliend sivesunclifoneitiion & h o R B I ocicn ot

1'implication

(3.3) _ e gia) > L v B 6]
(autrement dit D = b of ), il faut et il suffit que $ ait la forme
( quasi-homogeéne) ¢ = ao j ou Jj est une jauge partout sous-dif-

férentiable sur Vet o une application convexe différentiable de

[o, + ©[ dans lui-m&me, avec a(0) = O .

Montrons d'abord que cette forme est nécessaire,

Soit v_. un élément non nul de )’.Puisque ¢ est une fonction

o
convexe > O partout finie,nulle & l'origine, la restriction de cette
fonction a la demi-droite engendrée par v , ou plus précisément

la fonction

a s & e [o, & o —> 95(5 v, )

est une fonction convexe > O , nulle a l'origine, partout finie sur
£ 00 continue, . choi ;
[o, [ donc n selon eichoix de Vo, deux circonstances au

plus peuvent se présenter

— ou bien la fonction a est nulle sur [0, + ©[, éventualité
gque nous laissons provisoirement de coté,

- ou bien la fonction a , nulle sur un intervalle [0, &1
(peut €tre fo = 0) est, au dela de go, strictement Cr015;ante et

tend vers + ® & 1'infini. Elle prend donc pour un unique 51 la

valeur 1 ; quitte & remplacer v, par un vecteur proportionnel,




on peut supposer él e D cllest aiidire
(84 ela) = by
Seit ¢ > 0 ebsoit f e tel que = fEe O ¢ lee v,

clest a dire

VWEVﬁ WS &y T t,b(g:vo)f (,b(w).
Faisons W = @ e &€ e =@

V§€[O,'im[:—§-i<§vo,f>({,~g')+a(§)§a(§)
ce qui signifie que le rdel - <& Vi e/ & appartient au sous-
di fferentiel de la fonetion @ au pednt & . il estibien connu

d'ailleurs qu'une telle fonction posséde au point: & | ume derivee a
gauche @a ~(&) est une dérivée a droite at( &), don 1'écriture

équivalente

Si 1l'implication (8.83) a lieu, cela donne une sonte

d'équation différentielle

(3.5) Meelo cal . s (&) < g—h[a(g’)] c e el -

Nous allons montrer que, la fonction h étant, d'apreés
1'énoncé, indépendante de 1'élément v, choisi, cette propriété,
jointe & (3.4), détermine la fonction « indépendamment de cet
élément ° cela établira la structure de la fonctionfsur 1'espace V'
en prouvant qu'elle a des restrictions Ysemblablesi & toute les
demi-droites issues de O.

Faisons le changement de variable 7 = Log & , en notant o

la fonction

o (n) = a lexp 1),
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fonction convexe > O sur l- o, + o[, strictement croissante sur
1'intervalle [Log Eor +0[ ; (38.5) équivaut a
(3.8) VYneR : o (n) <n lo(n) < ot (n)
et (3.4) se traduit par
by oo (o)
Introduisons enfin
y ¢ o, to e R

fonction réciproque de o c'est une fonction concave,:strictement

croissante, avec Y(1) = O : cela donne a (3.8) la forme
V 6 elo, +of i Yy (ey> Al >yt ()
h (6)

A ce stade on peut invoquer la théorie élémentaire de la

convexité pour voir que Y . est décroissante continue a gauche, que

(S

y est décroissante continue a droite, d'ol 1'intégrabilité de ces

deux fonctions égales presque partout et finalement

8
Y Jl h {(7)

La fonction h détermine ainsi les fonctions 7%, o0 et o (on a 13

d'ailleurs un procédé constructif pour obtenir a & partir de h).

Considérons alors 1l'ensemble

811 = fw eV ¢plw < 1)

b

convexe fermé, absorbant puisque ¢ est partout finie sa jauge j

est partout finie.

Soit v non nul quelconque dans ) . Ou bien la restriction

de ¢ a la demi-droite engendrée par v est partout nulle dans ce



cas ¢$(1) contient cette demi-droite, donc j(v) = O et finalement,

si a est la fonction déterminée ci-dessus & partir de h, on a

banalement

(3.8) 5{: (w) = a [j ¢wil-,

Si par contre, la restriction en question n'est pas partout nulle, il
existe v, sur la demi-droite tel que ¢(vo) = 1 . D'aprés la

définition de j:.

vo= o Jlv) vy c'est alors

1a définition méme de a aqui fournit (3.8) ; bref ¢ = Alo .

Montrons maintenant que la fonction a est différentiable,

c'est a dire qque pour tout & € JO, + @[, on a o (&) = a ().
Soit v, tel que (ﬁ(vo) = 1 (on a supposé ¢ non identiquement nulle),
donc jlvgy) = 1 . De ce que 3¢(\Qﬂ .n'est pas vide on conclut

1'existence d'un hyperplan d'appui au point v, pour 1'ensemble
4 = s & : :
¢ (1) = 3 ¥ (1) et finalement 1'existence de ¢ mnon nul apparte-
nant & 94 (v,) , c'est a dire aussi bien a 9j (& vgy), vu 1'homo-
généité de j ; cela s'écrit
(3.9) Vvel v - vy, g+ € vg) £ (V)
Tout m tel que

(8.10) a= (&) <m<a (&)

est un sous-gradient de a au point ¢, «c'est & dire

(3.11) vV nelo +o - nin - & +alf) <aln .

La combinaison des inégalités (3.¢) et (8.11) fournit
mg e€ a¢;(vo) . or, en remarquant que <vo, g2 # 1, on.obtient

<Vo’ mg> = m. Donc l'existence de plusieurs valeurs de m vérifiant



(8.10) contredirait 1'hypothese (18480

I1 reste maintenant & établir que, réciproguement, toute
fonction ¢> ayant la forme aej e€n question assure bien l'impli.
il (2 5. 11 cecvdve de foue) aue, pent une elle ¢, a étant

différentiable, on a, pour toub evie Ve .
Bl = o el o) Ly

L'homogénéité de j falt que, pour toutb B¢ @) v onia

<

<v, s> v, done

. T B> ot s e [ (vl giv)

La fonction a est nulle sur un intervalle [0, g'o]‘(avecy peut-gtre
e =0l elle eststrictement croissante sur 1l'intervalle [io’ + of .
coiT O Mla fonection reciprogue dediay définte sur [0, + ®f, 3
Voleurs @me [e) f @l Pour tout v tel gue jlu) € = ol
on a

gkwy = 08 [¢ (@)l
Dour v tel que vl e o, éo]y on a. @y vl 1 =10 @ done

_<f, v> =0 . Bref ¢ assure bien 1'implication (8.3) si on défintt

h de la maniere suivante, pour tout m € o, + «of
him) = o 18 Gpileolm)

REMARQUES

Noter que h est une fonction strictement croissante.

La fonctien Di-—h o ¢ n‘est pas convexe en général, mais seulement

quasi-convexe : ses tranches sont des ensembles convexes homothétiques

de 1'ensemble j N (Ll
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4 - 'ORTHOGONALITE DE H. ZIEGLER

4.2 Principe de ZIEGLER

S'appuyant sur des raisonnements de thermodynamique
sitatistique = Ha  ZTECLER [l], Lz], [3]- propose la voie suivante pour
étendre a des cas d'irreversibilité non linéaire le principe d'Onsager.
Dans le cadre st se place cet auteur, la liberté n du systéme est
finie et on peut prendre V=JF = R® ; il considére une loi de
force faisant dépendre univoquement une force f de la vitesse v
du systeme ; a cette loi s'associe donc une fonction de dissipation
D bien définie qu'il suppose différentiable et de gradient non nudd

ﬁe principe de Ziegler énonce que, pour chaque Vv , la force f est

normale en ce point a 1'hypersurface de niveau correspondante de la

fonction D , Cela peut s'écrire
SN em g @ =N el el o

vu la définition de D ,

B () = G o
on obtient finalement
Ci{v)
f=- grad D (V) .
v, grad D(v)>

Ziegler remarque par ailleurs que les lois de résistance
usuelles possédent la propriété supplémentaire que voici

pour toutes les valeurs de v appartenant a un meéme rayon issu de

l'origine, la direction de f est la méme, Il montre que, conjointe a

1' orthogonalité précédente, cette propriété entraine gque la loi

vk» f est le gradient d'une fonction numérique, d'ailleurs lide a D
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et quasi-homogeéne,

Dans les perspectives de Ziegler, les propriétés de convexité -

n'apparaissent que comme : conditions adventices assurant stabilite

ou unicité, conformément aux idées de R. HILL ou D.C. DRUCKER. Cette

convexité posée, la situation ci-dessus rentre dans le cadre de

notre proposition 3.b 5

Le paragraphe qui vient, établit une série d'implications

de méme sorte, moyennant des hypothéses de différentiabilité, mais

sans que la convexité intervienne.

4-b Quelques équivalences

PROPOSITION Qn_suppose les espaces Vet F de dimension finie,

€en

dualité séparante. On considére une loi de force

f="PFrv) ourp

est une application (univoque) continue

de ) dans JT;d'oh une fonction

de dissipation v+ D(v) ==<v, B (v)>

» €t les propriétés &ventuelles

suivantes

i) Il existe une fonction b V> R telle que pour
tout v qn a F(v) = - grad ¢(\7).

1i)

Il existe une relation différentiable véritide quel

que soit Vv par les réels ¢ (v) et D (v)

134 La fonction ¢ est quasi
forme 4):1’1013 ot p: Ve

homogéne de degré 1

—homogéne, c'est a dire de la

est une fonction positivement

iv) La fonce¢tion est quasi-homogene.

V) Sous réserve que la fonction D soit différentiable

1l existe une fonctioﬁ

s

s : V= R telle Que F(v) = s(v) grad D(v)

(orthogonalité de Ziegler)

o
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vi) Si A > 0, les vecteurs F(v) et F(Av) sont colinéaires.

L'association de deux de ces propriétés implique toutes les

autres, aux exceptionspreés que voici

1°) 1le couple iv) vi) n'eutraine pas nécessairement les autres
i o e
Eropriétés 3

2°) les propriétés ii) ou iii) n'ont de sens qu'associées a i)a

Montrons i) + ii) => iii) . Soit v, € YV non nul ;

pour £ e o, + o[ , notons
a (&) = ¢ (& vo),
La fopction a admet pour dérivée

(4.1) alg) = <v,, grad plev)>= I D&V, .
£

La relation supposée entre ¢ et D se résoud au moins locale-
ment sous la forme D = g(¢) de sorte que (4.1) constitue une €qua-

tion différentielle

= da 1
. S g (a)
dg S
qui s/intégre comme suit
(4.2) Log & + cte = [ 9%
gla)

La primitive de 1/¢g écrite au second membre pourra etre construite

indépendamment de v, ¢ seule la constante du premier membre dépend de

cet élément et (4.2) peut se résoudre sous la forme
$ (& v = al&) = Glgp (vol)
ou G : R-—>R est une fonction indépendante de v, et ol p V- R,

Ta quasiwhomogénéité de ¢ est ainsi en évidence.



i

Montrons 1) + iii) =» ii). Si ¢> hieltp; . on 2

L niv) = gradol - h (p) grad p

bl h fp) =v grad o2 = (p) b,
en vertu de 1'identité d'Euler pour la fonction p, homogene de degre 1
Comme ¢ (v) =h (p) , 1'élinination de la variable p = p(v) donne
bien une relation entre 4)(v) ety Blivia
il leelsiiom . 1) o Rh s Al le—"Rwl  w) o wi) ceb hedile,

Montrons i) + iv) => iiil. Par hypothese, il existe

p : Y'— R, positivement homogéne et k : R=>R tels que D = k o p.
Soiti W eVE et o) = ¢)(§ v ) 5 la derlvice de llla fonclion o
slecrib
a e :<VO’ grad¢>: _3; D (& Vo)
= 1
= = &l ol )
& (6]
d'ou
e s
(4.3) il = el = L e e o ) G
O
L'espace Y° est la réunion de trois cdnes dans lesquels on
a respectivement pL 08 L pa O cihs oy Gl

Selon qu'il appartient a l'un ou l'autre de ces cBnes, un V € v

siecuitil Vi e Wi aviec p{vy) = 1 ou -1 ou 0. Dans chacun des trois

cas (4.3) définit la fonction a et prouve que ¢7 est quasi-homogéene.
Mentrons i) + v) => ii). L'hypothése implique que les

vecteurs émﬂi¢ et grad D sont colinéaires ; il en résulte classi-

quement 1ii) (on devra toutefois supposer que ces gradients ne sont

pas nuls).



Montrons i) & wi) => iii), au molins' localementa
Par hypothése, pour tout v appartenant a une demi-droite A
issue de 1l'origine, le vecteur F(v) a la méme direction. Si cette
direction est orthogonale & A , la restriction de ¢ a A est
constante. Ce cas mis & part, soit [l un sous-espace de dimension
2 contenant A. Les lignes de niveau de ¢ dans [l ont, en chacun de
leurs points, soit v, une tangente orthogonale a F(v) = - grad ¢ 3
Cette direction de tangente est donc la méme pour tous les points
d'une demi-droite issue de 1l'origine. Si on se repére dans Il par
des coordonnées cartésiennes (x, y) on trouve ainsi que ces lignes

de niveau sont les intégrales d'une équation différentielle "homogéne"

Donc, au moins au voisinage de A, elles se déduisent toutes de 1‘une
d'entre elles par homothétie. Il en résulte visiblement que, au voisi-

nage de A dans )°, la fonction ¢> est quasi-homogéne.

Il reste maintenant & montrer que deux quelconqgues des
propriétés iwv) wv) wvi) impliguent la troisieme. L'implication
v) + vi) => iv) s'établit exactement comme ci-dessus, cela a titre

lTecal s Iitimpl ilcatiion & ivi)nivi)i=—> Vi) srcisulife idunt caliculi banal.

Terminons par un contre-exemple montrant que 1iv) + vi)
n'implique pas nécessairement les autres propriétés : On suppose
V' =F euclidien, de dimension 3 pour fixer les idées. A partir
d'une loi de force f = PF(v) possédant toutes les propriétés de
l1'énoncé on construit une autre loi f = F; (v, de la fagon suivante

pour tous les v appartenant a une méme demi-droite issue de



3., 2

l'origine, F, (v) se déiduit de F(v) par une certaine rotation
autour de la demi-droite en question. Cette nouvelle loi posséde
la méme fonction de dissipation D que la premiére et posseéde

encore la propriété vi)

; mais elle ne possédera pas en général

lial preopric el L) el
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