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RESUME. En partant du modéle généralisé de Osman Khodr et Francine Diener [3], nous présentons un modéle qui répond
aux attentes de l'institution de microfinance (IMF) et celle des emprunteurs et qui incorpore toutes les caractéristiques des
populations pauvres, a savoir la tolérance en cas de défaut partiel et la possibilité d’avoir un prét progressif de fagcon
automatique. C'est un modele d’apprentissage qui offrira aux institutions de microfinance un outil d’aide a la décision plus
adapté a leur réalité. Il est basé sur une chaine de Markov qui comprend plusieurs états associés a la situation économique
de I'emprunteur. Notre modéle comporte trois classes d'états dont une classe d'états bénéficiaires, une classe d'états
exclus et une classe d’'état demandeur. Il existe trois types de bénéficiaires : B; est I'état d'étre bénéficiaire a I'instant
t = 1; Bo est I'état d'étre bénéficiaire a l'instant ¢t = 2 et, aprés avoir passé sans défaut les deux états B; et Bo,
I'emprunteur entre dans I'état d’inclusion financiére I, c’'est a dire étre bénéficiaire permanent. Quant aux états d'exclus,
AT ... A? représentent les (T — 1) états d’exclusion financiére. La troisiéme classe d’état concerne I'état initial A' de
demandeur de prét. Tous les futurs bénéficiaires potentiels de prét se placent donc dans cet état A. Nous avons modélisé
le comportement d'un emprunteur par un paramétre A\ dépendant de « qui est la probabilité de réussite de I'emprunteur.
A l'instant initial, A = % cette quantité change dés que I'emprunteur passe d’un état a un autre avec une nouvelle
probabilité de réussite o différente de celle de I'instant précédent et ainsi de suite. La décision de I'agence d’accorder un
crédit dépend entierement du paramétre A qui est comparé aux valeurs-seuils subjectives fixées. La chance ~ d’avoir un
prét (v: probabilité de demande de crédit accordée) pour un emprunteur est fonction du paramétre X, avec v = 1 — &,
A #0.

ABSTRACT. Starting from the generalized model of Osman Khodr and Francine Diener [3], we present a model that meets
the expectations of the microfinance institution (MFI) and that of borrowers and that incorporates all the characteristics of
poor populations, know the tolerance in case of partial default and the possibility of having a progressive loan automatically.
Itis a learning model that will offer microfinance institutions a decision support tool more suited to their reality. It is based
on a Markov chain which includes several states associated with the economic situation of the borrower including three
types of beneficiaries : Bj is the state of being beneficiary at initial time ¢ = 1, B> is the state of being beneficiary at time
t = 2, and I is the state of financial inclusion which means permanent beneficiary, A the state of applicant and AT ... A2
represent (7" — 1) states of exclusion. We have modeled the behavior of a borrower by a parameter A dependent on «
which is the probability of success of the borrower. At the initial moment, A\ = i’—g this quantity changes as soon as the
borrower passes from one state to another with a probability of success different from «. The agency’s decision to grant
credit depends entirely on the parameter A which is compared to the set subjective threshold values. The chance ~ of
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having a loan (v: probability of requesting credit granted) for a borrower depends on the parameter A, with v = 1 — &+,
A #0.

MOTS-CLES : Microfinance, Décision d’octroi de crédit, chaine de Markov, Prét individuel, Incitation dynamique, Profit
espéré actualisé

KEYWORDS : Microfinance, Credit Grant Decision, Markov Chain, Individual Loan, Dynamic Incentive, Updated Expected
Profit




1. Introduction

Linstitution de microfinance (IMF) est un levier importapour I'essor économique des populations
pauvres. Malgré cela, certaines populations sont encesedéds du systéme et d’autres, déja clients, entrent
dans un cercle vicieux d’endettement. Vu sous cet anglst-ii’pas nécessaire qu’elle doit remettre en cause
leur modéle d’octroi de crédit pour atteindre non seulerasehtiltime objectif mais aussi sa pérennité ? Ins-
piré par la méthode de prét étudiée par I'économiste G. Ae3&d [7], Osman Khodr et Francine Diener
[3] ont construit un modele de prét individuel en utilisadesprit des préts successifs comme une incitation
dynamique. En effet, dans le modéle de Osman Khodr et Framigner, I'IMF est menacée de deux types
de non remboursement : défauts stratégiques ou défautmrésliun choc économique. D’aprés ce modéle,
le contrat de prét prévoit des incitations pour découraggeemprunteurs de suivre des défauts stratégiques
tout en considérant un choc économique inévitable. Ce requ@sente les incitations au remboursement
comme l'interaction répétée entre emprunteur et prétebhague remboursement de prét a I'échéance en-
traine un nouveau contrat de prét tout en excluant 'emprundéfaillant, pendant un certain temps, de
I'activité de prét. Lansana Bangoura [5] souligne I'imparte de celle-ci pour mieux gérer le crédit et pour
palier aux difficultés rencontrées par l'institution de roftnance (IMF). A cet égard, il propose comme
solution éventuelle la prime monétaire a I'effort liée asrmboursements de prét.

Le comportement de I'emprunteur est imprévisible. Cetteréwisibilité rend la réalité plus complexe.
Mais un modele est bon s'il rend cette complexité plus singpleompréhensible. Le modéle généralisé de
Osman Khodr et Francine Diener ne tient pas compte des tm#dschniques plus avantageuses pouvant
étre appliquées dans I'activité de prét. Leur modeéle niipoce aucun élément de flexibilité de la décision :
modele & tolérance zéro pour le défaillant (exclusion pendae certaine période) que ce soit défaillance
partielle ou défaillance totale, et modéle a un prét de méiie pour toutes les étapes futures de I'emprun-
teur en succes. Il est donc question ici d’étendre le modéstamt pour une large couverture et protection
des participants. Ainsi, notre objectif est de construitenodéle de prét individuel répondant aux attentes
de 'IMF (incitation dynamique) et celles des empruntewéc(riser leur quotidien par le biais d'une offre
souple et adaptée a leur capacité pour parer au risque pentnd& tomber dans I'état d'indigence). Ce
modele prendra en compte toutes les caractéristiques geagions pauvres et les stigmatisera. A travers
ce modele, nous espérons offrir aux institutions un oulide a la décision plus adapté a la réalité du
quotidien. Nous considérons ici la prime a I'effort non miie présentée dans les travaux de Lansana
Bangoura comme une augmentation automatique du montamédi et la baisse du taux d’intérét. Tout
comme le modéle de Khodr et Diener, nous allons recourir Bdarte de chaine de Markov que nous ne la
présenterons pas ici pour aboutir au résultat escompté.

Des hypothéses décrivant tous les états possibles a l'échéa les différentes procédures appliquées
selon le résultat d'investissement seront présentéesla@nschaine section dont nous avons repris, parmi
elles, trois hypothéses de Khodr et Diener. Nous présemgegn troisieme section notre modéle de prét
individuel. Nous terminerons notre travail par la préséotadu profit espéré des participants suivi d’'une
discussion.

2. Hypotheses

Outre les hypotheses émises dans le modéle de Khodr et Dgpraert & notre modéle, d'autres hypo-
théses ont été ajoutées :

— (H1) : L'IMF ne finance que les activités existantes. Toute deseatie crédit pour un projet nouveau
n'est pas recevable.

— (H2) : La richesse brute espérée au temps étant & I'état wy(s) = (w1(s), wa(s), ..., w(s)) est
une variable aléatoire dépendante de I'étde la nature.



— (H3) : Le taux d'intérétr, (0 < r < 1) peut étre réduit & un taux faible pour un emprunteur qui entre
dans le cercle du bénéficiaire permanent (€talNotonsr ce taux d’intérét réduit pour un état= I de la
nature.

— (H4) [3] : Lemprunteur est en succeés s'il rembourse la totalgééson prét, chargé d'un taux d'intérét
r fixé au moment du contrat et bénéficie automatiquement d'umgan prét d’'une unité supplémentaire ou
de la méme unité pour la période suivante.

— (H5) [3] : L'emprunteur est en échec s'il n'a pas remboursé, paséquent, il ne bénéficiera pas d’'un
nouveau prét duraff (7 > 1) périodes suivantes.

— (H6) [3] : Aprés I'exclusion, il demande un nouveau prét et sanckadépend du nombre de deman-
deurs admissibles et de la limite du nombre d’emprunteuns da portefeuille de prét. Nous notons
(0 < v < 1), la probabilité que sa demande soit acceptée la premiéiedpéqui suit la phase d’exclusion,
alors quel — ~ est la probabilité que sa candidature sera reportée poérilade suivante, et ainsi de suite.

— (H7) : C’est uniqguement dans le premier contrat que I'MF tolere plusd(1 < d < 3) défauts par-
tiels de remboursement moyennant une somme forfajiadepénalité pour chaque défaut. Si 'emprunteur
dépasse le nombréde défauts autorisés, il sera exclu pendant un bout de tddaps. le cas contraire, une
reconduction d’'un nouveau prét de méme taille sera possible

De ces hypothéses et du fait que I'emprunteur prévoit sam fupartir de son état présent mais non pas
de son passeé, nous modélisons les différents états d’'uruetepr par une chaine de Markov. L'utilisation
du processus markovien nous permet d’'évaluer le profit tataporel espéré de I'emprunteur.

3. Le modeéele

3.1. Travaux connexes

De nombreux économistes ont oeuvré sur l'incitation dygmien matiere de prét. Parmi eux, nous
citons Hulme et Mosley [9], Armendariz de Aghion et Mordu&, [et Ghosh et Van Tassel [6] qui, dans
leurs études, ont construit exclusivement des modeles apiriodes. Lansana Bangoura [5] construit un
modele de contrat de crédits optimal en s’appuyant sur uneef I'effort pour atténuer le probléme d’aléa
moral et de sélection adverse. Tedeschi [7], quant a lui aptéda dynamique a deux étapes de Green et
Porter [10] pour construire un modéle prenant en comptesoes étapes futures de I'emprunteur. De leur
cOté, Nahla Dhib, Francine Diener et Marc Diener [2] ont pr#8 un modéle & quatre états qui modélise
mathématiquement avec la chaine de Markov I'évaluation’idgwact du microcrédit pour atteindre un
grand nombre d'individus a faible revenu. Convaincus qutaie aspects a ce sujet feront 'avancée de la
recherche dans le domaine de modélisation mathématiqueesfimance, Osman Khodr et Francine Diener
[3] ont généralisé le modele de Tedeschi [7] et le modéle &rgétats de Nahla Dhib, Francine Diener et
Marc Diener [2] tout en renouvelant de facon automatiqueré® et ce en gardant une méme taille, dans
le cas ou I'emprunteur ne fait pas défaut et rien sinon. Osifedr et Francine Diener ont mis dans leur
modele I'accent sur la détermination de contrat optimalesfemprunteur et le préteur. lls supposent de ce
fait que, dans toutes les étapes futures, les cocontra@atretiennent une activité qui dure pour plusieurs
périodes.

Comme il s'agit d'une extension du modele de Osman Khodr &tdtne Diener [3], notre modéle se
démarque par sa capacité a mieux expliquer les comportemeeatdevront avoir, d'une part, 'lMF dans ses
démarches d’octroi de crédit et de construction d’'uneimiaitable de confiance avec son client, et d'autre
part, I'entrepreneur pour pouvoir profiter la possibiligfthancement progressif et continu de son activité.



3.2. Objectif principal
Nous essayons de construire un modele permettant auxitiests de microfinance :

— De réduire davantage le temps de travail exorbitant eétpfent déplacement sur terrain qui entrainent
un coQt opérationnel élevé, voire trés élevé. Donc tauxérét pratiqué trés élevé ;

— De pallier a I'exclusion financiére pour résoudre les défates du marché en matiére de financement
du systeme bancaire traditionnel ;

— De réduire la sélection adverse.

Tout ceci concourt, d’'une part, a inciter les agents écogoes (emprunteurs) a faire face a ses engage-
ments, d’autre part, & donner une opportunité de financeartentes les activités économiques génératrices
de richesse des agents économiques tout en pratiquant>ud’taiérét faible. A cet égard, Alex Counts,
président de la Fondation Grameen disait : « les actifs les iphportants des institutions de microfinance
ne sont pas leurs portefeuilles, mais la bonne qualité ds telations avec les plus pauvres de ce monde ».

3.3. Présentation du modeéle

En entrepreneuriat, il est universellement admise qudisation des fonds empruntés ou des fonds
combinés (fonds propre et fonds emprunté) génere de réitéadar rapport a celle des fonds propres. Ainsi,
pour entreprendre une activité génératrice de revenugeition de crédit de financement est une condition
sine qua none de réussite. Par contre, décrocher un cofgrapaints, c’est prendre des risques liés au
projet a financer. Ces risques sont des aléas (états de laenhparfois prévisibles et imprévisibles qui
interférent dans la décision d’octroi de crédit et facoeromportement des emprunteurs a faire face a
leur responsabilité et a leur engagement.

3.3.1. Espace d'états et probabilités de transition
3.3.1.1. Espace d'états

Fournir un modéle mathématique pour décrire les événenaastexpériences aléatoires est I'un des
objectifs ultimes de la théorie de probabilités. Sous saméotontemporaine, la formulation de cette théorie
de probabilités contient trois ingrédients inséparablespace d'états (demandeur, bénéficiaire, exclu), les
événements (demande accordée, demande ajournée,réemerdlaccepté), et la loi de probabilité ou sim-
plement la probabilité de transition d’un état a un autres il@grédients sont appelés "espace de probabilités
ou espace probabilisé" que nous allons n(teIF, P).

Définition 1. L'espace d’états appelé aussi univers, nQtéest I'ensemble des résultats possibles de I'ex-
périence aléatoire.

Dans toute la suite, nous considérons une quitg¢ > 1,¢ € T') de variables aléatoires indexées par
un paramétre qui décrit un sous-ensemblfédeN, définies sur un méme espace de probabilifés, P),
et a valeurs dans un ensemble, appelé espace d'états deilea, ati sera not& que nous cherchons a
modéliser.

NotonsS cet espace d’états de la nature. A chaquesé@alS de la nature, deux cas de figures peuvent se
présenter, soit 'emprunteur rembourse son emprunt, Isfit idéfaut. Notre modeéle prévoit une tolérance
en cas de défaut partiel ( Hypothé4€), mais la défaillance totale lui colte une exclusion pehgarsieurs
périodes et lui place dans un état de demandeur. Ainsi,ds%te la nature se présentent comme suit :

S:{B1732717AT7A(T71)V"aAl}' (1)

B1, B, et] représentent les états ol I'emprunteur bénéficie de cdifteancement. Ceux d&”, A(T—1) .
représentent les états ol 'emprunteur est exclu du sysierfisancement pendafitpériodesA' est I'état



initial du systéme (c’est I'état ou 'emprunteur demanderga premiére fois un crédit de financement de
son projet, ou il demande sa réintégration dans le systémds ape exclusion causée par les aléas de la
nature).

3.3.1.2. Probabilités de transition

Nous allons voir qu'il est fondamental de connaitre la philiié d’étre dans un état a I'instant suivant
sachant que nous sommes dans unatatinstant présent. Ceci justifie la définition suivante.

Définition 2. Soit(X;,t > 1) une chaine de Markov définie sur I'espace probabi(iRéF, P), & valeurs
danssS. Pour tout entiert > 1 et tous étatsB;, By, I, AT, AT-1 .. A' € S, nous appelons probabilités
de transition de I'étatA! vers I'état B; la donnée des®(X;.; = B1|X; = AL, X, 1 = A7 L Xy =
AY) = P(Xii1 = Bi| X, = A).

Puisqu’une transition a nécessairement lieu d'un étatwegsitre état, nous avons evidemment > 0
et) .cgPxkx = 1 pourtous états, k € S. Une matriceP indexée paiS et satisfaisant les propriétés ci-
dessus est appelée matrice de transition que nous allondealatans la sous section suivante. Explicitons
ces probabilités de transition de notre modéle dans le Ephg ci-apres.

Au départ, nous supposons que chaque emprunteur candiglaiceedans I'état initiald! qui est I'état
d’'un demandeur de prét.C’est un état récurrent du fait gay@mt accédé a cet état,I'emprunteur y reste ety
reviendra srement. Avant d’accorder un prét, I'lMF prazad'étude minutieuse du dossier de I'emprunteur
et estime par la suite une probabili#éde réussite future du projet de I'emprunteur candidat. Spen®ir
estimé cette probabilité, I'IMF prend sa décision d'octde crédit par le biais d’'un parametde avec
A= }j—g a # 1. Comparé celui-ci aux valeurs-seuils subjectives fixélmda politique de I'agence, deux
cas peuvent se présenter. Soit, 'emprunteur candidatiattans I'étatB; qui représente I'état bénéficiaire
du premier prét avec une probabilité de transitio(P41 5, = 7), ouy = 1 — % A #£ 0, soit, il reste
dans 'état4d! avec une probabilité — v (P41 41 = 1 — 7). Cette probabilité, une fois déterminée, pour
chague emprunteur et pour tout temips T', est unique jusgu’a ce que I'emprunteur sera exclu de Viaéti
de prét. Arrivant a I'étaB;, le bénéficiaire réalisera son projet et exprimera a la finothepsemier contrat
son souhait d’'une nouvelle demande de financement. Tout edmpremiére demande, le renouvellement
de son contrat passe donc par une réévaluation de son fojet.pkinsi, I'IMF ré-estime la probabilité
tout en procédant de la méme maniére qu’a la premiére demande

Cette probabilitéy sera indicée parou ! indique que I'emprunteur a fait au pldsdéfauts partiels de
remboursementd(est le nombre de défauts partiels autorisés par I'lMF) olcéeal parh dans le cas ou
I'emprunteur rembourse entiérement le capital emprumé &aire défauta! (Pp, g, = o) est donc la
probabilité de rester dans I'éta et (Pp,,B, = o) est la probabilité de transition de I'étBY vers B,
qui représente I'état ou I'emprunteur bénéficie un secodtige méme unité qu’au précédent ou plus d’'une
unité supplémentaire selon les besoins de I'entreprepéilt;) > «(B1) ouwu(B;) désigne l'unité prétée a
I'état B,) (d’'apres I'hypothéséls).

Pour tout instant < 2, si 'emprunteur fait au plug défauts partiels de remboursement, la probabilité
o! est strictement positive et la probabilité vaut zéro. Lemprunteur reste donc dans I'éBat Par contre,
pour tout instant > 2 et en supposant que I'emprunteur a fait éventuellerieéfauts partiels de rembour-
sement dans son premier contrat, les deux probabiitést o sont strictement positives dont la somme
vauta (o = o! + o"). Autrement dit, nous attribuons a I'emprunteur une praliélstrictement positive
Pg, B, = o' de son projet lors de son renouvellement de contrat versieenégatB; . Et puis en le quittant,
la probabilité de transitioR 5, 5, = o’ de I'étatB; vers I'étatB, est strictement supérieur@(a” > o).
Etant enBs, 'emprunteur exprimant toujours son besoin de financemeunt accroitre son activité poursuit
son chemin vers I'étalt. Celui-ci est I'état ou il entre automatiquement dans lelesttu bénéficiaire perma-
nent avec une probabilité de réussite de son projet d'eixtei®s;, ; = 5. A I'état I, 'emprunteur pourra y
demeurer avec une probabillt¢ ; = 1 —0. Les étatsB;, B, et ont les caractéristiques d’un état transitent



car si aprés y avoir accédé, I'emprunteur peut ne plus y nrevian stade ou I'emprunteur arrive a I'étaf
I'IMF peut limiter le temps de travail alloué a I'étude du das et le déplacement sur terrain de toute de-
mande de ré-financement. Un défaut partiel dans IBtabu dans I'étafl ou un dépassement du nombre de
défautsd de remboursement autorisés dans I'éaffera I'emprunteur sortir de I'activité de prét et atterrira
dans I'état ferméd” (P 4y = 1,T € N) ot il sera exclu poul” périodes. La formule de détermination de
la probabilité de réussite est unique. Seulement, I'appeii change selon le cas ou nous déplacons dans
un état vers un autre. La probabilisévalorise donc le résultat du projet de I'entrepreneur. Aiake est
déterminée par la donnée de la fonctigil’; (s), ) du bénéfice net espéré, d’une unité prétég a un état
possibles investie dans le projet, avant impét de I'entrepreneair= y(v‘f(j)”’) = Wt(s);g)*”c) [21%.
Selon Osman Khodr [4], nous citons : "Plusieurs chercheamsidéerent que le portefeuille d’emprunts est
constitué de deux types d’emprunteurs, les emprunteurgpds risqués avec une probabilité de réussite
arisq €t les emprunteurs de types sirs avec une probabilité dsiteus,.. Osman Khodr suppose de son
c6té que la proportion d’emprunteurs risqués dans le pariléd esty et celle d’'emprunteurs sirs e$t{ ).

Il considére alors que représente la probabilité moyenne de réussite d'un emguiudians le portefeuille
d’emprunts et aboutit & la formule suivante = ¢a,s4 + (1 — ¢)as,,". Dans cette optique, la probabilité
« est estimée du point de vue macroscopique, c'est-a-dirégvaaunglobal. Quant a nous, elle est estimée
du point de vue microscopique, c’est-a-dire au niveau iddisl.

3.3.2. Matrice de transition et graphe de Markov

Un des avantages d’'une chaine de Markov est le fait de pouswdiller soit avec son graphe ou avec sa
matrice de passage soit avec les deux simultanément. Coand@eision d’octroi de crédit ne dépend que
du passé récent du bénéficiaire, le recours exclusif a laiehdmrkovienne comme outil méthodologique a
été d’'une grande aide. A cet égard et d’apres la sous-squitmédente, nous avons attribué a chaque état
s € S de la nature une probabilité appelée la probabilité de Idnehde Markov décrivant tous les états
possibles du bénéficiaire pendant le contrat.

3.3.2.1. Matrice de transition

Définition 3. Etant donné une chaine de MarkaY,, ¢ > 1) définie sur I'espace probabilis@, F, P), &
valeurs dansS, nous lui associons une matrice appelée matrice de tramsitiotéeP = p(z,y) pour tous
x,y € S, dont les coefficients(x,y) = P[X> = y|X; = z], sont les probabilités de transiter de I'état x
vers I'état y.

Ainsi, la matrice stochastique de la chaine d’'un état a un autre se présente comme :

ol " 0 1—a 0 0 0 0
0 0 8 1—-5 0 0 0 0
0 0 1-6 6 0 0 0 0
0 0 0 0 10 0 0
p=|0 o0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 00 1 0
0 0 0 0 00 0 1
v 0 0 0 00 0 1—v

La matrice de transition représente les proportions deflofmiées et de demandeurs de prét dans les
différents états de la nature. Nous cherchons de plus arsanoiment ces proportions évolueront dans le

1. Les auteurs évaluent la probabilité de réussite en fonction du résultat d’investissement. Nous avons repris cette formule
en modifiant certains aspects.



temps. D’ailleurs, les institutions qui mettent aux disposs des entrepreneurs les moyens de financement
de leur micro entreprise cherchent un systeme d’équilitoretibi de crédit. Ce systéme d’équilibre permet

a l'agence de ne pas mettre trop d’accent sur un parametrétament d’un autre ( par exemple, pour une
IMF donnée, augmenter la probabilitiépeut se résumer a n'accorder de prét que lorsqu’elle pesgigar

une forte chance de réussite du projet mais cela se fera qensl@e la probabilité puisqu’il faudrait
alors rejeter un plus grand nombre de demandes de crédifg @jet d’'une plus grande proportion de
demandes dévie les IMF de leur raison d’étre : promouvoacks au financement de toute la population
pauvre. D'ailleurs, le revenu que réalisera un emprunteuuse unité investie est généralement incertain (
HypothéseH2).

3.3.2.2. Graphe de transition

A partir de la matrice de transition d'une chaine de Mark@ysconstruisons un graphe. Ce dernier
donne les mémes informations que la matrice mais, comme tegrésentation graphique, a l'avantage
d’étre plus parlant.

Définition 4. Etant donnée une chaine de Marko¥;),>; définie sur un espace d’étass le graphe de la
chaine est le graphe construit & partir de la matrice de tiaos. Ainsi, les sommets sont les états et les
arétes avec orientations représentent les transitionsipss d’un état vers un autre. Au dessus de chaque
aréte, nous écrivons la probabilité de transition corresgante.

La figure ci-aprés représente donc le graphe de la chaine d@Wassocié au modéle en question.

Figure 1. Graphe de Markov avec probabilités de passage d'un état autne a

Etat initial

aveca = o + ol eta” > o
3.3.3. Outil d’aide a la décision d’octroi de crédit

Notre modele vise a offrir non seulement la possibilité enfxeunteur, de choisir le remboursement ef-
fectif pour une garantie du droit de reconduction autonugtidu prét mais aussi un outil d’aide a la décision
pour I'institution de microfinance. A cet égard, nous cultig chez I'emprunteur un comportement favorable



a l'incitation dynamique au remboursement moyennant uit dl@dmission au prét suivant et éventuelle-
ment un droit au taux d’intérét réduit. De 'autre c6té, Ifvoit un allégement de ses charges d’exploitation
liées aux activités de prét. C'est donc une stratégie "gategagnant” pour les deux camps : emprunteur et
préteur. Ainsi, avec une suite de variables aléatoires ovggknes{ X, },>1 définie sur 'espace probabilisé
(Q,F,P), & valeurs dans I'espace d'étdtsce comportement est étudié suivant les états qui se pedgent
dans la séquenc&(, X, - - - , X;) det transitions. Soientl et B deux partitions de I'ensembled’états de

la nature. Le sous ensembleregroupe les états ou I'emprunteur sera exclu ou ajournégreiine certaine
période, avect = {AT, A(T=1D . A'}. Celui deB regroupe les trois états ol 'emprunteur bénéficie de
crédit, avecB = { By, Bs, I'}. L'ensemble d’états de la natufeest donc la réunion des sous ensembles
et B, c'est-a-direS = BU A. Dans la séquenc&(, X», - - - , X;) det transitions, considérons I'événement
"Bénéficiaire-Bénéficiaire” qui est une transition ou I'ennteur a pu bénéficier un prét et y rester selon ses
besoins de financement. Sfit= BB cet évenemeniVq est le nombre de cas favorables d’étre bénéficiaire
et de rester bénéficiaire jusqu’a un certain temps 1. Autrement dit, le nombre de fois d'étre en succes
dans la méme séquence. Ej; qui est le nombre de cas possibles ou I'emprunteur décrochmntrat

de prét est le nombre de fois d’avoir un prét dans la séquaressus. Ainsi, NOUS SUPpPOSONS que nous
pouvons modéliser par un paramelrée comportement d’'un emprunteur. Ce parametest entierement
déterminé par la donnée de la formule suivante= JJ\V’—Z avecNg # 0. Comme I'étatB est transient, en
partant deB, la probabilité de ne jamais y retourner est strictemenitigeqvoir le graphe de transition).
Autrement dit, presque slrement la chaine retourne sentemi@tat B un nombre fini de fois.

3.3.3.1. Définitions et propositions

Afin d’aboutir a I'outil d’aide a la décision que nous allorssayer de mettre a la disposition de I'institu-
tion de microfinance, des définitions et propositions ragudés aspects théoriques d’'une chaine de Markov
se succedent ci-apres.

Définition 5. Soit(X;,t > 1) une chaine de Markov définie sur I'espace probabi(iR¢F, P), & valeurs
dansS. Soit7 une variable aléatoire a valeurs daf$ U {+oc0}. 7 est un temps d'arrét si pour tout
I'événement ¢ = t) dépend uniquement du passé, autrement dit si I'évenement ¢) est entierement
déterminé par la suite de variables aléatoires markoviendg , X, ..., X;).

Définition 6. SoientB = {By, B, I}, A = {AT, AT-D A} etS = BUA,doncB C S . Avec la
convention que l'inf de I'ensemble vide vauto (ici 7 = 400 Si Xy # B, pour toutt > 1), le temps de
premier passage de la chaine daBsst la variable aléatoire
T=inf{t >1:X; € B};

Le nombre de visites de la chaine ddngst la variable aléatoire

Np = thl Lix,eB)
Le nombre de fois ol la chaine reste ddhgst la variable aléatoire

No = ZtZl lix,eB, X, 1€B}

Proposition 1. : SoientPz = ¢ = ¢(B, B) la probabilité surB ou I'emprunteur reste bénéficiaire de crédit
dans I'un des trois états bénéficiaires 8 = > .-, 1(x,cp} le nombre de visites de la chaine dais

Alors, pour chaqué: > 2, nous avon®p (N = k) = Pp[r = oo|(1 — Pg[r = oo])F~2.

SoientA = {AT, A(T-1) . A} etB = {Bi, By, I} deux sous-ensembles deEn effet, a I'instant
initial, la chaine qui est a I'état!, A' C A choisit un nouvel état selon la loi initiale Sous cette loi, notons
B cet état ou I'emprunteur bénéficie de crédit pour la prenfigisedans l'institution de microfinance ety
demeure bénéficiaire de crédit, sous réserve de ne pas defgasembre de défauts partiels de rembourse-
ment autorisé au premier contrat, pendant une durée dedaiéttique suN* de parametrg = ¢(B, B).
Lorsque cette durée est écoulée,c’est-a-dire, soit I'amtpur n'éprouve plus le besoin de renouveler son
contrat de prét, soit il faid défauts de remboursement, la chaine choisit aléatoiremmembuvel étatd avec



la probabilité, notég(B, A), ouq(B, A) = (1 — q(B, B)), sous la conditio(B, B) # 1. En arrivant en

A ou I'emprunteur cessera d’étre un bénéficiaire de créditdmfiement et sera de suite exclu de I'activité
de prét, elle choisit la durée de son séjour suivant la long#dque de parameétie— ¢(B, B). Rappelons
gue nous disons qu’une variable aléato¥esuit une loi géométrique de parameétrsi pour toutk € N*,
P[X = k] = a(1 — a)*~!. Dans ce caff = 1, son espérance mathématique.

Pourk > 2 et en supposant que nous avdas= k}, le temps d'arrét apporte I'information précise
gu’a l'instant ouk prend la valeur, ({T = k}),la chaine change de comportement. Alors, si nous avons :
{r = k}, ce qui équivaut a dire, en termes d'appartenance{die € A,--- , X1 € A, X € B}.
Sachant que la chaine est dnpour (k — 1) périodes, c'est-a-dir&(; € A,--- , X;_1 € A dotée de la
probabilité non nulld — ¢(B, B), et qu’elle saute e® pour{r = k}, ce qui revient a dir&X;, € B avec la
probabilitéq = ¢(B, B), alors

]P)B(T:k) :]P’B(XleA,--~ ,Xk-_1€A,Xk€B)
=(1 — Pg[r = c0])*2Pp[r = ]
=(1-9)* ¢

Et par passage a I'espérance, nous avons :

E(75) :Zkzg k(1 — Q)kizq

=1 (k+1)(1 - )" g
—Q(Zk>1 k(1 =)+ 35 (1= )
_|_ S
_3(+% )
D’ou, par passage alalimit&/g — -5 17 quandk — oo,

Lemme 1. : Soit B = {B;,By,I} un sous—ensemble d& Pourk = 1, notonsE¥ le premier temps
dentrée dansB : EP = min{t > 1 : X; € B}. Aprés avoir visité I'étatB et avoir y resté, la chaine
quitte cet état et y revient. Noto&”, k& > 2, les instants successifs de retour dais EP = min{t :

t > EP | X, 1 ¢ B,X, € B}. Alors, pour tousk et m dansN, nous avongZ? = min{m : m >
EP |, X1 ¢ B, X, € B}. Nous disons alors quB/ est un temps d'arrét.

Proposition 2. : SoientB = {By, By, I} un sous-ensemble deet (X;,¢ > 1) une chaine de Markov a
valeurs dansS. NotonsD? la durée du leme temps de séjour eB. Ce K€Me temps de séjour est I'entier
i qui verifie :{Xps € B,--+ , Xps,; , € B,Xps; ¢ B}. Lavariable aléatoireX ;5 5 estle lieu ou
la chaine saute en sortant dﬁet atterrit enA (changement de comportement).
Nous avons alors :
Pp(Xpp € B, , Xppy; € B, Xpp i1 ¢ B/EP <oo) =Pp(Df} =i+1/E < o0)
=¢"(B,B)(1 - q¢(B,B))

Ainsi, son espérance mathématique est donnée par :
E(Df) =41 k¢" (B, B)(1 - q(B,B))
=(1-q)q Zk21 kgt
—(1—aq)q
(1—q)2
_1_
D’ou, par passage a la limit&/g —— —L quandk: — 00.

3.3.3.2. La prise de décision

Comme nous avons défini = N , le paramétre\ prend donc sa valeur par la donnée du parametre

qg = q(B,B). Ainsi, A\ = ‘”1, q ;é 1. Aprés avoir vérifié la réalité sur terrain tout en réunisdan
données comptables de I emprunteur pour estimer la priigadie réussite future de son projet, I'institution
de microfinance peut procéder a la détermination de la valeparameétrg. Dorénavant, nous utiliserons
pour la suite le symbola qui s’apparente a la probabilitdg = ¢(B, B) = «).



Ainsi, en fixant deux seuil$,,;, et ..., 'agence de microfinance prendra sa décision de la maniére
suivante :

1) siA < A\in, SOIt 'emprunteur déja bénéficiaire de crédit sera excliiatgivité de prét pendant
T périodes suivantes (HypotheddSs et H6) ; soit I'emprunteur candidat verra sa demande rejetée.

2) SiA > A\naa, I'emprunteur bénéficiera d’'un nouveau prét d’'un montapésieur selon ses besoins
et/ou bénéficiera d’'un taux réduit (Hypothéstset H4).

3) siA € [Mmin, Amaz), SOit I'emprunteur continuera de bénéficier du prét de mérmmetamt et de
méme taux d'intérét (Hypothedd7) ; soit, en cas d'aucun défaut, I'emprunteur bénéficiera diauveau
prét d’un montant supérieur.

3.4. Les contraintes imposées aux variables du modele

D’aprés I'étude de Osman Khodr et Francine Diener, troig$yge contraintes sont assignés a leur
modele, a savoir : la contrainte de participation, la cantead’empéchement de la stratégie de défaut et la
contrainte de continuité. Quant a notre modéle, aucun @raagt n'a été opéré au niveau de ces contraintes.

3.4.1. La contrainte de participation

Une des conditions nécessaires et suffisantes d’octroiétlit @st la viabilité financiére du projet. Un
projet est financierement viable si la richesse brute atierduvrira largement le remboursement de prét
(intérét et capital emprunté). Ainsi, en supposant quedaesse brute espérée dans I'état S de la
nature, d’'une unité investie, &f;(s), (W;(s) > 0) positive en cas de succes et nulle sinon, la contrainte de
participation se présente comme suit;(s) > 1+ r.

3.4.2. La contrainte d’'empéchement de stratégie de défaut

SoientA = {AT, AT=D . A'} et B = {Bj, By, I} deux sous ensembles ¢e Compte tenu de
risque élevé de non remboursement en microfinance, cetlieecche a se protéger tout en créant une stra-
tégie d'incitation dynamique : bénéficier automatiquenténh nouveau prét en cas de remboursement et
exclure pour’ périodes en cas de défaillance. Pour un emprunteur ratiamesse au risque, la contrainte
d’empéchement qui s'interpréte comme un colt d’opporéusiicrit : pour tous € S,

Wi(s) —(14+r+C)+0V(se B) > Wy(s)+ V(s A)

Ou C représente la consommation incompressible,taux d’actualisationy/ (s € B) le profit net futur
espéré d'un bénéficiaire d’un prét,1éts € A) est celui d’un exclu pouf périodes.

L'entrepreneur doit choisir aprés avoir calculé son co@pgortunité de continuer & étre un bénéficiaire
de crédit ou de tomber dans I'état de demandeur ou il risqueedter durant sa vie. Par ailleurs, la mise en
place du central de risque en matiére d’octroi de crédit peda renforcer 'empéchement de stratégie de
défaut.

3.4.3. La contrainte de continuité

En étant intermédiaire financier, chaque octroi de crédié’unité codte a I'agence, dans un état S
de la nature, une certaine sommeéAfin d’assurer la continuité de I'activité de prét, le manttde rembour-
sement espéré doit couvrir le co(t du prét. Ainsi, la conteadle continuité en résultew{1 +r) > (1 + 2).

Rappelons que représente la probabilité de succés du projet de 'empuuntans I'états € S de la
nature.




4. Le Profit espéré des participants

4.1. Au niveau de I'emprunteur

4.1.1. Profit d'une période

Si nous considérons un projet pour lequel nous envisagganats de la nature possibles (par exemple
favorable et neutre : possibilité de remboursement, défée : défaut de remboursement), avela pro-
babilité de succes de ce projetlet « en cas d'échec, le profit d’'une période, d’une unité invesgte pour
touts € S,

a[Wi(s) = (1+r+0)]

La démarche consiste a déterminer les différents profiestamporels espérés pour toutes les périodes
futures et pour chaque état de la nature possible.

4.1.2. Profit total espéré

Pour mettre en relief le profit total espéré des emprunteursgreneurs, nous définissons une fonction
f:9%S — R, telle que:

Wi(s)—(14+r+C+ (pxd)) (z,s) =(B1,B1),d=1a3
f,s) = Wi(s) — (1+r+C) S? (z,s) = ((B1, B2) ou (B, 1)) @)
’ Wi(s)—(1+7+C) si(x,s)=(I,I)
0 sin

Ou f(z, s) décrit le profit de passage d'une période d’investissemeitietht x vers I'états de la chaine,
pour touse, s € S. Et7 est le taux d'intérét réduit d’'un bénéficiaire arrivant astonire une relation stable
de confiance avec I'lMF (avee< r).

Pour pouvoir exploiter la fonction ci-dessus afin d’aboatirprofit total espéré, nous allons énoncer la
propriété de Markov. Pour cela, nous faisons appel a la matetribu et de probabilité conditionnelle a
une tribu. Etant donnée une variable aléatoire markoviéadéfinie sur(2, IF), nous utiliserons la notation
classiques(X) pour la sous-tribu d& engendrée pakX, plus particulierement, pour tout > 1, nous
utiliserons la notatio¥;, = o(X,...,X;). Alors ([F;>1) est une suite croissante de tribus qui porte le
nom de filtration naturelle ou canonique g@t, F,P). Pour un temps$ fixé, F; représente I'information
disponible a l'instant.

Définition 7. : Soit (X;,t > 1) une chaine de Markov définie sur un espace probab(lisé, P), et soit
F, = o(Xy,...,X;) dansF la tribu des événements déterminés pay, ..., X;. Une variable aléatoire
7:Q — NU{+oo} est appelée temps d'arrét & < ¢t} € F,, pour toutt € T dansN. A chaque instant,
nous savons si est survenu.

Soit B = {By, B2, I} € S, le temps du premier passage de la chainesar
_ [ inf{t >1/X, € B} siunteltexiste 3)
B = +oo  si X; ¢ Bpour toutt > 1

est un temps d'arrét, parce qfes < t} = U, _,{X,, € B} € F,. 75 est donc le premier instant ou
la demande de crédit de financement de I'emprunteur estigecppur étre un bénéficiaire de crédit pour la
premiére fois. Sachant toutes les valeurs passées jusmgurgast (y compris la valeur d&X;), la chaine se
comporte a partir du temgscomme une nouvelle chaine de Markov issuekde



Définition 8. : SoientB = {B;, By, I} etlP une matrice de transition su§, nous disons quéX;,t > 1)
une chaine de Markov sur un espace probabi(@éF, P) par rapport & une filtration(F;, ¢ > 1) si c’'est
un processus adapté a cette filtration tel que nous av@(s\;; € B/F;) = P(X;, B), avecP(z, B) =
> scp P(,s), pour tousz, s € S.

Proposition 3. : SoientB = {B;, B, I} € SetA = {AT, ATV A"l ¢ S. Soit(X;,t > 1) une
chaine de Markov par rapport & la filtratiofiF,,¢t > 1), alorsP(X;11 = B/X; = A,...,X; = A) =
P(A, B).

En effet,

P(Xyp1=B/Xy=A,.... X1 =A) =EE(1l{x,,,=5}l{x,=4,..x,=4}/Ft))
(xi=4,.. x, =AY E(Lx,,,=B}/Ft))
(Xi=A,...x,=4}P(A, B))
ABPX;=A,..., X1 =A4)

A B

Proposition 4. : Propriété de Markov forte
Soit(X;,¢ > 1) une chaine de Markov de matrice de transitipar rapport a la filtration(F,, ¢ > 1),
alorsE(f(Xve,m > 0)/Fy) = ¢(Xy), aveco(X) = Ex (f(Xima1, m > 0)).

Nous écrivons souvent cette relation sous la forfbef( X, ++,m > 0)/F:) = Ex, (f (Xm+41,m > 0)).
Soitm un temps d’arrét par rapport a la filtratidf,, ¢t > 1), avecF; = o(X3, ..., X;). Ce qui signifie
que pour tout entier, {m < ¢} est un ensemble d& ou de fagon équivalentern = ¢} est un ensemble de
IF;. Nous supposerons, de plus, @en < +oo) = 1.
Nous allons donc identifier la loi de la SU&,,, 11, X, 12, - . .)m>0. Pour cela, nous devons calculer,
pour toute fonction positivg : E(f(Xm+1, Ximt2s---)/Fm).
Or nous avons :
E(f(Xerla Xm42, .- )/]Fm) =E(Zk21 1{m:k}f(Xm+1a Xm42, .- )/Fk)
=> ko1 EQ =k f (Xi, Xis1,--)/Fr)
Nous notons quém = k} estdan&, et quef (Xj4+1, Xk12, .. .) €Stune variable aléatoire indépendante
delF} et nous en déduisons que :
]E(f(Xm-i-h Xm+2,-- )/]Fm) :Zk21 E(l{m:k}f(xk'v Xit1s - )/Fk)
=2 p>1 P(m = R)E(f (Xk, Xpg1,--.) /Fr)
=(Zk21 P(m = k))E(f(X1,..., X¢)/F)
:E(f(Xl, ce aXt)/Ft)
Ceci prouve que la suiteX,,, 11, Xm+o, - - .)m>0 @ la méme loi que la suiteXs, ..., X;) et nous pou-
vons donc en déduire que la suit&,,, ., k > 1) ala méme loi qué Xy, k& > 1).
A présent, pour chaque trajectoif&,,+1, Xymnm+2, - - -)m>o0 de la chaine de Markov, nous définissons :
F(Xm+1, Xm+2, .. ) = thl (;timilf(Xt, Xt+1)[4].
En effet,
F(Xm+17Xm+2a~”) (Xm+1a m+2) +6F( m+2aXm+37~~')
=f(Xont1, Xinr2) + 0(f (Xong1, Xong2) + 0F (Xpng2, Xonts, - - -))
( m+1, m+2) + 6f( m+27Xm+3) + 52F<Xm+3aXm+4» o ))
f( m+1, m+2) + 6f( m+27Xm+3) + 52f(Xm+37Xm+4) + 63F(Xm+47Xm+57 e
=205 0T (X, Xeg)
Notons queF et f sont bien définies et bornées et que la sgrjg. , 5* est convergente puisque le taux
d’actualisationy est compris entré@ et 1((0 < § < 1)).
Nous définissons finalement le profit total espéré au tenepa I'états € S de la naturd X; = s) par
Vi : S R, tel queVi(s) = E[F (X, Xi11, ..., /F, Xy = s)].



En effet, soitm un temps d'arrét par rapport a la filtrati¢f;, ¢t > 1). {m = ¢} est un ensemble de,.
Si nous notons quém = k} est dan&}, et queF' (Xj41, Xk42, . ..) €stune variable aléatoire indépendante
deFy, nous avons vu queX,,+1, Xm+2; - - -)m>o0 €t (X1, ..., X;) ontla méme loi.
De ce fait, le profit total espéré, en partant de I'étail tempg s’exprime ainsi, poum > 0 :
Vi(s/x) =E[F(Xmn+1,Xma2,---/Xm =x)/Fp,]
=3 o1 EB(m = k)F(Xp, X, .. [ Xi = m) /Fy)
=D k1 P(m = k) (E(F(X1, Xo, ..., Xi/ X1 = 2) /Fy)
:E(F(Xl,XQ, N ,Xt/Xl = J))/Fk)

=Vi(s/x)
Corollaire 1. D’aprés ce qui précéde, la suite de variablgs,,+1, X, 42, .. .)m>0 a la méme loi que la
suite(X1, Xo, ..., X;). Nous pouvons donc en déduire que la valeur du profit totadesg (s /) au temps

t et a I'états sachant que la chaine démarre a I'étaest égale a sa valeur; (s/x) au temps = 1(c’est-
a-dire V;(s/x) = Vi(s/x)), et ce pour tout état € S de la nature.

4.1.2.1. Calculs du profit espéré pour chaque état s € S

D’apres le corollaire X), le profit total espéré a I'état de la nature, pour tout instant s’obtient en
calculant la valeur du profit; (s/z) au tempg = 1 pour tout état € .S de la nature.

Calcul du profit espéré au tempst = 1

Au vu des résultats précédents, nous avons :
Vi(s/z) = E((f(X1, X2) + 6F (X2, X3, ... /X1 = x))/F¢)
En appliquant I'espérance conditionnelle et la propri&é/tdrkov, nous obtenons :

Vl(S/x) = ZseS(f(x7 S) + (5V1(3/1‘)) * Pz,s

AvecP, , = P((X,+1 = s/X; = x)) est la probabilité de passage, en une étape, de ¥&d®tats.
Expression du profit espéré pour chaque éta

Rappelons qué3 = {By, By, I} et A = {AT, ATV A'}, pour déterminer la quantifé (s/x)
pour tous §, z) € B U A, trois cas de figures peuvent se présenter :

1) Pour {x = B}, deux cas peuvent se présenter :

a) Premier cas: si 'emprunteur fait défaut que ce soit partiel ou totag $uls états accessibles de la
chaine a partir de I'étaB; sontB; et A” (i.e s = B; ou AT), avec les probabilités de transition suivantes :
P al SiA € [Muin, Amaz) = 5 = By @)

TET Y 1—a SIA< Apin = s = AT

aveca! la probabilité associée au remboursement partiel de la.dett
Ainsi,
Vi(s/z = B1) = (f(B1,B1) +dVi(s/x = B1))Pp, B, + (f(B1,A") +6Vi(s/x = B1)Pp, ar
A (Wi(s) = (1+7)+C+ (pxd) +dVi(s/z = B1)) + (1 — a)(0Vi(s = AT Jz = By))
() = (L +7) + C+ (pxd)) + a'dVi(s/z = Br) + (1 — a)(6Vi(s = ATz = By))

= ( ) _
=a!(Wy(s) —



En rapprochant I'expression identique de cété et d’autiéédalité, nous obtenons :
(1—a&)\Vi(s/z=B)) =a!(Wi(s) = (1+7)+C+(pxd))+ (1 —a)(6Vi(s = AT /z = By))

b) Deuxiéme cas I'emprunteur rembourse en totalité son emprunt sans @&ifaut. Le seul état acces-
sible a partir de I'étaiB; est B, avec une probabilité de transition associée au rembourgewtal de la
dettePp, g, = o’ sibien s\ € [Mnin, Amaz] = 5 = Ba.

Ainsi,

Vi(s/x = B1) = (f(B1,B2) +6Vi(s/x = B1))Pp, B,
—ah<Wt( ) = ((L+7)+C) + dVi(s/x = By))
=q ( +(5) — (1 +7) +O)) + daVi(s/x = By))
=1 %5ar Wi(s) = (L4 1)+ C))

2) Pour {z = B}, les seuls états accessibles de la chaine a partir de I'ét&s sont I et A7 (i.e
s = I ouAT), avec les probabilités de transition suivantes :

B B SiA€ Mmin, dmaz) = s=1
PT“_{l—ﬁ SiA < Apin = s = AT ©®)
Ainsi,

Vi(s/w = B2) = (f(B2,I)+0Vi(s/z = B2))Pp,,1 + f(B2, AT) + 0Vi((s = AT /z = By))) Pp, ar
=B(Wi(s) — (1 +7+C) +6Vi(s/x = Ba)) + (1 — B)(6Vi(s = AT Jx = By))
=B(Wi(s) — (1L +7+ C)) + Bs6Vi(s/x = Ba) + (1 — B)dVi(s = AT Jz = By)

En rapprochant aussi I'expression identique de c6té etrda@e I'égalité, nous obtenons :

(1 - BoO)Vi(s/x = Ba) =B(Wils) — (L+7+C)) + (1 B)6Vi(s = ATz = By)

3) Pour {z = I}, les seuls états accessibles de la chaine a partir de I'éfasont 7 et AT (i.es =1
ou AT), avec les probabilités de transition suivantes :

1—0 SiA>A\pae=>s=1

P“{ 0 SIA< Apin = 5= AT ©
Ainsi,

Vi(s/x=1) = (fI,I)+Vi(s/z=1)Prr+ (f(I,AT)+6Vi(s = AT Jz = I))P; ar

=(1-0)(Wi(s) —(1+7+C)+6Vi(s/z =1)) +0(6Vi(s = AT Jx = 1))

=(1—=0)(Wi(s) —(1+7+C))+6(1 —0)Vi(s/x =1)+0(6Vi(s = AT Jo = 1))

En rapprochant I'expression identique de c6été et d’autri&dalité, nous obtenons :
1-851=0))Vi(s/z=1) =1-0)(W(s)—(1+7+C))+0(5Vi(s = ATz =1))

4) Pour {z = AT, T =i a2}, la chaine reste durant- 1 périodes dans son état actuel avant de le
quitter. Ainsi, le seul état accessible a partir de I'éddt est AT 1, avec une probabilité presque sire qui
vautl (]P’AT ar—1 = 1). Alors, nous avons :

Vi(AT) = 6V (AT71) = 2V (AT=2) = 3V (AT3) = ... = §'V4(AT—%). Pouri = T — 1 alors, nous
avons :V; (AT) = §T-1v;(AY).

Expression deV; (s/x = A') en fonction deV;(s/z € B)

Trivialement, chaque emprunteur candidat se place data Bé demandeud!. L'emprunteur se dé-
placera alors soit dans un état ou il bénéficiera de créditdsmis son état actuel de demandeur de cré-



dit. Ainsi, pour{x = Al}, d’aprés I'hypothéseH6), nous avonsy la probabilité de transition dd' vers
Bi(Pa1 g, = 7) etl — v celle de rester ed' (P41 41 = 1 — ). Nous allons étudier pour la chaine de
Markov (X, ¢t > 1) sur un espace d'étatsc S le temps passé dans I'état avant de le quitter. Nous sup-
posons pour avoir les idées clait¥s = A! presque slrement et nous notens inf{t > 2, X, # A'} le
premier instant d’étre de nouveau bénéficiaire de prét awais été dans I'étatl!. + — 1 est alors le temps
de séjour en I'étaf! avant de le quitter, donc est un temps d’arrét.
Nous avons bien sdr, potir=
]P)A1<T = 2) = PAl(XQ 75 Al) =1 —p(Al,Al) =1 -
Et plus généralement, potie> 3 :
]PAl(T = t) = HDAl(Xl = Al,XQ = Al, . aXt—l = Al,Xt 7é Al)
:PAl(Xl = Al,XQ = Al, . 7Xt—1 = Al) —PAl(Xl = A17X2 = Al, . aXt—l = Al,Xt = /
=((p(A, A))I1) — ((p(A1, A1)
=((p(A', A))I71)(1 — p(A, AY))
=((1 =)'y
La loi de T est donc une loi géométrique appelée "loi sans mémoirefiadri P(r > t + k/7 > t) =
P(r > k).
En utilisant la propriété de Markov, nous obtenons :
Vi(AY) =E(F(X1,Xa,... /X1 = A")/Fy)
=E(E(6"F(X,, Xrq1,... /X1 =AY .. X, 1 = AL X, = 8)/Fy)
=E(E(07F(Xr, Xri1, ... [Xr = 5), X1 = A1) [Fy)
((5TV1(S/£L'€B)/X1 Al,]Ft)
=E(6"Vi(s/z € B)/Fy)
—Vl (s/s—1€ B)E(6" /Fy)
o OTE@T/R) = B(7) = Ty 8401 =)y = 07 Ty (001 =) = =31 par passage a
a limite.

La valeur du profit espéré pour chaque états
Passons maintenant a la détermination de chaque valeumofitigspéré pour chaque étatle la na-
ture. CommeV; (A') = mVl(s/a; € B) etV (AT) = §T-1V;(AY) et par conséquenit; (AT) =

mvl(s/x € B), la valeur de chaque profit espéré a I'étake présente comme suit :

1) La quantité V1 (s/x = By), cas avec défaut partiel de remboursement

(1—a!d)Vi(s/x=B1) =a!(Wi(s) = (1+7)+C+ (p*d)))+ (1 — 04)(5‘/1(5 =AT/z = B)))
=a! (Wiy(s) = (1 +7) + C + (p* ) + (1 — 0) =2 Vi(s/w = By)
En rapprochant les term&3(s/x = B;) de I'équation ci-dessus, il devient :
(1-ald—(1 04>1a<717)V1(8/x =DB1) =o' (Wi(s) = (1 +7)+C+ (pxd)))
Donc,

Vils/o = B1) =t —al(Wils) = (14 1)+ C + (px )
1 5(1 )
= aaa G 17)) T {Wi(s) = (1+7)+C+ (pxd)))

( )
= e 153“;))) o (Wals) — (L +7) + C + (p*d)))

2) La quantité V(s/x = By), cas sans défaut de remboursement
D’apres le résultat du paragraphe précédent, nous avorss. alo



Vi(s/z = By) = 1% (Wi(s) — (1 +7) + C))

3) La quantité Vi (s/x = Bs) :

(- BOVa(s/a = Ba)  =B(Wils) — (L+7+C)) + L5205V, (s /2 = By)

En rapprochant les termé&3(s/xz = Bs) de I'équation ci-dessus, il devient :
_ T
(1-56~ (1175[(?1(:) Wi(s/x = By) =B(W(s) —(1+r+0C))
Alors, nous obtenons :
— 1-6(1—
Vi(s/x = B) ‘(1755)(175(1;)?(175”5T BWi(s) —(1+r+C))

1-0(1—~

S —=msr PWi(s) — (L + 7+ C))

4) La quantité Vi(s/x = 1) :
(L= 60— O)Vals/r=1) == 0)(Wils) = (1+7+0) + =555 (Va(s/x = 1))
En rapprochant les termé&s(s/x = I) de I'équation ci-dessus, il devient :
(1-0(1—0) — =FWa(s/z=1) =(1—0)(Wi(s) — (1+7+C))
Alors, nous obtenons :
Vi(s/z=1) =gosmmmiesisyesr (L — 0)(Wi(s) = (1 +7 +C))

4.1.2.2. Résultat obtenu

En regroupant toutes les valeurs calculées du profit espénéghaque état possiblede la nature, le
profit total espéré d’un emprunteur au temgst finalement ;

Théoréme 1.: Dans le modéle de prét individuel défini par la chaine de MarkX;,¢ > 1) a valeurs dans
un espace d'états, le profit total espéré d’'un emprunteur qui est a I'état S au tempg est donné par :

et e (Wals) = (L+7) + C + (p+ d)) si (s,2) = (B, By),

d=1a3

T (Wils) — (1+7) + C)) si(s,x) = (B, By)

Vi(s/z € B) = 1
==

U B(Wi(s) — (14 7+ C)) si(s,2) = (I, By)

T (1= O)(Wils) — (1 47+ C)) si(s,2) = (I,1)

0 sinon

Puisque les probabilités de transition ne dépendent pasnojost le profit total espéré est une fonction a
variable aléatoire dépendante des états envisageablesde la nature ( Hypothédd?2) et du taux d'intérét
T.

@)



4.2. Au niveau de I'IMF

Par le biais de l'incitation dynamique, pour un empruntewirrgmbourse a chaque échéance son em-
prunt, les crédits sont octroyés de facon répétitive etnesxive, pour des montants adaptés aux capacités
de sa gestion. Par contre, I'|MF arréte de préter a celui §padse le nombre de défauts de remboursement
autorisés. Par nature, la microfinance doit s'imposer deradeurs codts par les recettes de leurs activités.
Pour y arriver, parmi les critéres d'octroi de crédits, IFMnet un accent sur le profit futur espéré d’'un
demandeur de prét pour se prémunir du risque de non remipeeinseEn n’octroyant des crédits qu’aux
supposés bons emprunteurs, le profit total espéré d’une éMiEermine comme étant les résultats de leurs
investissements intertemporels.

Corollaire 2. : Dans le modeéle de prét individuel défini par la chaine de MarkX,, ¢ > 1) a valeurs dans
un espace d'états, le profit total espéré de I'lMF qui est a I'étatau tempg est donné par :

—5(1— . A
(1*04l5)(1*15(1(*17)’;)*7(1711)6T (@' (1+7) = (1+2))si(s,x) = (B1,B1),d=1a3

h

(@1 +7) = (1+2)) si(s,z) = (B2, B1)

Vils/w € B) =3 iyimam g (BL+r) = (142)  si(s,2) = (1, Ba)

(1_5(1_9;)7((15(_157(3)_7)_975T ((1 - 9)(1 + 77) - (1 + Z)) Si (571) = (Ia I)

0 sinon

La démonstration de ce corollaire se fait de la méme facorejitoreme précédent.

5. Algorithme et lllustration

5.1. Algorithme

SoientW,(s), C, r etu(s) des valeurs données en entrée.
1) Calculera
2) Calculer) et faire un test sur la valeur-seuil.
3) Décision de financement (Accordée ou non accordée).
4) Test du défaut de remboursement :
a) Sid > 4 alors I'emprunteur est exclu ;
b) Sid € [1, 3] alors calcule/ (s, z:) et passer a I'étape 5a;
c) Sid = 0 alors calculel/ (s, z) et passer a I'étape 5b.
5) Nouvelle demande de financement :
a) Wipa(s) = Wi(s) + V(s, z)
b) Wit1(s) = Wi(s) + V(s',2)
6) Retour a I'étapé et ainsi de suite.

5.2. lllustration
Les données de cette section sont des données réelles dsslidgence de Microcrédit de la Région



Haute Matsiatra Fianaransoa Madagascar. L'unité moeéést Madagascar Ariary (MGA). Nous avons
comme données :

— emprunt de&5000000 ;

— taux d'intérét mensuel3.5% ;

— durée de remboursement : 12 mois;

— condition : remboursement mensuel constant;;

— consommation incompressibl€’:= 830000 ;

— Cash flow brut w,(t) = 2500000 (bénéfice brut espéré).

— Pénalité pécuniaire de retard de remboursement : 5 000;

— Facteur d'actualisations: = 0.6 ou 0.8 (c’est une valeur de référence) ;
— Valeurs seuils subjectives,;, =1 etAuz =5;

— Echéance mensuelle de I'emprunt = Intérét dd constant bBersement mensuel constant.
— Intérét di constant =total des intéréts diis / 12 mois;

— Remboursement mensuel du capital = montant emprunté/i2 mo

— Intérét dG = montant emprunté di restast5%

— Période 1 : 1er mois5000000x3.5% = 175000

— Période 1 : 2eme moig5000000 — 5000000/12)2:3.5% = 160417

Tableau 1. Tableau des échanges de remboursement

Echéance| Capital restant di (CRD) Intérét di | Remboursement mensuel constant|(*)
1 5000 000 175 000 511 458
2 4583333 160 417 511 458
3 4166 667 145 833 511 458
4 3750000 131 250 511 458
5 3333333 116 667 511 458
6 2916 667 102 083 511 458
7 2500 000 87 500 511 458
8 2083333 72917 511 458
9 1666 667 58 333 511 458
10 1250 000 43750 511 458
11 833333 29 167 511 458
12 416 667 14 583 511 458
Total i 1137500 i

*Remboursement mensuel constan94792 + 416667 = 511458 avec416667 = (5000000) /12
Total des intéréts dus 1137500
Intérét dus constants 1137500/12 = 94792

Etape 1 :Calculons la probabilité dont la formule de détermination est= ”(“Z((:; ) = wls)- ((1;”"*0
avecw(s) = 2500000; 1 + r = 511458 : c’est le remboursement mensuel constarit= 830000 ; u(s) =
5000000 ; a = 2500000-(811458+850000) _ (.2317; soiter = 23.17%.

Etape 2 : Calculons Ia valeur da et faisons un teste sur la valeur- sekil= o = 12T — 1,60,
pour le test\ = 1.60 € [Amin; Amaz)

Etape 3 : Décision de financement

Calcul de la probabilité ou I'emprunteur quitte son état demandeur pour étre un loésiéd du premier
contrat de crédit.




v =1- % =1- ﬁ = 0.375, commeX € [Anin; Amaz), '@agence de microfinance accepte le

renouvellement du crédit de son client.
Voici donc le graphe associé a cette situation :

Figure 2. Graphe a la fin de premiére année

Etat initial

> 625%

Voyons donc ce qui s’était passé au bout d'une année d'e&tNbus nous demandons si I'emprunteur
a pu rembourser l'intégralité de sa dette avec deux poséil

— soit I'emprunteur a pu rembourser la totalité de sa detis awec un défautd = 1) de remboursement
moyennant une pénalité pécuniaire de retard de 5000 ;

— soit I'emprunteur ne fait aucun défaut de paiement jusgd&rnier paiement de la mensualité.
Cas 1: Lemprunteur fait un défaut de remboursemént 1

_ 1-0.6(1—0.375) _
V(By, B1) = (1-0.2317%0.6)(1-0.6(1—0.375))—0.375(1—0.2317)(0.6)13 * AavecA = 0.2317 x (2500000 —

(511458 4 830000)).

Tout calcul fait, nous avorig (B;, By) = 310649, 161. Le cash-flow espéré a la période 2 séfa(s) =
wy_1(s) + V(By, By) = 2500000 4 310649, 16 = 2810645, 52.

Comme I'emprunteur n'accuse qu'un défaut partiel de rermrdeaent, il pourra encore bénéficier de
crédit de méme montant tout en restant a I'@atde bénéficiaire. La probabilité de réussite de son projet
o' au temps = 1 et a I'étatB, prend donc une nouvelle valeuf au temps = 2 et au méme étab; .

(! — ab).
1 __ 2810645,52—(511458+830000)

o = 5000000

=0, 2938, soita! = 29, 38%. Ce qui nous donne le graphe de Markov

suivant :

Figure 3. Graphe & la fin de la premiére année avec un défaut de remboarse



Etat initial

Cas 2: Sans défaut de remboursemedit=f 0). L'emprunteur passe d’'un état; a I'état B,. Dans cet
état By , aucun défaut de remboursement n’est toléré. Il pourranssde besoins bénéficier d’un crédit de
méme montant ou d’'un montant supérieur a 5 000 000.

(! — o =0.2317)

V(Bs, Bi) = —oirseo (2500000 — (511458 4 830000)) = 311777, 488

wy(s) = wi_1(s) + V(Ba, By) = 2500000 + 311777, 488 = 2811777, 488

La probabilité de réussite de son prajétau temps = 1 et a I'étatB; prend donc une nouvelle valeur
o autempg = 2 et a I'étatB,. (o — o).

oh = 2BLLTT7488—(511458+850000) _ 0,2940, soita” = 29, 40%. Ce qui nous donne le graphe de Markov

. 5000000
suivant :

Figure 4. Graphe a la fin de la premiére année sans défaut de rembourgeme



Etat initial

62,5%

Pour la suite, nous continuions avec le cas 2 en supposaliequarunteur emprunte une méme somme
gu’au premier contrat, c’est a dire une somate) = 5000000.

L'emprunteur poursuit son activité avec un nouveau emptehd00000 et aucun défaut de rembourse-
ment n'a été constaté durant son second conftats 3 = 29,40%.

V(I,By) = (17(0.670.375)(1+(1)._63.0§(2116)0;3(7157)0.294)*0.375(0.6)13 * AavecA = 2811777.488 — (511458 +
830000) * 29.40%.

Tout calcul fait, nous avong (I, B2) = 455361.829,

wi(s) = wi—1(s) + V(I, By) = 2811777.488 4 455361.829 = 3267139.317.

S prend donc une nouvelle valeur par la donnée de

[ = B20TIIBITBLATET830000) — (3851, soit§ = 38.51%. Le graphe de Markov devient alors :

Figure 5. Graphe a la fin de la deuxieme année

Etat initial

L'emprunteur poursuit son activité avec un nouveau empderit000000 tout en supposant qu’aucun
défaut de remboursement n'a été constaté durant son masientrat3 — 0 = 38.51%.

V(I,I) = (1,05(1,0,3851);(_1%2,((},(_1(13.73?7)5))—0.3851(0.6)13 x A avecA = 3267139.317 — (511458 +
830000) * 61.49%.

Tout calcul fait, nous avong (7, I) = 1878764.89,

wi(s) = wi—1(s) + V(I,I) = 3267139.317 4 1878764.89 = 5145904.207.

6 prend donc une nouvelle valeur par la donnée de :

g = D145904207-(BLABEE30000) _ 7608, soitd = 766.08%. Le graphe de Markov se présente ainsi :

Figure 6. Graphe a la fin de la troisieme année



Etat initial

62,5%

La relation entre I'emprunteur et son agence de microfindoce maintenant trois années .

L'emprunteur entre donc dans la phase de maturité du prageade crédit . Il est donc a ce stade un
client pur de la microfinance. A la quatrieme année , il siddlicin nouveau crédit de financement de 10
000 000 au taux réduit d’'intérét de 2%—(2%<r=3,5% auparavant). Il constante que sa consommation
incompressible augmente de 30% a celle du précédent;'seifl079000. Le total des intéréts di s'éléve a
1300 000 et I'intérét di constant a une somme de 108333,33juiG®us permet de calculer le montant du
remboursement mensuel constant qui s’éléve a 941 666,66 .

Ainsi ,nous pouvons a présent déterminer le profit espér@agtunteur au bout de la quatrieme année
d’activité aved = 76, 08% etw;_1(s) = 5145904, 207, le cash flow de la troisieme année :

V(L T) = st 0 eos i s ses—oraosoa * A VeCA = 5145904, 207 — (941666.66 +
1079000) * 0.2392.

Aprés tout calcul fait ,nous avon3(I, I) = 874447, 81. Le cash flow futur de 'emprunteur sera donc a
hauteur de :

wi(s) = wi—1(s) + V(I,I) = 5145904, 207 + 874447,81 = 6020352, 021.

La probabilité de réussite de son projet prend alors uneaiteuvaleur par le donnée de :

g = S020332.021 (04166666 +1079000) _ (.40, soitd = 40%. Ce qui nous donne le graphe de Markov

suivant :

Figure 7. Graphe a la fin de la quatrieme année



Etat initial

62,5%

Comme nous avons stipulé dans les travaux connexes querlzaBaagoura préfére s’appuyer sur I'ef-
fort effectué pour le remboursement moyennant un versedemé primep et un renouvellement du contrat
comme stratégie d'incitation. Quant a nous, nous préfdeoniglture des taux d'intérét réduits au stade d’'une
inclusion financiére. Dans notre exemple d'illustratione wifférence significative sur le plan économique
a été constatée suite au changement du taux d’intérét péatiq= 3,5% — 7 = 2%). En une année,
le taux d'intérétr = 3,5% rapporte 2 275 000 au préteur. Tandis que le taux d’'intécitiréui rapporte
seulement 1 300 000. Ce qui ne constitue en aucun cas uneppertéinstitution, bien au contraire, elle
gagne beaucoup plus en fidélisant ses clients. La différdaazs deux sommes constitue une économie
de I'emprunteur arrivant a construire une relation stabldeeconfiance avec le préteur. Oui bien sir, toute
chose étant égale par ailleurs. Cette différence s’éleéwe=2950000. Nous constatons que cette économie
couvre largement la consommation incompressible de I'emtpur pour un mois de I'année précédente.
D’apres les expériences vécues par la Grameen Bank, nons affsmer que le préteur peut aller jusqu’'a
réduire ce taux d'intérét & 5%. A ce taux réduit, 'économie de I'emprunteur passg & 1300000 qui
couvre largement sa consommation incompressible de undadiannée encours. Pour nous, cette stratégie
permet d’annihiler les problémes de défaut stratégique.ddinstitue par ricochet une stratégie d’incitation
dynamique.

Remarquons qu’'a la fin de la troisiéme année, la probalfilité tomber dans I'état d’exclusion finan-
ciere est plus grande que celle de rester dans I'état dsmriuinanciéere (voir ldigure 5). Ceci n'est rien
d’étonnant du fait que I'imprudence est trop élevée quand itarche comme sur des roulettes. Nous la
supposons bien sdr. C’est pourquoi la dissuasion au défatégique par le biais du taux d’intérét réduit est
d’une importance capitale. Offrir un taux d’intérét rédelgst inciter les emprunteurs a recalculer les colts
d’opportunité qui s’offrent a eux. En regardanffigure 6, nous constatons que la probabilitéiminue &
hauteur de 36%. Ce qui explique que l'incitation dynamigeetfficacement réduire davantage le risque
de défaut stratégique de remboursement.

6. Discussion

A l'instant initial, 'emprunteur dépose sa demande de fogement a l'institution de son libre choix.
Linstitution se charge a son tour d’étudier minutieusetrigfigibilité de la demande. A cet instant, le
parameétre\ modélisant le comportement futur de I'emprunteur permethagsir entre I'étatB; ou A' ou
I'emprunteur va attérrir. La probabilité de demande de it@ctordée dépend dg avecy = 1 — } (la
condition d’existence da a été donnée dans la section précédente) . Plus le parakngstegrand, plus la
chance de I'emprunteur d’avoir un prét est aussi grande.aleuv devy est jusque-la estimée a partir des
données historiques par l'institution. Quant a nous, nttaons une valeur a ce parametre en fonction de
la réussite future de I'emprunteur. Notre modéle ne laisse @ucun tdtonnement quant aux valeurs prises
de ses paramétres. En estimant la richesse brute egpérért + 1, notre modéle s’apparente a un arbre
de décision qui s’analyse en commencant par la fin et en rembdans le temps.



Nous avons trouvé qué (B, B1) < V (B2, B1) < V(I, By) < V(I,I) dans les deux camps. Résultats
soutenus par ceux de Osman Khodr et Francine Diener [3]. &tdre; nos résultats s’opposent a ceux
trouvés par Nahla Dhib, Francine Diener et Marc Diener [2]dans leur modeéle a quatre états affirment
que, quelque soit le facteur d’actualisation, "pour un mamtrepreneur ayant des rendements décroissants,
son flux a I'état initial est toujours rentable. Alors qu'dalise une valeul’ a I'état I faible et parfois
négative".

Notre modéle ainsi construit satisfait donc toutes les tygges présentées dans cet article. Nos résul-
tats montrent que linstitution de Microfinance est en syssbiavec ses clients. Des lors, dans le but de
maintenir en perpétuel cette relation, la microfinance @gbtirs a la recherche d'un systéme d’octroi de
crédit stable. La stabilité du systéme signifie que la loidabilité initiale vers laquelle le systéeme évolue
reste inchangée au fil du temps. La chaine de Markov regaegaésd’instant initial a la méme loi que la
chaine de Markov regardée a partir de tout instatMous avons construits donc un modéle tendant vers
une distribution stationnaire quelque soit la répartitittiale des bénéficiaires, résultat qui est confirmé par
ceux de Osman Khodr [4].

Tout modeéle n’est pas exempt de limite. Notre modele ne pdgbas en aucun cas a supprimer l'incerti-
tude liée a I'évaluation des richesses brutes futures guyndatie du risque inhérent a I'octroi de crédit. A cet
égard, nous avons supposé que la richesse brute attendireestriable aléatoire sans apporter une atten-
tion particuliere a sa détermination. De plus, les valesangits du parameétri sont des valeurs subjectives.
Le sort de 'emprunteur en dépens énormément : un interaaflez grand de valeur-seuil pénalise 'emprun-
teur (i.e\.q. €levé). Force est de constater que, quelque soit la vadelilr-se paramétre met le décideur ni
dans un état pessimiste ni dans un état optimiste. La sp&diela distribution de probabilité de la variable
aléatoirei;(s) mérite d'étre soulignée ™, 1(s) = Wi(s) + Vi(s/z) + &, avece, — N(0,0w ). La
richesse brute attendue de I'anrtée 1 qui est égale a la richesse brute de I'anhphus le profit net espéré
de 'année est une variation aléatoire ayant une distribution de mogemlle et d’écart-typeyy .

7. Conclusion

Cet article est une proposition d’'un modéle de prise de wécigui se rapproche de plus en plus de
la réalité de la microfinance. Les configurations de profityaoti étre atteintes, que ce soit du point de vu
emprunteur ou préteur, dépendent de I'ensemble d'étasitppes de la nature. A cet effet, quatre profits sont
possibles a déterminer au fur et a mesure que I'emprunteseptun état & un autre.

Lintroduction du parameétre dans ce modele permet d’éviter I'aversion au risque (soah#étion ou
surévaluation de I'emprunteur). Pour le cas de prét graufe¥a ultérieurement I'objet d’'un autre article.
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