
HAL Id: hal-02301936
https://hal.science/hal-02301936v1

Submitted on 30 Sep 2019

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Quelques résultats mathématiques sur un système
hyperbolique modélisant la chromatographie en phase

gazeuse avec prise en compte de l’effet de sorption
Christian Bourdarias, Marguerite Gisclon, Stéphane Junca

To cite this version:
Christian Bourdarias, Marguerite Gisclon, Stéphane Junca. Quelques résultats mathématiques sur un
système hyperbolique modélisant la chromatographie en phase gazeuse avec prise en compte de l’effet
de sorption. SMAI 2009, May 2009, La Colle sur Loup, France. �hal-02301936�

https://hal.science/hal-02301936v1
https://hal.archives-ouvertes.fr
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1 Introduction

On examine un modèle utilisé pour la séparation de composants gazeux par adsorption isotherme sélective
sur un substrat solide dans le domaine de la chromatographie, avec cinétique instantanée. L’effet de sorp-
tion (variations de vitesse liées au processus) est pris en compte via une contrainte de pression totale et
la cinétique d’échange entre phases est supposée instantanée, [4]. Le systéme est de type hyperbolique à
condition d’échanger les rôles de l’espace (en une dimension) et du temps.

Dans le cas de deux composés on obtient un système strictement hyperbolique 2×2 avec données initiales
et au bord, de le forme suivante, dans le quadrant t > 0, x > 0:

∂u

∂x
+
∂h(c)
∂t

= 0

∂(u c)
∂x

+
∂I(c)
∂t

= 0


c(0, x) = c0(x) ∈ [0, 1], x > 0

c(t, 0) = cb(t) ∈ [0, 1], t > 0

u(t, 0) = ub(t) > 0, t > 0,

u désigne la vitesse et c la concentration d’un composé. On décrit les invariants de Riemann et toutes
les entropies, on évoque quelques résultats récents sur ce système hyperbolique nonlinéaire:

• existences de solutions entropiques avec vitesse L∞ et concentrations BV ,[2, 3],

• convergence du schéma de Godunov, [2, 3],

• structure stratifiée de la vitesse, application au passage de la limite faible sur la vitesse entrante et
la limite forte sur la concentration dans le tube, [5],

• Exemple d’explosion de la vitesse dans L∞ avec donnée dans L∞ pour la concentration, [6],

• formulation cinétique et application au développement d’un schéma numérique, [7].

2 Le modèle

Pour une discussion plus détaillée sur le modèle, on renvoit à [4]. La Chromatographie gaz-solide
est une technique d’analyse des mélanges gazeux.

“Le mélange analysé est vaporisé à l’entrée d’une colonne, qui renferme une substance active solide ap-
pelée phase stationnaire, puis il est transporté à travers celle-ci à l’aide d’un gaz porteur.

Les différentes molécules du mélange vont se séparer et sortir de la colonne les uns après les autres et
après un certain laps de temps qui est fonction de l’affinité de la phase stationnaire avec ces molécules.”
source: (Wikipedia)
Les équations de conservation de la masse sont:

∂t(ci + qi) + ∂x(u ci) = 0, 1 ≤ i ≤ d.

Les qi et les ci ne sont pas indépendants :

qi = q∗i (c1, · · · , cd)



q∗i est la ieme isotherme : résulte de considérations thermodynamiques ou de mesures .
Les inconnues sont donc la vitesse u, les concentrations en phase gazeuse ci (en moles/m3)
u est une inconnue contrairement la chromatographie liquide, voir les travaux de F. James & co,
[13, 16, 17].

Voici quelques exemples d’isothermes:
Isotherme linéaire : q∗i = Ki ci, avec Ki ≥ 0
Isotherme de Langmuir : q∗i = Qi Ki ci

1+

d∑
j=1

Kj cj

, avec Ki ≥ 0, Qi > 0

Isotherme BET : pour un seul gaz actif et un gaz inerte porteur

q∗i =
QK c1

(1 +K c1 − (c1/cs))(1− (c1/cs))
, Q > 0, K > 0, cs > 0,

On se concentre sur le cas de deux composants, avec ρ ≡ 1 (ce qui n’est pas très restrictif) et x ∈ IR+:

∂t(c1 + q∗1(c1, c2)) + ∂x(u c1) = 0, (1)
∂t(c2 + q∗2(c1, c2)) + ∂x(u c2) = 0, (2)

De plus la densité totale ρ ne dépend pas de x dans le processus. On prend ρ ≡ 1 pour simplifier.

c1 + c2 = ρ = 1 (3)

On pose alors c = c1 et qi(c) = q∗i (c, 1− c), i = 1, 2.
(1) + (2) donne alors, avec (3):

∂t(q1(c) + q2(c)) + ∂xu = 0

N.B. : les propriétés classiques des isothermes induisent : q′1 =
dq1

dc
≥ 0 et q′2 =

dq2

dc
≤ 0

Finalement, le système s’écrit: {
∂t(c+ q1(c)) + ∂x(u c) = 0,

∂th(c) + ∂xu = 0,

avec h(c) = q1(c) + q2(c), complété par des données initiales et entrantes :
c(0, x) = c0(x) ∈ [0, 1], x > 0,

c(t, 0) = cb(t) ∈ [0, 1], t > 0,

u(t, 0) = ub(t) > 0, t > 0.

3 Hyperbolicité du système

L’analyse du système est faite en inversant les variables x et t (mais on ne les renomme pas) d’après [19]:{
∂x(u c) + ∂t(c+ q1(c)) = 0,

∂xu+ ∂th(c) = 0,

Les valeurs propres sont 0 et λ =
H(c)

u
avec H(c) = 1 + (1− c) q′1 − c q′2 ≥ 1

Le système est strictement hyperbolique pour u > 0,[14, 20]. De plus :

dλ · r =
H(c)
u2

f ′′(c)

avec r : vecteur propre associé à λ et

f(c) = q1(c)− c h(c)= q1 c2 − q2 c1
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λ est vraiment non linéaire quand f” 6= 0.

Donnons quelques remarques sur la convexité de f , des isothermes et donc sur la vraie non linéarité de
la valeur propre λ.

Isotherme de Langmuir : f ′′(c) = 2 (Q2K2−Q1K1)(1+K1)(1+K2)
(1+K1 c+K2 (1−c))3 a un signe constant.

Isotherme BET : on suppose le composé 2 inerte, alors f(c) = (1− c) q1(c) n’est ni concave ni convexe

A part certains cas importants : Langmuir, ammoniaque, vapeur d’eau, les isothermes sont généralement
non convexes
Interprétation chimique: à chaque point d’inflexion de l’isotherme le composé adsorbé couvre le
substrat et une nouvelle couche commence à se fixer

3.1 Invariants de Riemann

Des calculs sur les solutions règulières, [2], montrent que

∂x (uG(c)) = 0 (4)

∂xc+
H(c)

u
∂tc = 0, (5)

avec g′(c) =
−h′(c)
H(c)

, G = exp(g). Le système admet donc les invariants de Riemann :

c et W = uG(c) = u eg(c).

Un autre écriture de l’invariant de Riemann W est particulièrement utile pour obtenir des estimations
sur inf u et sur u dans BV . C’est l’invariant de Riemann w = ln(W ) = ln(u) + g(c).

3.2 Entropies

Il existe une famille d’entropies régulières données par [3]:

S(c, u) = φ(W ) + uψ(c),

φ et ψ sont des fonctions régulières et W = uG(c).
Les flux d’entropie correspondants satisfont

Q′(c) = h′(c)ψ(c) +H(c)ψ′(c)

Pour toute fonction régulière convexe ψ, S = uψ(c) est convexe, mais non strictement convexe !

Il y a des entropies strictement convexes de la forme S = φ(W ) si et seulement si G′′ ne s’annule pas sur
[0, 1], voir [3].

En particulier Sα(c, u) := uαGα(c) est une entropie croissante en W et strictement convexe si α > 1 et
G′′ > 0, ou α < 1 et G′′ < 0.

En fait : si G′′ change de signe, il n’y a pas d’entropie strictement convexe.

On peut maintenant définir les solutions faibles entropiques.

Définition 3.1 [Solutions faibles entropiques]
Soient T > 0, X > 0,

u ∈ L∞((0, T )× (0, X)) et 0 ≤ c(t, x) ≤ 1 p.p. dans (0, T )× (0, X)

(c, u) est une solution entropique si pour toute fonction convexe ψ :
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∂x (uψ(c)) + ∂tQ(c) ≤ 0

au sens des distributions, avec
Q′ = Hψ′ + h′ψ.

Remarque : si G′′ garde un signe constant sur [0, 1], (c, u) doit satisfaire :

signe(G′′) ∂x (uG(c)) ≤ 0, sur [0, 1]

3.3 Quand le système est-il de Temple?

Le système d’adsorption (1), (2), (3) a tant de propriété qu’il est naturel de se demander s’il appartient
à la classe de Temple, [14, 20].

En général, on a montré que le système n’est pas dans la classe de Temple, [6]. En effet Supposons f ′′ > 0.
Le système est de Temple si et seulement si ∂xW = 0 pour toute solution entropique ( W = uG(c) ).

Exemples de cas où le système d’adsorption est dans la classe de Temple :

• si G′′ = 0 alors le système est de Temple.

• si q1 = 0 (gaz 1 inerte), le système est de Temple si et seulement si q′′2 = 0.

4 Problème de Riemann

Nous avons étudié le problème de Riemann du système d’adsorption (1), (2), (3) dans [2, 3]. On le pose
sous la forme suivante{

∂xu+ ∂th(c) = 0,

∂x(uc) + ∂t(c+ q1(c)) = 0,

c(0, x) = c− ∈ [0, 1], x > 0,
{

c(t, 0) = c+ ∈ [0, 1],
u(t, 0) = u+ > 0, t > 0

et on cherche une solution faible autosimilaire :

c(t, x) = C(z), u(t, x) = U(z) avec z =
t

x
> 0

4.1 Raréfactions

Supposons par exemple 0 ≤ a < c− < c+ < b ≤ 1 and f ′′ > 0 in ]a, b[. Alors la seule solution régulière
autosimilaire est telle que : 

C(z) = c−, 0 < z < z−,
dC

dz
=

H(C)
z f ′′(C)

> 0, z− < z < z+

C(z) = c+, z+ < z,

,

où z+ =
H(c+)
u+

, z− = z+ e−Φ(c+) avec Φ(c) =
∫ c

c−

f ′′(ξ)
H(ξ)

dξ

De plus u− =
H(c−)
z−

, et U est donné par
U(z) = u−, 0 < z < z−,

U(z) =
H(C(z))

z
, z− < z < z+,

U(z) = u+ z+ < z.

4



4.2 Chocs

On cherche un choc admissible au sens de Liu, [14], car il y a des ondes composites.
Soit U− un état donné.
Supposons que λi(U−) soit une valeur propre simple et soit Wi(s) une i-courbe de choc passant par U−.
Un i-choc de vitesse σ qui connecte U− = Wi(0), à gauche, à U+ = Wi(1), à droite, satisfait la condition
d’entropie de Liu si

∀τ ∈ [0, 1] σ ≤ σi(τ )

où σi(τ) est la vitesse du choc (U−,Wi(τ))

Si (c−, c+) satisfait le critère d’admissibilité alors le problème de Riemann admet une solution sous forme
d’un choc défini par :

C(z) =
{
c− if 0 < z < s,
c+ if s < z

, U(z) =
{
u− if 0 < z < s,
u+ if s < z

,

où u− et la vitesse s du choc sont donné par :

[f ]
u− [c]

+
1 + h−

u−
= σ =

[f ]
u+ [c]

+
1 + h+

u+

Remarque fondamentale : un choc connectant deux états U− et U+ tels que c− 6= c+ satisfait la
condition d’admissibilité de Liu si et seulement si:

pour tout c entre c− et c+,
f(c+)− f(c−)

c+ − c−
≤ f(c)− f(c−)

c− c−
.

4.3 Discontinuité de contact

Deux états U− et U+ sont connectés par une discontinuité de contact dans les deux cas suivants:

• pour la valeur propre 0:
c− = c+ & u− 6= u+

• pour la valeur propre λ quand elle est linéairement dégénérée:

c− 6= c+, u−G(c−) = u+G(c+), et f affine sur [c−, c+].

Ces trois résultats pour résoudre le problème de Riemman ont déjà été trouvés formellement par une
équipe de chimistes,[21].

En revanche, nous avons trouvé l’estimation clef suivante.

Lemme 4.1 [ Estimation BV pour ln(u) à travers une λ-onde], [3]
Soit U la solution du problème de Riemann (c−, c+, u+).
On suppose U+ = (u+, c+) connecté à un état intermédiaire U0 par une λ-onde composite pour z0 < z <
z+ et U0 connecté à U− = (u−, c−) par une 0-discontinuité de contact (c0 = c−).
Alors il existe une constante γ dépendant seulement des fonctions q1, q2 et de leurs dérivées telle que :

TV [ln(u(z)), (z0, z+)] ≤ γ |c+ − c0|.

5 Résultats mathématiques

Nous avons obtenu l’existence de solutions faibles à l’aide de schémas numériques. Nous avons découvert
une structure stratifiée de la vitesse qui permet de passer à la limite faible sur la vitesse entrante.
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5.1 Existence de solutions

Nous avons prouvé l’existence de solutions faibles entropiques à l’aide du schéma de Godunov,[2, 3], et
de l’algorithme de suivi de front (FTA), [5].
Notre première approche a été d’utiliser le schéma de Godunov sous la condition (CFL) :

sup
[0,∆t[×[0,∆x[

u = max(u−, u+) <
∆x
∆t

,

des données BV pour la concentration, et une vitesse entrante seulement L∞. Noter que nous avons
obtenu un rare résultat de convergence du schéma de Godunov pour un système 2× 2.

Théorème 5.1 [Existence de solution faible entropique], [3]
Soient X > 0, T > 0. si c0 ∈ BV (0, X), cb ∈ BV (0, T ), ub ∈ L∞(0, T )

0 ≤ c0, cb ≤ 1 et inf
0<t<T

ub(t) > 0

Alors il existe une solution entropique (c, u) telle que :

0 ≤ c ≤ 1, |u| ≤ ‖ub‖∞ exp(γ TV (cI)) et inf u > 0
c ∈ L∞((0, T );BV (0, X)) ∩ L∞((0, X);BV (0, T ))

c ∈ Lip(0, T ; L1(0, X)) ∩ Lip(0, X ; L1(0, T ))
ln(u) ∈ L∞((0, T );BV (0, X))

L’unicité a a été obtenue dans le cas d’un gaz actif et d’un gaz inerte porteur dans une classe de fonctions
“régulières par morceaux”, mais avec des hypothèses restrictives sur les isothermes, [2].

5.2 Structure stratifiée de la vitesse

Pour notre deuxième approche, on a utilisé un schéma plus précis: le “Front Tracking Algorithm”,
[8, 14]. Cet algorithme (noté FTA) permet de montrer l’existence d’une solution entropique, avec une
analyse plus fine de la régularité de la vitesse. On a ainsi obtenu dans [5]:

• Structure L∞t ×BVt,x de la vitesse

• Stabilité par rapport aux limites faibles en vitesses.

Cette approche est cependant limitée à f” > 0, le cas où la valeur propre λ est vraiment non linéaire.
Le cas d’ondes composites est plus difficile à traiter avec le FTA, [1, 14, 15].

Dans la suite, (u, c) est une solution entropique construite à partir du FTA, avec des données concentra-
tions c0, cb à variation bornée On s’intéresse à la régularité de la vitesse u :

Théorème 5.2 [Stucture BV de la vitesse avec vitesse entrante L∞], [5]
Si lnub ∈ BV (0, T ), alors c ∈ BV ((0, T )× (0, X)) et

u ∈ L∞((0, T ), BV (0, X)) ∩ L∞((0, X), BV (0, T )).

Si lnub ∈ L∞(0, T ), alors u peut s’écrire

u(t, x) = ub(t)× v(t, x)

avec
ln v ∈ L∞((0, X), BV (0, T )) ∩ L∞((0, T ), BV (0, X)).
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Cette structure stratifiée de la vitesse permet de propager des oscillations de grandes amplitudes pour la
vitesse, [5], comme dans [9, 10, 11, 12, 18].
De plus, un résultat de stabilité découle de ce résultat. On peut passer à la limite faible sur la vitesse
entrante et on obtient un passage à la limite forte sur la concentration qui vérifie un système d’adsorption
moyenné.

Corollaire 5.1 [Passage à la limite faible sur la vitesse entrante],[5]
On se donne :

• des concentrations c0 (initiale) et cb (entrante) à variation bornée

• une famille (uεb)0<ε<1 de vitesses entrantes avec ln(uεb) borné dans L∞ et t.q.

uεb ⇀ ub in L∞(0, T ) weak *.

• (cε, uε) une solution entropique sur (0, T ) × (0, X) obtenue par le FTA, associée aux données ci-
dessus.

Alors, à extraction près d’une sous suite :

cε(t, x) → c(t, x) dans L1([0, T ]× [0, X]),
uε(t, x) ⇀ u(t, x) dans L∞([0, T ]× [0, X]) faible *,
uε(t, x) = uεb(t)× v(t, x) + o(1) dans L1([0, T ]× [0, X]),

avec v(t, x) =
u(t, x)
ub(t)

et (u(t, x), c(t, x)) solution entropique associée aux données c0(x), cb(t) et ub(t).

6 Travaux en cours

On a obtenu récemment d’une part un modèle cinétique, [7], et, d’autre part, on a découvert un nouveau
phénomène de blow-up, [6].

6.1 Un modèle cinétique

On a obtenu une formulation partiellement cinétique du système d’adsorption.

Théorème 6.1 [Formulation cinétique], [7]
Si (u, c) est une solution faible entropique , alors il existe une mesure positive m(t, x, ξ) t.q. :

∂x(uχ(c, .)) + a(ξ) ∂tχ(c, .) + ∂t (h(c)χ(c, .)) = ∂ξm.

où χ(c, ξ) :=
{

1 si 0 < ξ < c
0 sinon et a(ξ) = H(ξ)− h(ξ)

Inversement, s’il existe u > 0 t.q. lnu ∈ L∞, une fonction f(t, x, ξ) ∈ L1
ξ t.q. f soit une fonction

indicatrice, et une mesure positive m t.q.

∂x(u f(t, x, ξ)) + a(ξ) ∂tf(t, x, ξ) + ∂t (h(c) f(t, x, ξ)) = ∂ξm

alors (u, c) est une solution entropique, avec c(t, x) =
∫ 1

0

f(t, x, ξ) dξ

Cette formulation nous a permit de trouver un schéma cinétique pour palier aux ondes composites
difficilement solubles par un schéma de Godunov en pratique.
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6.2 Un exemple de ”Blow up“ doublement caractéristique

Sous les hypothèses :

G′′ < 0, h′ et f ′′ ne s’annulent pas, et le système n’est pas de Temple,

on a construit dans [6] une solution pour laquelle || u(., x) ||L∞(0,T )→ +∞ en “pseudo temps” x fini, pour
des données initiales arbitrairement petites.

L’hypothèse G′′ < 0 est cruciale car alors ∂xW ≥ 0 et u peut exploser.
De plus cette hypothèse est vérifiée pour l’ammoniaque et la vapeur d’eau et, plus généralment dans le
cas d’un gaz inerte et d’une iostherme strictement convexe pour le gaz actif.

Ce phénomène montre qu’une théorie L∞ ne peut pas aboutir sans hypothèses supplémentaires. De plus
cette explosion survient au bord du domaine qui devient doublement caractéristique. Cela conduit a
d’autres pistes de réflexions: la solution est-elle prolongeable en dehors du bord? avec des hypothéses
supplémentaires sur les données au bord, une théorie L∞ est-elle posssible?
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Marguerite GISCLON, Université de Savoie, LAMA, UMR CNRS 5127, 73376 Le Bourget-du-Lac,
gisclon@univ-savoie.fr
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