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Résumé : On étudie la convergence de solutions BV du systeme des équations d’Euler
isothermes avec un coefficient d’amortissement, lorsque ce coefficient tend vers 'infini. On
montre que la densité tend vers la solution de I’ équation de la chaleur. Les estimations-clé
sont obtenues a l'aide du schéma de Glimm. Le méme type de résultat avait été obtenu
dans [4] - par des techniques totalement différentes - pour des solutions régulieres du
p-systeme.

Relaxation of the Isothermal Euler equations

with damping to the heat equation

Abstract: We consider the system of isothermal Euler Equations. For BV solutions,
we show that the density converges to the solution to the heat equation when the friction
coefficient ! tends to infinity. The same type of results has been obtained in [4] - with
totally different methods - for smooth solution to the p-system.

1 Introduction

On s’intéresse a des solutions faibles ( pouvant présenter des chocs ) du systeme d’Euler
isotherme, avec un second membre modélisant la porosité du milieu.

Soit 1/e > 0 le coefficient d’amortissement, p® la densité et u® la vitesse du fluide. Le
systeme s’écrit :

{&ﬁps + Gu(p = ) = po(w) (1)
+ O (w) +p7) = —pufe,  w(0,2) = wup(x)



On demande que les données initiales vérifient :
po(2) = pmin > 0 et po(.), uo(.) € BV(R) (2)

ou BV (R) est I'ensemble des fonctions a variation bornée sur R. On peut montrer que
pfuf = O(e), et que quand € — 04, (p°) converge vers py dans L}, (R} x R,), ce qui n’est
pas une information d’'un grand intéréet! Pour avoir plus d’informations, il faut étudier le

1
comportement des solutions pour des temps grands en —. Ceci a été fait dans [4] pour le p-

€

systeme mais pour des données initiales régulieres. Le but de cette Note est de démontrer
un résultat analogue pour des données présentant des chocs et dans le cas ou p(n) = n.
Pour cela, on introduit, comme dans [10], une variable de temps lent :

s = ¢&t,

sans modifier la variable d’espace: il s’agit donc d’un scaling “ parabolique ”. Pour alléger
les notations, on notera encore p° et u° la densité et la vitesse en variable (s,z). Le
contexte précisera la variable de temps choisie. De maniere précise nous allons démontrer
le résultat suivant :

Théoréme 1 Soit (p°, u®) une famille de solutions entropiques de (1), (2) construites par
le méme schéma que dans [11], et soit p lunique solution de

op Fp

B B 0, p(0,2) = po(x). (3)

Alors, nous avons les convergences suivantes ( en variables s,z )
p° — p dans L, ,(RT x R,) fort et, p°u® /e — —O,p dans L,,.(RT x R,) faible .

Le terme d’amortissement a tendance a évidemment tendance & réduire la taille des discon-
tinuités de la densité et la quantité de mouvement limite est donnée par —0,.p.

2 Estimations uniformes

On commence par donner des estimations sur la solution du systeme (1) discrétisé.
On utilise le méme splitting que dans [11]. Le systeme se décompose en deux parties :

(E) : { 0y p° + az(p8u5> = 0, (O) : aauf UE/E.

Opus) + Ou(p(u)? +p7) = 0, -
Rappelons que pour le systeme d’Euler isotherme (E), (ou le coefficient e n’intervient
plus), le probleme de Riemann est le probleme de Cauchy associé a la donnée initiale
V(0,2) = Vi, £x > 0, ouici V := (p, u). La solution présente au plus deux ondes simples
reliant V_ et V. a un état intermédiaire V4. Soit 1 := In p, on note
S(V_, Vi) :=1no —n-| + |no — n4|]. On a pour tout t > 0 : TV,n(t,.) = S(V_,V,), et de
plus

|uz — ol < f(ln+ = mol), (4)
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ol f est une fonction donnée: f € C*(R,R) et f(0) = 0. On utilisera le résultat suivant :

Lemme 1 ([11]) Soit 0 < a <1, Vi := (p+,us) et Vi i= (ps, qus) alors
S(V—7V+> < S(V—7V+)'

Rappelons brievement le schéma numérique utilisé dans [11]. On introduit un pas d’espace
h et d’un pas de temps k qui vérifiera la condition C. F. L. Soient, z; := ih,7 € 7Z,

t; == jk,j € N. A chaque instant ¢;, la solution approchée Vj,(¢;,.) est constante sur
chaque intervalle [; :=|z; — h/2,x; + h/2], et V},(0, ;) est égale a la moyennede Vy(z) sur
I;. Soit (7;);en une suite équidistribuée sur | — 1,1[, on définit V}, par récurrence sur j.
Pour chaque 4, on résout le probleme de Riemann sur [t;,t;41[X]z;, z41[. On pose
f/h(tjﬂ, x;) = limy_y,, Vi(t, 2, +;h/2). Cest donc simplement une étape du schéma de
Glimm. Puis, on effectue la deuxieme partie du splitting:

pn(tj1s i) = pultjin, i) et up(tjpr, vi) = n(tji1, v;) exp(—k/e).

Les estimations-clé vont s’obtenir grace a la fonctionnelle de Nishida: N; := }>,c7 S; ; ou
Sij = S(Vin(t;, ), Vi(t;, xix1)). Pour h: R — R, soit VT, (h) sa variation totale:

n

VT,(h) = sup ST (i) = h(xiy))-
neN, xo<r <<z, =1

Proposition 1 La suite (N;);en est décroissante, et il existe une constante K, telle que :

sup Sup(VIop™(t, ) + VIt ) + 0%l oy + 10l oo wy) < K (5)
€ >

DEMONSTRATION : Montrons la décroissance de (N;) par récurrence sur j.

Nigi =D S <3 SVa(tisr, 2), Vi, xi1)) < D Siy = N;

S/ 1EL 1€ZL

La premiere inégalité s’obtient par le Lemme 1, la deuxieéme est une propriéte remarquable
de (NN;) : la fonctionnelle de Nishida décroit pour le systeme (£) [9]. On a donc, pour
tout t > 0, VI,mu(t,.) < No. D’apres [13], lim, o Vi(t, 2) = lim,— 40 Vo(t, ). Ainsi
une borne L*(R;, BV (R,)) de V}, donne une borne L*(R;” x R,) de V},. Donc n;, est
borné dans L (R;” x R,). D’apres linégalité (4): VT,ui(t; + k/2,.) < CN; < C'Np, ol
C' est une constante indépendante de ¢t et de €. Ceci nous donne une borne de uj dans
L>*(R;, BV(R,)). L’inégalité (5) est donc démontrée pour les solutions approchées. Elle
reste vraie, a la limite quand A tend vers 0 (cf [3]). O
Nous utiliserons aussi le résultat suivant.

Lemme 2 [ existe une constante C' telle que Ve > 0,VA >0 :

s
o ol
/_A pE(s,x)de < C+ CA%. (6)



DEMONSTRATION : On écrit le systeme (1) en variable s.

{&p‘€ +  0.(puc/e) = 0, (7)
e0s(pus) + Ou(p" (W)’ +p°) = —pu/e.

Soit sign la fonction signe: sign(x) = £1 si & > 0. Soit n > 0, on note o, la régularisée
classique de la fonction signe définie par :

+1 st tu>n
UU(U) = E si |U| S n .
n

On va effectuer un calcul dansBV (R) ([14]). On multiplie la deuxieme équation par o,),
on intégre par rapport a x sur | — A, A[ et on en prend la limite supérieure quand 7 tends
vers 0. On obtient :

d A e, € . A c/ e\2 A A
P /_A,O |u|(s,.)dz +limsup {/Aana (p°(u®)*)(s,.)dx +/_A0”a’“0 (3’.)0[33}

77—>0

/ qul
= — LE.

Le terme entre accolades est une mesure bornée sur R multipliée par o, et intégrée sur
| = A, Al. C’est donc majoré par une constante C indépendante de A, de ¢ et de 1. En
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posant Y'(s / p° Ju |(s x)dz, on a donc:

2Y' 1Y <O (8)

De plus, a 'aide de la borne L de la proposition 1, on a p®|uf| qui est najorée par un
constante Cy et donc:

Y (0) < CzAé (9)

Dong, par le lemme de Gromwall, on obtient(6) avec C' = C; + Cs. O

Remarque 1 On a seulement un contréle BV N L*(R) de la donnée initiale. Si on
rajoute un controle L*(R) de ug(.), alors on obtient une majoration indépendante de la
taille de lintervalle dans les inégalités (9) et (6). Cependant [’estimation BV ne donne

qu’une compacité dans L},., on a donc pas besoin ici d’estimation indépendante de A.

3 Démonstration de la convergence

Proposition 2 Nous avons les convergences faibles suivantes :

En,E

p° — p dans L (R} x R,) faible, re —pe dans L*(RY x R,) faible-étoile.
£



DEMONSTRATION : Fixons S et A. La suite e ! p°u® est bornée dans Lj,.([0, S] x [ A, A])
grace au lemmme 2. Quitte a extraire une sous suite, on peut noter r une limite faible
de (pf) dans L* et j une limite faible de (¢!p°u®).En passant & la limite faible dans la
deuxieme équation de (7) on a j = —r,. En reportant dans la premiere équation de (7) on
trouve que 7 est une solution de (3) sur [0,S] x [-A, A]. Par le procédé de la sous-suite
diagonale, on peut montrer que r est solution de (3) sur RT x R. Donc r = p et la suite
bornée (p°) n’a qu'une limite faible, donc toute la suite converge faiblement. O

Nous pouvons maintenant montrer la convergence forte de la densité du fluide.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1 : Nous avons:

BV,(J]—AA) C L.(]— A A]) C (Wl’oo) (] — A, A]). La premiere injection est compa-
cte, la deuxiéme continue. La suite (p°) est bornée dans L> (RS, BV (R,)). Soit S > sy > 0.

(>

D’apres la premiere équation de (7) et la borne du Lemme 2, la suite ai est bornée
s

dans L*>([so, 5], (Wl’oo), (] — A, A])). En utilisant une extension du Lemme d’Aubin (voir
7],[12]), on en déduit que (p°) converge fortement vers p dans L*([sg, S|x] — A, A[. Ceci
étant vrai pour tout sy > 0 et (p°) étant bornée dans L=(R; x R), la convergence forte
a aussi lieu sur L'([0, S]x] — A, A|). O
Ceci acheve de de démontre le résulat annoncé. Dans un travail en préparation [6],nous
démontrerons un résultat analogue - avec une méthode totalement différente - pour la
convergence du systeme d’Euler-Poisson isotherme vers les équation de dérive-diffusion.
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