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Résumé— Cet article propose la commande en suivi de
trajectoire d’un nouveau dispositif de rééducation des membres
inférieurs en chaine musculaire fermée. L’effort du patient
appliqué sur cette machine est considéré comme une perturbation
externe a la dynamique du systeme. Le modéle dynamique obtenu
de ce dispositif est écrit sous forme d’un multimodéle de type
Takagi-Sugeno (T-S). Une loi de commande de type non-PDC
(Parallel-Distributed-Compensation)  est  synthétisée  afin
d’assurer le suivi de trajectoire de ce systeme en boucle fermée
avec atténuation des perturbations externes. Des conditions de
stabilit¢ sont données sous forme d’inégalités linéaires
matricielles en utilisant une fonction de Lyapunov non-
quadratique. Enfin, la simulation d’un mouvement isocinétique
illustre I’efficacité de I’approche proposée.

Mots clés— Dispositif de rééducation, chaine musculaire fermée,
multimodeles, descripteurs, suivi de trajectoires, LMI.

I. INTRODUCTION

L’assistance aux techniques de rééducation fonctionnelle a fait
I’objet de nombreuses études ces derniéres années [1][2].
Ainsi, un grand nombre de machines, de robots de rééducation
et/ou d’assistance ont été congues pour répondre a des besoins
spécifiques exprimés par les médecins rééducateurs. Parmi ces
dispositifs, les machines dites isocinétiques telles que les
machines Cybex ou Multi-Iso ont été développées pour la
rééducation des membres inférieurs en chaine musculaire
ouverte (CMO) [3][4]. Plus récemment, la rééducation en
chaine musculaire fermée (CMF) a fait I’objet d’attentions
particuliéres pour son aptitude a stabiliser I’articulation ciblée
tout en assurant des exercices proches de ceux utilisés dans la
vie courante [5][6]. Dans ce cadre, un nouveau concept de
machine de rééducation en CMF, nommé Sys-Rééduc, a été
proposé [7]. Généralement les machines isocinétiques sont
asservies en position, vitesse et force [4]. Cependant, elles
n’assurent pas le rejet des perturbations externes telles que les
actions mécaniques (forces et couples) qu’exerce le patient sur
la machine. Ainsi, sur la base d’une structure de commande
générique proposée et validée expérimentalement sur Multi-Iso
[8], cet article propose 1’application d’une loi de commande
non linéaire pour le dispositif Sys-Rééduc. Notons que dans
[71[8], seule la stabilisation a été traité. Cependant, 1’objectif
d’une telle loi de commande est d’assurer la sécurité de
’utilisateur lors d’un mouvement complet de rééducation. De
ce fait, I’objectif est de garantir le suivi de trajectoire dans
I’ensemble de 1’espace opérationnel tout en assurant
I’atténuation des perturbations externes. Parmi les approches
de commandes non linéaires, la commande de type Takagi-
Sugeno a été récemment plébiscité pour son efficacité tant
pour les aspects théoriques [11][12][13][14] que pratiques

[8][15][16]. Aprés avoir rappelé le concept et la modélisation
dynamique de Sys-Rééduc, la synthése d’une telle loi de
commande sera proposée sur la base d’un multimodéle de type
Takagi-Sugeno (T-S) [10]. Le choix se portera sur ce type de
modéles dans la mesure ou ceux-ci constituent une
méthodologie ¢élégante d’approximation universelle des
systtmes non linéaires [11][13]. De plus, une approche
descripteur sera considérée dans la mesure ou cette classe de
systémes constitue une écriture naturelle des systémes
mécanique [15][16]. D’autre part, afin de fournir les conditions
moins conservatives que celles classiquement rencontrées dans
la littérature [13][14], une fonction de Lyapunov non
quadratique sera considérée. Dans la derniére section, des
résultats en simulation illustreront les performances de
I’approche de commande proposée.

Il. CONCEPT ET MODELISATION DE SYS-REEDUC
A. Concept cinématique du dispositif Sys-Rééduc

La figure (1) présente le concept cinématique de la machine de
rééducation Sys-Rééduc dans le plan sagittal. Le patient est
assis sur un siége fixé au bati de la machine. Le tronc et le
bassin sont supposés fixes par rapport au bati. Seules la
rotation interne-externe suivant l’axe Z,, repérée par la

variable @, (t), et le mouvement de translation du support

mobile suivant I’axe X, repérée par la variable g (t), sont

mobiles et actionnés par des moteurs a courants continus. Ces
deux axes suffisent donc pour solliciter la majeure partie des
articulations et des groupes musculaires du membre inférieur.
Ainsi, la rééducation ou le renforcement musculaire peut étre
pratiqué de fagon spécifique au cours d’un mouvement ciblé.
Par exemple, le mouvement du membre inférieur avec le pied
en rotation externe et en extension favorise 1’étirement des
ischio-jambiers internes.

y

9 (t)

Tronc

Cuisse

Siége inclinable

mn

Bati de la machine

Fig. 1. Concept cinématique du dispositif Sys-Rééduc dans le
plan sagittal



Pour plus de détail sur la structure mécanique de Sys-Rééduc,
le lecteur pourra se référer a [7].

Notons qu’ici, la structure cinématique n’est présentée que
pour un seul des deux membres inférieurs. En effet, les
fonctions de chacun des membres inférieurs étant symétrique,
le dispositif final est composé de deux structures cinématiques
identiques a celle présentée figure 1.

B. Structure de commande utilisée

Une structure de commande, validée expérimentalement sur
une machine de rééducation des membres inférieurs en chaine
musculaire ouverte, a été proposée dans [8]. Dans le cadre de
cet article, nous reprenons les principes de cette structure afin
de I’appliquer a Sys-Rééduc. Celle-ci, présentée figure 2, est
basée sur deux étages [8]:

- Un étage de commande continue du systéme mécanique que
constitue le dispositif de rééducation. Celui-ci permet de
fournir un comportement sécuritaire en assurant la stabilité
de la partie mécanique quelque soit 1’action réalisée par le
patient. Dans ce cas, on peut considérer I’action humaine
comme une perturbation externe qu’il convient d’atténuer ou
de rejeter. Notons qu’a lui seul, cet étage ne permet pas la
conduite volontaire du systéme par le patient.

- Un étage de génération de trajectoires relatives a un
mouvement de rééducation spécifi¢ par le médecin (flexion-
extension isocinétique, isométrique, isotonique...). Cet étage
est basé sur une machine a états discrets [3][9] et permet la
conduite volontaire du systéme par le patient. Ainsi, selon
I’effort appliqué par le patient sur le dispositif, une
trajectoire désirée et cohérente est générée.

Dans la suite de cet article, nous nous intéresserons a la
synthése de loi de commande en suivi de trajectoire pour
I’étage continu. Par ailleurs, pour un dispositif de rééducation
des membres inférieurs, les différents modes de rééducation
ont étés traduits en terme de machine a états discrets [3][8][9]
et ne seront pas repris dans cet article.

Perturbation
force l externe
patient L, trajectoire E trajectoire
Geénérateur désirée tage réelle
/\/\ de Continue
| consigne N\ (BF) TN/

Fig. 2. Structure de contréle-commande d’un systéme de
rééducation.

C. Modeéle dynamique du dispositif
modélisation T-S

Sys-Rééduc et

La figure 3 représente le principe mécanique de Sys-Rééduc.
Cy:(t) et Cy,(t) sont respectivement les couples moteurs
permettant la mise en mouvement des degrés de liberté
associés aux variables g, (t) et g,(t). On considére, pour
synthétiser la loi de commande, que seule la machine est a
contrdler, via les couples moteurs, et que le patient applique un
effort externe qui se traduit par une force f, (t) suivant I’axe

de translation X et un couple C, (t) suivant ’axe de rotation

Z, du support mobile. Le mod¢le dynamique de ce systéme est
obtenu via les équations de Lagrange et est donné par :

M ()6()+C(a.9)d(t) + G(@)a(t) =Ru(®) +Sp(t) ()
—(M +m)bsin(a, (t))}

M +m
—(M +m)bsin(g, (t))

{0 ~(M +m)ba, (t)cos(g, (‘))},

M =
avee { (M+m)I*+J

C

0 0

G:{g _mgdsifc(qz(t))}R{lga ﬂ ets{é ﬂ

q(t)=[a(t).a, (t)}T représente le vecteur des coordonnées

vecteur des

généralisées, u(t)=[C,,(t) CMz(t)]T le

dentrées et o(t)=[f,, (1) 7()f,. (O] le
vecteur des actions extérieures appliquées par le patient sur la
machine ou }/(t) est la distance entre 1’axe de rotation du

couples

support mobile et le point d’application de I’effort appliqué par
le sujet sur la machine (centre de pression).

Notons que les composantes des perturbations externes (p(t)

sont de deux natures :

- ., (t) estla composante de la force du patient exercée sur
le support mobile suivant I’axe X.

- T, (t) est la composante de I’effort du patient suivant 1’axe

Z qui engendre un couple y(t) f,,(t) lors du mouvement de

rotation interne-externe du pied.

o,

\

Moteur Courroie

Support mobile

Fig. 3. Principe mécanique du dispositif Sys-Rééduc

Le modéle de la machine Sys-Rééduc représenté par 1I’équation
(1) peut s’écrire sous la forme descripteur d’état non linéaire
suivante :

E(x(t))%(t)= A(x(t))x(t)+Bu(t)+Hep(t) )

ou x(t)=[q(t) g,(t) ¢(t) d,(t)] estle vecteur d’état,

SOOI v O A R I
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Tableau 1. Paramétres du modele dynamique de Sys-Rééduc

Param. | Désignation Valeur

M Masse du support mobile (partie en | 14kg
translation)

m Masse du support mobile (partie en | 4kg
rotation)

J Inertie du support mobile selon | 0.26kg/m?
Z, (partie en rotation)

a Rayon de la poulie-courroie réalisant | 0.025m
la translation suivant I’axe X

h Hauteur batis/axe de rotation du | 0.6m
support mobile

B Distance entre I’axe de la cheville et | 0.01m
I’axe de rotation du support mobile

| Distance entre 1’axe de rotation et le | 0.05m
centre de gravité du support

a Angle entre 1’axe horizontal du bati | 20°
et ’axe de rotation du support mobile

Remarque : Dans le cadre de cette application, les moteurs
permettant la rotation interne-externe sont dimensionnés pour
une vitesse maximale de rotation de

d, =100 (tr /min) =10,47 (rad /s). Ainsi, on peut considérer
que g, e [—az,quJ .
sin, (0, (t)) € [@,1] . Dans ce cas, @ =—0,217..

De plus, on pose @ tel que

Notre objectif est maintenant de garantir le suivi de trajectoire
du systétme non linéaire (2) par un retour d’état assurant

I’atténuation des perturbations go(t). Parmi les approches de

commande non linéaires, la commande des multimodéles de
type Takagi-Sugeno [10] a fait ’objet de nombreuses études
ces derniéres années [11][12]. Un découpage en secteurs non
linéaire permet de réécrire les modeles non linéaires affines en
la commande de maniére exacte sous la forme d’un
multimodeéle T-S sur un compacte de I’espace d’état [13]. En
effet, un multimodéle T-S, composé d’un ensemble de modéles
linéaires interconnectés par des fonctions non linéaire, peut-
étre obtenu a partir de (2). Les fonctions non linéaires
comprises dans (2) peuvent étre réécrites telles que :

(o (1) =) 2B @ O)
(%) v ()

d, (t)cos(q2 (t))
() 0e(e )+

+(_az)q2 -G, (t)ios(% (1) @

24, 24,
W1 (62,0;) W5 (0,0,)
sin, (0, (t))-@ 1-sin (g, (1))
t))=(1
sin. (0 (1)) = () ———+(@)——_ 5)
Wy, (a;) W, ()

D¢s lors, considérant (3), (4) et (5), le modéle non linéaire (2)
peut-&tre réécrit sous la forme du multimodéle descripteur
suivant :

30, (6 EK(0) = 3 h (6,6, (AX(t) + Bu(t) + Ho (1)) (6

2 4
k=1 i=1

1 0 0 0
0 1 0 0
avee B=1 M +m ~(M+m)lsine |’
0 0 -(M+m)lsine (M+m)I*+]
1 0 0 0
0 1 0 0
5= 0 0 M +m (M +m)lsine |
0 0 (M+m)lsina (M+m)I*+J
0 0 1 0
0 0 0 1
A= 0 0 0 (M+m)lg,sine |’
0 mglcosa 0 0
K 0 1 0
0 0 0 1
A=l 0 0 (M+m)lg,sina |
10 mglocosar 0 0
[0 0 1 0
0 0 0 1
A= 0 0 0 —(M+m)lg,sina
10 mglcosa 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
A= 0 0 0 —(M+m)lg,sina
0 mglecosar 0 0
et hl('):Wn(')Wzl(')’ h, ('):Wu(')wzz (),

h () =Wy, (-)W2] ()’ h, () =W, (')sz () :

Pour plus de détail sur ’obtention des modéles T-S, le lecteur
pourra se référer a I’ouvrage de référence [13].

I1l. SYNTHESE H_ DE COMMANDE DE TYPE T-S EN SUIVI
DE TRAJECTOIRES
Dans cette section, nous proposons des conditions assurant le

suivi de trajectoire avec rejet de perturbations externes pour
une large classe de multimodéles comprenant le systeme (6).

Notations : Dans la suite de cet article, afin d’alléger les
notations mathématiques, nous considérerons les notations :

X, :Zhixi o Yy :szkhiYik s Loy :zzzvkhllelk >

k=1 i=l k=1 i=l j=1

e _r r -l
ainsi que : W,,, = X,.Y, ' = (ZZth xikJ(Z hiYi] , etc.
i

k=1 i=1
De plus, de maniére usuelle, le symbole (*) a I’intérieur d’une
matrice indique une quantité symétrique transposée.



Soit la classe des multimodeles descripteurs perturbés
représentés par [14]:

>, (2(0)Ex

avec z(t) le vecteur des variables de décisions, x(t) le

r

(t)=>_h (z(t))(Ax(t)+Bu(t)+He(t)) (7)

i=l

vecteur d’état, u(t) le vecteur d’entrées, y(t) le vecteur de
sorties, (o(t) le vecteur des perturbations externes. Pour
i={L...r} et k={l...e}, E, A, B, H,, sont des
matrices réelles a coefficients constants et de dimensions
appropri¢es, h (z(t))>0, v, (z(t))>0 sont des fonctions

))=1 et gvk(z(t)):

Remarque : Cette classe de multimodéles, appelés descripteurs
de type T-S a fait ’objet de plusieurs travaux de stabilité et de
stabilisation [12][14]. Néanmoins, & notre connaissance,
aucunes des études existantes dans la littérature traitent des
conditions de stabilité non quadratique en suivi de trajectoire
avec atténuation des perturbations externes.

scalaires et Vt >0, Zr: h, (Z (t
i1

()], @

peut étre réécrit avec les notations définies ci-dessus tel que :

Soit le vecteur d’état augmenté X (t)= [XT (t)

E'X (t)= A, X (t)+B; (t)u(t)+Hue(t) (8)

E*—IO . |0 I B*—O
avec =lo ol A, = A -E | h = B |

On considére le modéele de référence donné par :
K (1) = Ax, (1)+7(1) ©)
avec A €R™ une matrice Hurwitz et 7(t)eR" le vecteur

d’entrée du modéle de référence.

On pose X; (t)= [XT (t) % (t)}T , (9) peut se réécrire :

r

E'X (t)=AX (t)+B/z(t) (10)

avec A:—{O
A

On consideére la loi de commande de type non-PDC (Parallel-
Distributed-Compensation) définie par :

u(t)=-K,Zn (x(t)-x (1)) an

On pose € (t) =X (t)—x; (t) Perreur de suivi de trajectoire,

(11) peut se réécrire :

"’I(t):_K;ﬁvlﬁéF (t)9 hvi I:Khv 11hv 0:| (12)

La dynamique de I’erreur de suivi de trajectoire peut-étre
exprimée par :

E'¢ (t)=EX (t)-E'X (t) (13)

En considérant (8), (10) et (12), la dynamique de la boucle
fermée s’exprime par:

Eé(t) = Apa€(t)+H,8(t)
e {8 a0 )€ 5 ]

'&hhvﬁ =|\(A1 -B Khvh) Ajv_Af:| ot Hh :|:H; —B*::|
0 A 0 B

(14)

L’objectif consiste maintenant en 1I’obtention des matrices K,
et Z,,, permettant la stabilisation de la boucle fermée (14)
tout en assurant Dl’atténuation de 1’effet des perturbations
externes ¢(t) sur Perreur de poursuite &(t). Pour cela, on

considere le critere H_ suivant :

o0
ty ty

(15)

ou 7 est le taux d’atténuation a minimiser et
Q=diag[l 0 0 0].

Le résultat est résumé par le théoréme suivant.

Théoréme : Soient Vz(t), &efl,...e-1}, we{l..r-1},
hw 2 p, etv, (z(t))z p; - Le suivi de trajectoire du systeme
en boucle fermée (14) est garantit avec atténuation des

perturbations externes ¢3 (t) selon le taux & =7" s’il existe les

matrices K, Z,,; =2/ >0, Z,; =233 >0, Ziy, Zy»
Zysis Zosis Lz s Zaaij > Zasig» Lagy Verifiant :
Pourtout i=1,...,r, j=1,.,r et k=1,..,e, nﬂlgn& tq
_Znijk (*) (*) (*) (*) 0 0 ]
Xk Xnijk (*) (*) (*) 0 0
Zyyw Zyy - 0 0 0 0
Xati  Xaiik 0 X aaiik (*) (*) (*) <0 (16)
sk  Xsok O Xsaiw  Kssi 0 (*)
0 0 0 HiT 0 -Jl 0
| 0 0 0 -1 I (U
avec :
e-1
Xtk = ZlT3ij +Zl3ij _Zpg( 1ie — llle)+zﬂy/( lyk — llrk)’
&=1 y=l1
e-1
i = L +ZzT3ij _ng( 1ig ~ 11.e)+2ﬂw( lpk ~ llrk)’
&=l



e-1 r-1

Xnijk = ZIsij + Z43ij - Zpg (Z4n§ —Z e ) +Z H, (Z4ly/k =L, ) >

&=1 w=1
.
aije =Zuaij + AL, —E Zl3ij

BKJk+Azlle 33|] A’lejk+z33ij’

Xaijk = 234ij + Azlljk - EkZZSij
- B'Kjk + AZ41jk -E Z43ij - ArZ41jk + Z43ij
X ik = ZlT4u ET E Zl4u 23T4u ET +ZzT4u Ekz34ij +Zs4ij >

_ _7T

Xsiik = Arzmk Zzzu +Zz4u 5 Xsaijk = 44ij + ArZ41jk _Z43ij >
T T T =T T

Xsaijk = _Zs4u Zz4u E, Z44IJE + Z44|, et Xssij = _Z44ij _Z44ij .

Preuve: Soit la fonction candidate de Lyapunov non-
quadratique suivante :

V(&(t))=¢" (t)EZ,&(t)>0 (17)
avec EZ} =ZE >0, c'est-a-dire :
ZV E=EZ, >0 (18)
lehv ZthhV ZZlhh ZZZth
- z z z z
OIl pOSC Zhhv — 13hh 14hh 23hh 24hh , (18) lmphque
Z}lhh ZSZth Z41hv Z42hhv
Z}}hh Z34hh Z43hh Z44hh
Z]T]hv =Zin >0, Z;hh =Zyy >0, ZI]hv =Zn >0,
Zinie =05 Zypny =0, Zypyy, =0 et Zpp, =0.
(14) est stable au regard du critére (15) si :
V(&(t))+€" ()Qe(t)-nd" (t)g(t) <0 (19)

que I’on peut réécrire sous la forme quadratique:

NTV Z.‘_]V-f_z«_‘l\—l’w \7 g ~
&' (t) T (Ahhﬁ hh hh hh] Zh,hTVHh {é(t)}<0 0
7 +Q+EZ,) = =
7 (1) | T EL 70
Hh Zhhlv _772|
d’ou, (19) est vérifiée si et seulement si:
&rhvhzr:r:v + hhv hvi + Q + EZhhv ZPIPI/Hh < 0 (21)
Hh Zhhlv _772|

5T
hhv

z
En multipliant (21) a gauche par { 0

Ziny 0 , on obtient :
0 |

0 o
| et a droite par

N -
Loy A + A Liny
5T ~ ~ ST ~ 15
23, QL + Zin EZ™ Ly
5T
Hy,

(22)

Notons que, selon (18), Z EZg;VZth =EZ,Z. 7, etque:

ZhthNt:hleNhhv = Z~r1rwz~7hlvz~r1r1\/ + Z~hhv - Z~hhv
= zhhvz—hlvzhhv + Z~hrwz_hlvzhm Z~hhv
55— 23
d (Zhhvzhhlv) z z ( )
dt hhv hhv
=—Zy,
dans ce cas, (22) peut se réécrire tel que :
hhv hvh + Ahhvhzhhv + ZrTthZhhv - Ezhhv |:|h <0 (24)

HJ —772|

Aprés avoir développé (24) sous sa forme étendue (avec les
matrices définies en (14), etc.), aprés [’application du
complément de Schur, et sachant que, pour toutes matrice W,,

de classe C' ona:

ie +Zi; H, (Wy/k _er )J
(25)

avec, Vé=1..e-1, Vy=1..,r-1,v.>p, et Hw 2 p, ,on

obtient les conditions du théoréme 1. [

IV. RESULTATS ET SIMULATIONS

Suivant la méthodologie présentée a la section précédente, une
loi de commande, de type (11), assurant le suivi de trajectoire
du modéle dynamique de Sys-Rééduc (1) est obtenue. On
choisit A =diag(-10,-10,-10,-10) afin d’autoriser une

dynamique satisfaisante des trajectoires désirées. La résolution
des conditions données au théoréme 1 permet de garantir le
taux d’atténuation minimal 77 = 0.048 .

Afin d’illustrer Datténuation des perturbations externes, la
simulation est réalisée en imposant des efforts externes (fictifs
en simulation) surpassant les caractéristiques physiologiques
de la force que pourrait appliquer un patient sur Sys-Rééduc

fp(t)=3TT'5sin(6t) et C, (t)=20sin(5t)

Les mouvements simulés sont présentés aux figures 4 et 5. Le
mouvement de translation du support mobile correspond a une
extension isocinétique du membre inférieur de vitesse
¢, =0.8m/s réalisée entre t=1S et t=2S a partir de la
position initiale g, (0)=0.1m. Ce mouvement de translation

est combiné a un mouvement de rotation interne-externe



choisi, dans le cadre de cette simulation, tel que

a, =—%cos(2t). Ces résultats de simulation illustrent les

performances obtenues en suivi de trajectoire de la loi de
commande synthétisée. En effet, on constate que le vecteur des
perturbations externes imposées est parfaitement compensé par
la commande et que les trajectoires simulées sont superposées
aux trajectoires désirées.
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Fig. 4. Suivi de trajectoire en translation du support mobile
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Fig. 5. Suivi de trajectoire en rotation du support mobile

V. CONCLUSION

Cet article propose la commande en suivi de trajectoire d’un
nouveau dispositif de rééducation des membres inférieurs
nommeée Sys-Rééduc. Sur la base du modele non linéaire de
Sys-Rééduc, une modélisation sous forme de multimodele T-S
a été proposée. Une méthodologie de synthése de loi de
commande robuste pour la classe des multimodéles T-S
descripteur a été proposée. Des conditions LMIs ont été
obtenues sur la base d’une fonction de Lyapunov non
quadratique et ont permis d’assurer la convergence de I’erreur
de suivi en boucle fermée de Sys-Rééduc. La simulation d’un
mouvement isocinétique a permis d’illustrer la pertinence de
I’approche proposée. Les perspectives de ce travail concernent
naturellement la mise en ceuvre de I’approche de controle-
commande en situation réelle ainsi que I’évaluation de
nouveaux protocoles de rééducations des membres inférieurs.
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