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APPROXIMATION NUMERIQUE DE RACINES ISOLEES
MULTIPLES DE SYSTEMES ANALYTIQUES

par

Mare Giusti et Jean-Claude Yakoubsohn

Résumé. — L’approximation d’une racine isolée multiple est un probléme difficile. En effet
la racine peut méme étre répulsive pour une méthode de point fixe comme la méthode de
Newton. La littérature sur le sujet est vaste mais les réponses proposées pour résoudre ce
probléme ne sont pas satisfaisantes. Des méthodes numériques qui permettent de faire une
analyse locale de convergence sont souvent élaborées sous des hypothéses particuliéres. Ce
point de vue privilégiant ’analyse numérique néglige la géométrie et la structure de l’algébre
locale. C’est ainsi qu’ont émergé des méthodes qualifiés de symboliques-numériques. Mais
I’analyse numérique précise de ces méthodes pourtant riches d’enseignement n’a pas été faite.
Nous proposons dans cet article une méthode de type symbolique-numérique dont le
traitement numérique est certifié. L’idée générale est de construire une suite finie de systémes
admettant la méme racine, appelée suite de déflation, telle que la multiplicité de la racine
chute strictement entre deux systémes successifs. La racine devient ainsi réguliére lors du
dernier systéme. Il suffit alors d’en extraire un systéme carré régulier pour obtenir que nous
appelons systéeme déflaté. Nous avions déja décrit la construction de cette suite de déflation
quand la racine est connue. L’originalité de cette étude consiste d’une part & définir une
suite de déflation & partir d’un point proche de la racine et d’autre part & donner une
analyse numérique de cette méthode. Le cadre fonctionnel de cette analyse est celui des
systémes analytiques constitués de fonctions de carré intégrable. En utilisant le noyau de
Bergman, noyau reproduisant de cet espace fonctionnel, nous donnons une a-théorie a la
Smale de cette suite de déflation. De plus nous présentons des résultats nouveaux relatifs
a la détermination du rang numérique d’une matrice et a celle de la proximité & zéro de
I’application évaluation. Comme conséquence importante nous donnons un algorithme de
calcul d’une suite de déflation qui est libre de &, quantité-seuil qui mesure "approximation
numérique, dans le sens que les entrées de cet algorithme ne comportent pas la variable €.

Classification mathématique par sujets (2010). — 65F30, 65H10, 65Y20, 68Q25, 68W30.

Mots clefs. — systémes d’équations, racines singuliéres, déflation, rang numérique, évaluation.
Key words. — systems of equations, singular roots, deflation, numerical rank, evaluation.
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Abstract. — The approximation of a multiple isolated root is a difficult problem. In fact the
root can even be a repulsive root for a fixed point method like the Newton method. However
there exists a huge literature on this topic but the answers given are not satisfactory. Nu-
merical methods allowing a local convergence analysis work often under specific hypotheses.
This viewpoint favouring numerical analysis forgets the geometry and the structure of the
local algebra. Thus appeared so-called symbolic-numeric methods, yet full of lessons, but
their precise numerical analysis is still missing.

We propose in this paper a method of symbolic-numeric kind, whose numerical treatment is
certified. The general idea is to construct a finite sequence of systems, admitting the same
root, and called the deflation sequence, so that the multiplicity of the root drops strictly
between two successive systems. So the root becomes regular. Then we can extract a reg-
ular square we call deflated system. We described already the construction of this deflated
sequence when the singular root is known. The originality of this paper consists on one
hand to construct a deflation sequence from a point close to the root and on the other hand
to give a numerical analysis of this method. Analytic square integrable functions build the
functional frame. Using the Bergman kernel, reproducing kernel of this functional frame, we
are able to give a a-theory d la Smale. Furthermore we present new results on the determi-
nacy of the numerical rank of a matrix and the closeness to zero of the evaluation map. As
an important consequence we give an algorithm computing a deflation sequence free of ¢,
threshold quantity measuring the numerical approximation, meaning that the entry of this
algorithm does not involve the variable e.
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1. Systémes équivalents et multiplicité

L’article Multiplicity hunting and approximating multiple roots of polynomial sys-
tems [15] fut écrit par les deux auteurs de maniére purement heuristique. Nous en présen-
tons ici une analyse numérique, en simplifiant au passage ’algorithme initialement exhibé.

Définition 1. — Une solution ¢ d’un systéme analytique f = 0 (défini dans un voisinage
de ) est dite isolée et multiple si :

1- il existe un voisinage de C ou ¢ est la seule solution de f =0 ;

2— la matrice Jacobienne D f(() n’est pas de rang plein.
Une solution est dite isolée et réquliére si le 1 est satisfait et Df(C) est de rang plein.

Nous utiliserons indifferemment les mots multiple et singulier. En particulier nous
appellerons un systéme singulier s’il admet une solution singuliére isolé. De méme nous
emploierons indistinctement les vocables solution ou racine d’un systéme. Afin de simpli-
fier la lecture, la notation f désignera indistinctement une seule équation ou un systéme
d’équations. Implicitement les boules seront toujours ouvertes.

Remarquons que la premiére hypothése implique que le nombre d’équations s est plus
grand ou égal au nombre n de variables. Notons aussi que ce cadre inclut le cas d’un
systéme analytique obtenu par localisation d’un systéme algébrique.

Nous avions expliqué dans [I5] comment dériver un systéme régulier (c’est-a-dire
admettant ¢ comme solution isolée avec la matrice jacobienne D f({) de rang plein) d’un
systéme singulier : évidemment ceci sous I’hypothése que la solution ( est exactement
connue. Nous avions alors formalisé cette transformation par la notion de systémes équi-
valents en un point (.

Notons que cette transformation est obtenue sans ajout de nouvelles variables (trait
important que nous soulignons).

La multiplicité d’une racine est un important invariant. Dans le cas ou il n’y a qu’une
variable et qu'une équation, la multiplicité d’une racine est exactement le nombre de
dérivées qui s’annulent en la racine, propriété qui malheureusement n’est plus valable dans
le cas général. Il faut alors introduire une machinerie bien plus compliquée.

Appelons :
1- C{x — ¢} l'algebre des germes de fonctions analytiques en (, c’est-a-dire ’anneau
local des séries convergentes dans un voisinage de (, d’idéal maximal engendré par
21— Cly o5 T — Gn s
2— IC{x — ¢} l'idéal induit engendré par l'idéal I = I(f) :=< f1,..., fs >.

Définition 2. — La multiplicité () d’une racine isolée ¢ est définie comme la dimension
de lespace quotient C{x — (}/IC{x — (}.

Relativement & un ordre local < compatible de C{x — (}, nous notons LT-(IC(xz — ())
I’idéal engendré par les termes dominants de tous les éléments de IC{z — (}.
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Définition 3. — Une base standard (minimale) de IC{x — (} est un ensemble (fini) de
séries de IC{x —(} dont les termes dominants engendrent minimalement LT (IC(z—()).

Il existe alors un nombre fini de monomes, appelés mondémes standard, qui n’appar-
tiennent pas a I. Le théoréme suivant est classique dans la littérature sur les bases standard,
voir [3] page 178.

Théoréme 1. — Les assertions suivantes sont équivalentes :
1- La racine  est isolée ;
2- dim C{z — (}/IC(x — ) est fini;
3— dim C{z — (}/LT-(IC(x — ()) est fini;
4— 1l y a seulement un nombre fini de mondémes standard ;
Qui plus est, quand n’importe laquelle de ces conditions est satisfaite, nous avons :

w(¢) = dim C{z — (}/LT-(IC(x — ¢)) = nombre de mondémes standard.

Dans le cas particulier d’'un systéme polynomial localisé, dont quelque entier d borne
supérieurement le degré total des équations, d™ constitue une borne supérieure pour la
multiplicité de toute racine multiple.

2. Ce que contient cette étude

Approcher une racine isolée multiple est difficile car la racine peut étre répulsive pour
une méthode de point fixe comme la méthode de Newton (voir I'exemple donné par
Griewank et Osborne [20], p. 752). Dans ce cas de racine isolée, I’arsenal des techniques
développées si le rang de la matrice jacobienne est de rang constant ne s’applique pas. Le
cas de rang constant, qui comprend respectivement les cas surjectif et injectif, est bien
analysé dans 'ouvrage de J.-P. Dedieu [9]. Il existe une vaste littérature sur ce sujet, voir
par exemple les articles [47], [I] et les références qu’ils contiennent.

Afin de pallier cet inconvénient, nous construisons une suite finie de systémes équiva-
lents, appelée suite de déflation, telle que la mutiplicité de la racine chute strictement
entre deux systémes successifs. La racine devient ainsi réguliére lors du dernier systéme.
Il suffit alors d’en extraire un systéme carré régulier pour obtenir ce que nous appelons
systeme déflaté. L’opérateur de Newton singulier est juste I'opérateur de Newton classique
associé au systéme déflaté.

Comment construisons-nous cette suite de déflation 7 Commencons par expliquer 'idée
générale de cette construction quand la racine { est connue. Tout d’abord on remplace
les équations par leur gradients tant que ceux-ci s’annulent en (. On obtient ainsi un
systéme équivalent au systéme initial avec la propriété suivante : chaque ligne de sa matrice
jacobienne n’est pas identiquement nulle en (. On appelle sélection cette opération qui
consiste a remplacer les équations par leurs dérivées & un certain ordre. Ensuite, tant que
la matrice jacobienne n’est pas de rang plein en la racine, c’est qu’il existe des relations
entre les lignes (respectivement entre les colonnes), qui sont données par un complément de
Schur. Nous appelons dénoyautage ’opération qui consiste & ajouter & certaines équations
initiales les éléments de ce complément de Schur. Nous montrerons en section [§]qu’aprés les
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opérations de sélection et de dénoyautage effectuées sur un systéme singulier, nous obtenons
un systéme équivalent ol la multiplicité de la racine a strictement chuté. La méthode de
déflation consiste & itérer cette construction, c’est a dire & faire suivre une opération de
sélection par une opération de dénoyautage. Le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir
un systéme régulier est la longueur de la suite de déflation. Un sytéme déflaté du systéme
initial est un systéme régulier obtenu par la méthode de déflation. L’idée de la méthode est
en fait assez naturelle. Pour s’en persuader, il suffit de se reporter & 'exemple illustré en
sous-section [13.1] Pour conclure ce bref apergu de la méthode de déflation, il faut souligner
tout d’abord qu’il n’y a pas unicité de la suite de déflation. Ensuite que opération de
sélection est en fait une succession d’opérations de dénoyautage dans le cas de nullité du
rang de la matrice jacobienne. Ceci sera développé en section [7]

L’originalité de cette étude consiste d’une part & définir une méthode de déflation a
partir d’'un point zg proche de la racine ¢ et d’autre part & donner une analyse numérique
de cette méthode. Ceci constituera les sections [7] et [8] De plus nous estimerons le rayon
d’une boule centrée en ¢ dans laquelle le rang numérique de D f(xo) est égal au rang de
Df(¢) pour tout point xo de cette boule.

Le but étant d’effectuer 'analyse de cette suite de déflation, cette étude se place dans le
contexte des systémes analytiques constitués de fonctions de carré intégrable. Ainsi nous
pouvons représenter une fonction et ses dérivées par un noyau reproduisant efficace : le
noyau de Bergman. Ce cadre fonctionnel est décrit en section [f]

Qui plus est, notre étude est libre de £ (quantité-seuil qui mesure approximation
numérique) dans le sens suivant :

Définition 4. — Un algorithme numérique est dit libre de € si les entrées de cet algorithme
ne comportent pas la variable €.

La construction d’une suite de déflation présentée dans la table [3] est libre de € sous
I’hypothése que la norme définie dans la section (ou & tout le moins une borne supérieure)
soit donnée. Pour cela nous présentons des résultats nouveaux afin de déterminer via des
algorithmes libres de ¢ :

1- le rang numérique d’une matrice, dans la section [;

2— la proximité a zéro de application évaluation, voir la section [6]
Expliquons les motivations de cette démarche. Si le rang de la matrice jacobienne d’un
systéme de la suite de déflation n’est pas plein on ne dispose pas de critére d’existence
d’une racine isolée de ce systéme. Pour y remédier on exhibe un critére au théoréme
qui repose sur la surjectivité de l'application évaluation : il dit que si f(xo) est petit il
existe un systéme g et un point yo proches de f et xy respectivement tel que g(yo) =0.
Ce critere est utilisé de fagon prédictive pour apppliquer les opérations de sélection et de
dénoyautage. Par essence ce critére, qui formalise la notion de valeur suffisamment petite,
montre 'existence d’une racine d’un systéme proche du systéme initial. Pour cette raison,
une fois que la construction de la suite de déflation est terminée, nous devons disposer
d’un autre critére pour tester ’existence d’une racine isolée sur le systéme initial augmenté
du systéme déflaté. C’est pourquoi nous terminons cette étude en faisant 1’a-théorie de
Smale pour les systémes constitués de fonctions analytiques de carré intégrables. L’analyse
induite par le noyau de Bergman est au centre des résultats obtenus. Nous commencons par
donner en section [9] un a-théoréme, c’est a dire une condition de I'existence d’une racine
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obtenue grace au théoreme de Rouché. Toujours dans le cas régulier, nous établissons
ensuite en section un y-théoréme, c’est-a-dire un résultat qui exhibe le rayon d’une
boule de convergence quadratique pour 'opérateur de Newton. L’analyse du cas singulier
est I'application au systéme déflaté des a-théoréme et y-théoréme respectivement obtenus
dans le cas régulier. Ceci est réalisé en section [I2] Les résultats de cette section dépendent
de l'estimation de la quantité v du systeme déflaté. En notant par v (respectivement, ;)
la quantité v en la racine du systéme initial (respectivement, du systéme déflaté)définie
en , nous montrons, voir le théoréme , que l'inégalité

Ye <L+

subsiste dans une boule centrée en la racine dont le rayon est proportionnel a I'inverse du
carré de la longueur de la suite de déflation.

Cet article peut étre vu comme une généralisation de G-Lecerf-Salvy-Y [16]. Sous les
hypothéses supplémentaires d’un systéme carré (s = n) et d’une racine multiple de dimen-
sion de plongement un (c’est-a-dire le rang de la matrice jacobienne chute numériquement
de un), nous traitions le cas des grappes de racines en utilisant numériquement le théoréme

des fonctions implicites. Plus précisément il existe une fonction analytique ¢(z1,...,Tp—1)
telle que ¢, = @((1,...,(n—1) et donc (, est une racine de la fonction & une variable
hzn) = fu(e(z1, ... ,@n—1), ). En appliquant [I7] a la fonction h(z,), nous pouvons en

déduire a la fois la multiplicité de ¢, et un algorithme approximant rapidement la racine (.
Remarquons que ce résultat inclut le cas des zéros “simples doubles” étudié précédemment
par Dedieu et Shub [10].

3. Relation avec d’autres travaux

Le cas d’une variable et une équation a été étudié intensivement ; la généralisation de
Popérateur classique de Newton est due & Schroder ([42], page 324). L’a-théorie est faite
dans [17], avec des citations sélectionnées.

Le cas général a été étudié soit d'un point de vue purement symbolique soit d’un
point de vue numérique. Nous n’allons pas traiter le cas uniquement symbolique, en nous
référant par exemple au livre de Cox, Little, O’Shea [3] pour les notions fondamentales et
a l'article de Lecerf [25] pour la déflation (voir le paragraphe consacré a Ojika plus bas).

Un des pionniers de 'approche numérique est Rall [38]. Il traite le cas particulier ou
la racine multiple ( satisfait I’hypothése suivante : il existe un indice m, défini comme
la multiplicité de (, tel que la suite d’espaces construits itérativement a partir de Ny =

Ker Df(() par
Nit1 = Ny Ker DFFL(Q), k=1:m—1
aboutisse & N,, = {0}. Il est alors possible de construire itérativement un opérateur

qui retrouve la convergence quadratique locale. L’idée consiste & projeter itérativement
Ierreur xo — ¢ sur les noyaux Ny et leur orthogonal N, ,CL

Au méme moment, 'idée d’utiliser une variante de la méthode de Gauss-Newton afin
d’approximer une racine multiple a été examiné par Shamanskii [43]. Mais 'algorithme
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ne converge quadratiquement vers la racine singuliére que sous des hypothéses trés parti-
culiéres.

D’autres techniques, dites d’extension, ont été étudiées, oli quelques hypothéses sont
faites sur la racine singuliére. Par exemple si l'opérateur induit par la projection de
Ker Df(¢) dans Ker (Df(¢)*)* :

T(ker D(0) )~ D> F(O) (2, Tker DF(C))

est inversible, alors (¢,0) devient une racine réguliére d’un nouveau systéme, dit étendu,
possédant 2n — r variables. Le systéme étendu est bati & partir du systéme initial et d’une
décomposition en valeurs singuliéres de la matrice jacobienne. Cette voie est développée
par Shen et Ypma [44] et généralise une technique d’extension utilisée par Griewank [18]
dans le cas ol la chute de rang n’est que de un. Au début des années 60 une série de
papiers traitent purement numériquement de I’approximation des racines multiples & 1’aide
de techniques semblables, voir [39], [40], [6], [7], [19], [8], [23], [49]. Mais ni la géométrie
du probléme ni la notion de multiplicité n’y sont introduites.

Ojika dans [35] propose une méthode appelée de déflation pour dériver un systéme
régulier d’un singulier, mélant calculs symboliques et numériques. C’est une généralisation
d’un algorithme précédemment développé dans [36]. Cette recherche d’un systéme régulier
équivalent fait intervenir une élimination de Gauss mais aucune analyse n’en est donnée,
en particulier il n’y a aucune détermination du rang numérique ni de relation avec le
concept de multiplicité.

Dans le cas particulier important de la localisation d’un systéme polynomial et dans un
esprit purement symbolique, Lecerf dans [25] reprend cet algorithme de déflation qui rend
un systéme régulier ¢riangulaire, avec une complexité arithmétique dans :

O (n®(nL + n®)u(¢)? log(n p(¢)))

ou n est le nombre de variables, u(¢) la multiplicité, 3 < Q < 4 et L est la longueur d’un
calcul d’évaluation du systéme.

Leykin, Verschelde et Zhao exhibent dans [26] une méthode mélant déflation et exten-
sion, fondée sur I'observation suivante : si le rang numérique est r, il existe une solution
isolée (¢,6) € C™ x C™t1 du systéme

Df(z)B§ =0, &%h—1=0, (1)

ot B € CU+1) et h € C™! sont choisis aléatoirement. La multiplicité de la racine
((,0) du systeme déflaté et étendu chute strictement. Un pas de la méthode consiste
alors & ajouter les équations . Ceci implique & chaque pas dans le pire des cas un
doublement du nombre des variables et des équations. De plus la détermination du
rang numeérique, reposant sur un travail de Fierro-Hansen [14], n’est pas libre de . Leur
théoréme affirme alors qu'’il suffit d’exécuter () —1 pas pour arriver a un systéme régulier.

Les papiers de Dayton-Zeng [5], Dayton-Li-Zeng [4] et Nan Li-Lihong Zhi [29] relévent
de la méme veine et traitent le cas polynomial puis analytique. Plus récemment des cas
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particuliers ont été étudiées par Nan Li et Lihong Zhi dans plusieurs travaux [28], [27].
Mais toutes ces contributions ne fournisent qu'une analyse numérique superficielle de leur
algorithme.

La dualité et le rapport avec les matrices de Macaulay constituent le coeur théorique des
travaux de Mourrain [34], Mantzaflaris et Mourrain [30], ou plus récemment de Hauenstein,
Mourrain, Szanto [21I]. Dans ce dernier travail ils proposent quand la racine est connue
et dans un contexte purement symbolique, un nouvel algorithme pour déterminer un

systéme régulier & partir du systéme initial. Le principe est de paramétrer les matrices

(+1) no(d —1)

n
de multiplication : le systéme régulier obtenu posséde N + équations et

variables, ot NV est le nombre d’équations du systéme initial, n le nombre de variables et
0 le cardinal d’une base de ’anneau local. Par ce biais ils étudient également une méthode
proche de la nétre toujours en supposant connue la racine singuliére : ils ajoutent les
relations entre les colonnes des matrices jacobiennes de rang défectif.

4. Détermination du rang numérique d’une matrice

Le but de cette section est de donner un critére de détermination du rang d’une matrice
& partir d’une approximation de ses valeurs singuliéres sans l'introduction a priori d’un
seuil de séparation sur ces valeurs singuliéres. Ceci conduit & un algorithme libre de € de
détermination du rang numérique d’une matrice. Soient s > n deux entiers, et M une
s X n-matrice & coeflicients complexes, UXV* := M une décomposition approchée de M
en valeurs singuliéres g1 > ... > g, avec Y= diag(cy...0p).

On a le résultat de perturbation suivant :

Lemme 1. — Soit M = UX V™ une décomposition en wvaleurs singuliéres de M avec
Y =diag(o1,...,0n). On suppose que

max(|[U*U — L[, |[V*V = L,||, |2 = U*MV]|)) <6 < 1

ou ||.| désigne la norme L2 des matrices. Alors on a

Démonstration. — Soient 0;, 1 < i < n, les valeurs singulieres de la matrice U*MV . Puisque
UMV = X+ U*MV — %, on a en utilisant le théoréme de Weyl [46] concernant la
perturbation des valeurs singuliéres des matrices X et U*MV :

|5i_5i|§57 1< <n. (2)
La matrice U est inversible puisque U*U = I, — (I, — U*U) et ||[I, — U*U|| < 6 < 1. Il en
est de méme pour V. On déduit du théoreme 3.3 de [12] que les valeurs singuliéres de M
et celles de U* MV satisfont les inégalités

|03 — 03] < b0y, 1<i<n. (3)
Des inégalités et il vient
]&i—ai\gé(oi—&—l), 1< <n.
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On en déduit facilement que :

Nous considérons les fonctions symétriques élémentaires des d; :

Sk — E 5i1--'&ik7 k=1:n.

1< <..<ipg<n

En d’autres termes, les valeurs singuliéres approchées sont les racines du polynéme s())
de degré n :

n 0

s =[[A=6)=x"+ > ()" Vs, N
i=1 i=n—1
Par convention so = 1; remarquons que cette convention est naturelle, en ce qu’elle

autorise le traitement du cas ou toutes les valeurs singuliéres sont nulles, ce qui signifie
que la matrice M est nulle et donc que le rang ’est aussi.

Notre analyse du rang numérique est fondée sur l'introduction des quantités définies
ci-dessous.

Définition 5. —

1- bp(M) := sup
0<i<k—1

,k=1:n;

7N
V2]
:lé”
= |
N———
i

o
| [=
el

2 gi(M) = sup (> ck=1lin—1etg(M)=1;
k+1<i<n
k

=1:n.

8- ap(M) = bp(M) gp(M),

Remarque 1. — Les quantités by, g et ag sont un cas particulier de celles introduites dans
s, s(0)

sn_1 s'(0)

[17] page 261. Le choiz de noter by, plutét que by,_y est justifié par lidentité

obtenu pour k =1 car ce rapport est noté 1 dans [17].
En fait la détermination des by (M) et gip(M) est donnée par le résultat ci-dessous.
Proposition 1. — On a :

I bk(M):SZiZl, k=1:n;
o

2 gu(M) = ‘9’;"“:, k=1:n—1.
.
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Démonstration. — C’est une conséquence du théoréme 5.2 de [48] qui énonce que :
Soient ro et r1 tels que nry — (n—1)rg > 0. Nous considérons la suite ri, = kri — (k—1)ro
n

pour k > 2. Tout polynome f(x) = Z an_kz" qui n'a que des racines réelles vérifie :
k=0

Gp_ o — Op—k—10n—k+1 >0, k=1:n—-1

Tn—k—1 k + 1
Avec ro = n et 11 = n — 1 nous avons r; = n — i. Les coefficients de s(\) vérifient donc :
2
! 2 > =1 1
msn_i — Sp—i-18n—i+1 >0, i=1:n—1
Il s’ensuit que s%_i — Sp—i—15n—i+1 >0, i=1:n—1. Clest a dire
Sp—i— Sm—i
noitl o Pt i 1.
Sn—i Sn—i+1
Pour k=1:neti=0:k—11il vient
k—i
Sn—i _ Sn—i Sn—i—1 Sn—k+1 < <Sn—k+1>
Sn—k Sn—i—1 Sn—i—2 Sn—k Sn—k
Sn—k+1 . . .
Donc by(M) = Z=**1 De la méme facon nous obtenons la deuxiéme partie. O

Sn—k
Par simplicité nous noterons ay, by, gx les valeurs correspondantes ay (M), b (M), gr.(M).
Théoréme 2. — Considérons le polynome s(\) défini précédemment.

1- S’il existe un entier m, compris entre 1 et n, avec an,, < 1/9, alors le polynéome
s(\) posséde m racines dans la boule B(0,¢), ou :

.. B3am+1—+/(Bay +1)? — 16ay
= o :

1
2- Sia; >1/9al >
iay > 1/9 alors oy, 100,
et Sp—m # 0.

Démonstration. — Prouvons la premiére des assertions. Comme a,, < 1/9, la quantité s,_,
n’est pas nulle car elle est strictement positive. Considérons les polyndémes

o m est lentier satisfaisant s, =0,k=1:m—1

Sn—m Sn—m Sn—m

PO = ——s(0) = ——[[(A - 7) = S (-1yrinmi
=1

et

(_1)n7i Sn—i )\z

Sn—m

=
=
I
7=

Lemme 2. — Posons t := gn|\|. Alors pour tout X tel que |A| < 1/gm, donc pour tout

t<1: _y
S [\mZ 20
PSR
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Démonstration. —
n . S .
g(\)| = |\ + —)nr N
ey Xy
n s ] '
N D DY
immt1 Snm
> m o n—t i—m
= A (1 DRt )
i=m-+1
> A1 > (gml AT
i>m+1
1—2g,,|2
> L= 2omPA @)
1 _gm|>‘|

O

Nous prouvons d’abord que 0 est la seule racine de ¢(A) dans la boule ouverte

1
B (O, 2). Soit v € B(0, 52—) une racine non nulle de g(\). Alors nous avons par le
Im

azqim
lemme P
1 —2gm|v|
0=q(v)=|qgw)| > |v|"—.
) = law)] = "
1
Donc |v| > —.
29m,
Considérons le trindme
2% — (3am + 1)t + 2am,. (5)

Si anm < 1/9, alors ce trindome a deux racines réelles t] < tg, car le discriminant
A = (3ay, +1)* — 16a, = 9am> — 100, + 1 = (9a,, — 1)(am — 1)
est strictement positif. Nous pouvons vérifier explicitement que ¢1 est strictement positif,
puisque ceci se raméne & a,, strictement positif.
e i 1 . )
Nous prouvons que pour || satisfaisant — < |[A| < S p(A) a m racines, comptées

m m
avec multiplicité, dans la boule ouverte B(0, |\|) (notons que la longueur de Uintervalle ot
|A| vit est strictement positif, puisque t; < 1/2). Afin d’établir ce fait, nous allons vérifier
que l'inégalité de Rouché

IP(A) = g(N)| < [g(V)] (6)
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est vérifiée sur la sphére de rayon |A|. Nous avons

P — g < 3 A

IN
>
3

—am—i—l—\/Z

Nous vérifions que t — a,, > t1 — ay = 1 est strictement positif si a,, < 1/9.

De et du lemme [2| nous voyons que l'inégalité de Rouché est satisfaite si

1—2¢
I A < ===
t— am 1-—1t

Comme |\, 1 —t et t — a,, sont strictement positifs, cette inégalité est équivalente au
trindme négatif, ce qui est assuré par la condition a,, < 1/9.

Donc sous la condition a,, < 1/9 le polynéme p(\) a exactement m racines comptées avec
multiplicité dans la boule ouverte B(0, |A|) o

t 1
ei= L <A< —.

m 29m

Par conséquent nous avons

012 ...20n—m >€ 2 0Opemitl = --. = Op.

Prouvons maintenant 1’assertion 2. De I'’hypothése nous déduisons que s, # 0 puisque
a; > 1/9. Le polynome s(A) s’écrit

S(A) = 8p 4+ (= 1) s AT L — sy AT AT
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avec Sp_m # 0. Nous avons :

n

s(N) ‘ > Sn_ Z Sp—k ‘)\‘k

n

> b =A™ (gl

k=m
Sgm_ ™
=1 — gl
1 10 .
> Ogm)™ - (9(10g )™ puisque 9b,,g,m > 1 et pour |A| tel que 10|A|g,, < 1
m m

10m™ — 10 x 9m—1
9 x (90gm)™
> 0.

Donc le polynéme n’a pas de racine dans la boule B (0, ) Nous en concluons que

10gm
Opn > ﬁ. O

Nous allons préciser la notion de e-rang que nous utiliserons dans la suite.

Définition 6. — Soit € un nombre positif ou nul. Une matrice M a un e-rang égal & r. st
ses valeurs singulieres vérifient :

01> ...2 0, >E>0p 41> ... Op. (8)
Observons que le e-rang est borné supérieurement par le rang r lui-méme.

Soit Y. la matrice obtenue a partir de 3 en mettant les o,11,...,0, & 0. Définissons la
matrice M, comme UX.V*.

Remarque 2. — Sile rang de M est au moins v, nous savons que M. est la matrice de
rang r la plus proche de M.

Remarque 3. — La déﬁm'tion[é] est justifiée par le théoréme de Eckart- Young-Mirsky [11]],
B3] qui posséde une longue histoire en théorie de approzimation de rang faible (voir
Markovsky [31] pour des développements récents).

Une conséquence du théoréme 2] est :

Théoréme 3. — Soient M une matrice de taille s X n & coefficients complezes et un réel
d vérifiant les hypothéses du lemme [1}
1- S’il existe un entier m' (1 < m’ < n) avec apy < 1/9, soit m le plus petit des
entiers compris entre 1 et n avec ap, < 1/9. Supposons de plus que

Fnomi1 — 0 P 3am +1—/(3am + 1)2 — 16a,, _ Op-m + 0
1+6 — 4g,, 1-6 °

Alors la matrice M a un e-rang n — m.
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Rang numérique
1-  Entrée : une matrice M € C**" s> n
2-  Calculer une approximation des valeurs singuliéres de M : g1 > ... > g,
3-  De ces g, calculer les quantités ag, k = 1 : n et g définis dans la section

4-  S’il existe un m’ > 1 tel que a,, < 1/9, soit m le plus petit des entiers compris
entre 1 et n avec a,, < 1/9. Définissons

3am +1—/(3am + 1)2 — 16a,,
e =

> 4gm
6- Avec les notations du lemme supposons de plus que &”%?_6 <e< &"%";5
7- Le e-rang de la matrice M est n —m, de I'assertion 1 du théoréme
8- sinon
9- e < &%;55. Le e-rang de la matrice M est n, ott € = ﬁ comme dans |'assertion
2 du théoreme 3l
10-  fin si

11-  Sortie : le e-rang de la matrice M

TABLE 1.

2- Siay > 1/9 on considére € = ot m est U'entier défini dans l'assertion 2 du

10gm

alors le e-rang de la matrice M est n.

On+0

1—-90

théoréme % Sie<

Démonstration. — C’est une conséquence directe du lemme [I| et du théoréeme O

Théoréme 4. — L’algorithme de la table (1 calcule le e-rang d’une matrice grace au théo-

reme [3.

Remarque 4. — En fait cet algorithme est libre de € et nous appellerons le e-rang ainss
calculé le rang numérique de la matrice.

5. Le cadre fonctionnel

Soient n > 2, R, > 0 et w € C™. Nous considérons I'ensemble A?(w, R,,) des fonctions

analytiques de carré intégrable dans la boule ouverte B(w, R,,). C’est un espace de Hilbert
équipé du produit intérieur

Cn
< f,g>= / f(2)g(2)dz,
T2 (2)9(2)
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n!

ot ¢, = —-. Nous normalisons ce produit hermitien en divisant l'intégrale par le volume
T

de la boule B(w, R,) C C™.

Ensuite nous munissons (A%(w, R,,))® d’une structure hermitienne via le produit intérieur

S
<fg>=> < fugi>.
1=1
Par simplicité nous noterons ||f|| la norme associée, indifféeremment dans A?(w, R,)

ou dans (A%(w,R,))®. De méme, nous utilisons la méme notation ||.|| pour la norme
euclidienne de C ou C°®.

Observons que ce cadre inclut le cas d’'un systéme analytique obtenu en localisant un
systéme polynomial.

5.1. Le noyau de Bergman. — Pour des références de base nous renvoyons & W. Ru-
din [41] et S. G. Krantz [24].

Comme pour chaque z € B(w, R,) et chaque f € A%(w, R,,) Iapplication évaluation
f = f(x) est une fonctionelle linéaire continue eval, sur A2, en appliquant le théoréme de
représentation de Riesz, il existe un élément h, € A? tel que

f(z) = evaly(f) =< f,hy > .

Posons v :=x +— v, = M
R,

Définition 7. — La fonction (z,x) — H(z,x) := hy(2) est appelée le noyau de Bergman
et possede la propriété reproduisante :

f(zx) / f(2)H(z,x)dz, Vfec A*(w,Ry,).
B(w,Rw)

G
T Rp2n
RS

Nous disons que le noyau de Bergman reproduit A%(w, R,,) ; nous en énongons quelques
Propriélés.
5.2. Propriétés. —

Proposition 2. —

1
1- H(z,z) =

<Z—W,r—w> 1"
(1~ ’ )
R;

2~ H(z,z) = |[H(s, )| =

1 .
=t

83— Pour tout f € A%(w, R,,) nous avons

e 151
0= g | [, TG | <

Démonstration. — Voir Theorem 3.1.3. page 37 dans [41]. O



APPROXIMATION NUMERIQUE DE RACINES ISOLEES MULTIPLES 17

La proposition antécédente se généralise aux dérivées d’ordre supérieur.

Proposition 3. — Soient k >0, w € C", z € B(w, Ry,) etu; € C", i = 1: k. Introduisons
n+1)---(n+k)<z—w,u > <z—w,ug >

k
<Z—W,r—w >
R2k<1— ’ >
w RE}

Hi(z,z,uy,. .. ,u;) = H(z x).

Nous avons
1- Dkf(m)(u1,~- JUE) =

C
— fZ Hk 2y, Ty ULy s, Uk dZ,'
i [ S )

(n+1)--(n+k)
2 | D*f)l < |If1| RE (1 02) 5+

(évidemment si k = 0 Uintervalle ow vit i est vide, et les produits
(n+1)---(n+k)et<z—w,u > <z—w,u, > sont réduits a 1.)

Pour prouver ceci nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3. —
n+1)...(n+k)

H <
[Hi(®, 2, u1, .. un)|| < RE(L — o2) P

[l - fJu]-

Démonstration. — Nous devons calculer I'intégrale de Hy, Hj, sur la boule B(w, Ry,). Ceci se
réduit a estimer

I Cn / 1 d
k= Do z
R2" JB(w,Ro) | Srmwr-ow> itk | rwi-w> ok

R, R,
puisque
(n+1)...(n+k) 1/2
(2, 2,01, )| < = ] ... Jug] /.
w
Nous avons
Cn 1
I, = / H(z,x) dz
RZ" JB(w,R.) | Srmwr-w> F | SFmwr-w> itk
R R,

1
(1 — p2)nt1+2k

en utilisant la formule du noyau de Bergman (Proposition |2]) et sa propriété de reproduction

(1 <Z—w,r—w >>k (1 <Z—w,T—w >>"+1+k
R,

appliquée a la fonction z —

Il s’ensuit la preuve du lemme.

Nous démontrons maintenant la proposition [3]
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Démonstration. — Nous procédons par récurrence. La proposition [2] régle le cas k£ = 0.
Ensuite nous avons :

d
Dk+1f(x)(ula ceey uk’auk—i-l) = %Dkf(ﬂf + tUk+1)(U1, Ce ,Uk)

t=0

d cp
- %Rigﬁ /B(w,Rw) f(2) Hi(z, @ + tupyr, w5 ug)dz

t=0
Cn / f(Z)Hk(z,x,ul,...,uk)(n—l-1+k:)<z—w,uk+1>
B(w,R.)

:Rio%" 9 <Z—w, T —w>)
(1= =)

dz

c

= R;”/ f(2)Hgy1(2z, z,u1, . .. ugyq)dz.

w J B(w,Ry)

D’ou la preuve de la premiére assertion. Pour la seconde nous écrivons
ID" f (@) (ur, -y un )| < (I Hi (o, s ug)]-

Nous concluons en utilisant le lemme Bl O
Des propositions [2] et [3| nous déduisons aisément que

Proposition 4. — Pour tout k >0, v € C" et f € (A%(w, Ry))® nous avons

D) < 1

6. Analyse de I’application évaluation

L’application évaluation est définie par

eval : (f,z) — eval,(f) = f(z)
de (A%(w, Ry,))* x B(w, R,,) dans C*.

Posons ¢y := 22(1/2)2k_1 (~ 1.63...), et o (~ 0.13...) la premiére des racines positives
k>0

du trinome (1 — 4u + 2u?)? — 2u.

Quand la valeur f(z) peut-elle étre considérée comme petite ? Nous allons en donner un

sens précis en calculant une valeur seuil.

Théoréme 5. — Soient f = (f1,...,fs) € A%(w,R,)* et v € B(w, Ry,). Si
w12y 1@

' R, +u, <1
et
(n+1)(n+2) ovm-yy2 (IS 1 1/ ()]
-~ (1 - _— 1 <
2 (1 =) R,1—12 " R, -~

alors f(x) est petit dans le sens suivant : la suite de Newton définie par

(FO,20) = (f,2),  (F% D 2p10) = (FP), 2x) =D eval (), zx)t eval (F9,24)), k>0,
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en notant D eval (f®), 2)t Uinverse généralisé de Moore-Penrose de D eval (f,x}),
converge quadratiquement vers un certain (g,y) € (A%*(w,Ry))® X B(w, Ry) satisfaisant
g(y) = 0. Plus précisément nous avons
2\1/2 2y 2HL
(1f = gll + llz = ylI*)"? < co (1 = v2) "= | f(@)]]-
Il s’ensuit immédiatement le corollaire :

Corollaire 1. — Considérons le cas particulier x = w dans le théoréme [5 Si

MUY
et
(m+1)(n+2) ([f] 1/ (@)l
5 <.Rw + 1> R <«

alors f(x) est petit. Plus précisément il eziste (g,y) € (A?(x, Ry,))* x B(x, Ry) tel que
gly) =0 et
(1f = gll + llz = yI*)'* < coll f(@)]I-

La suite de cette section consiste a établir le théoréme [l

6.1. Estimation des dérivées de ’application évaluation. —

Proposition 5. —
ntl

1D eval (f,a)¥|| < (1—v3)"%.
Démonstration. — La dérivée de 'application évaluation est

Deval (f,x)(g,y) = g(x) + Df(2)y.

Donc (g,y) € ker D eval (f, x) si et seulement si g(z) + Df(x)y = 0, c’est-a-dire
<gi,H(e,x) >+ <y, Dfi(x)">=0, i=1:s.
Cette condition peut étre exprimée & I’aide du produit intérieur de (A2)* x C™ :
<g,(0,...,0,H(e,2),0,...,0) >+ <y,Dfi(x)" >=0, i=1:s.
Donc I'espace vectoriel (ker D eval (f,z))* est engendré par 'ensemble
(H (e, z)v, D f(x)"v)

ol v € C™. La condition

Deval (f,x)(H(e,x), Df(z)"v) =u
devient

(H(z,a)I, + Df(z)Df(x))v = u.
La matrice £ = H(z,z)Is+Df(x)Df(x)* est la somme d’une matrice diagonale positive et
d’une matrice hermitienne. Appliquant le théoréme de Weyl page 203 dans [45], les valeurs

propres de la matrice £ sont supérieures a celles de H(z,x)Is > 0. Donc la norme de la

matrice inverse £~ veérifie .

€71 < ey
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Ceci permet de calculer || D eval (f,x)||. En fait, soit u,v € C" tel que Ev = u. Nous avons

1D eval (f,2)"ul® = || H (e, 2)|* [[0]]* + [|Df (x)v]|?
= H(x,2) ||v]|* + | Df (z) 0]

Comme la matrice £7! est hermitienne, nous pouvons écrire

|D eval (f, ) ul|? = v*Ev

wE
< ETH .
Finalement
1D eval (f,)¥|* < |€71]
< 1
~ H(x,x)
< (1=t par la proposition [2] .
Ceci achéve la preuve de la proposition. O

Proposition 6. —

(n+1)...(n+k)|If]l  kn+1)...(n+k—1)
RE(1—v2)"5 S

ID* eval (f,2)|| <

Démonstration. — Nous avons

D¥ eval (f, x)(g(l), y(l), o ’g(k)7 y(k’))

k

—

ot1 y() signifie que ce terme n’apparait pas. Alors en utilisant la proposition [3|nous trouvons
que

|ID* eval (f,2) (g, yM, .. g(’“)vy(’“))\l

< | D*f () (y" H+ZHD’“ Lg@ (@) (D, ..y, y®)y)

< (m+1)...(n+ k)| f]

(k)H
RE(1L -5

ly ™1l Ny

n+1 (n+k—1)|g"

DN ™.
(1 ,,m)nka,l lyD1| ... 4™
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Nous bornons |y || et ||g@| par ||(¢g%),y9))|. Nous obtenons
1D eval (f,2)(g", 5", g™, yM)]
. ((n—f—l)...(n—i—k) Fi k(n—l—l)...(n—i—k—l))

RE(1 —p2)"5 tF FL(1 - p2) el

g™,y - (g™, yE)]).

Finalement
m+1...n+k)|Ifl k(n+1)...(n+k—1)
RE(1—v2)"5 *F Bl —p2) ket

ID* eval (f,2)|| <

O

6.2. Démonstration du théoréme [5 — La démonstration utilise le théoréme 128 page
121 de J.-P. Dedieu, Points fixes, zéros et la méthode de Newton, Springer, 2006.

Théoréme 6. — Donnons-nous f une application analytique de E dans F, deux espaces de
Hilbert. Soit x € C™. Nous supposons que la dérivée D f(x) est surjective. En notant par
Df(x)" Uinverse généralisé de Moore-Penrose de D f(x), nous introduisons les quantités

1= B(f,2) = | Df () f (@)l
1 1
2 y(f,2) =sup |5 D f () D* ()| ;
k>2 K
3- a(fa ‘T) = B(fa :E)’Y(f) IE)
Rappelons que ag et co sont les constantes introduites dans cette section.

Si a(f,z) < ag alors il existe un zéro ¢ de f dans la boule B(xo,coB(f,x0)) et la suite de
Newton

o =2, Lh4+1 = Tk — Df(xk)Tf(xk), k Z 0,

converge quadratiquement vers C.
Nous sommes désormais préts pour prouver le théoréme

Démonstration. — Elle consiste & vérifier la condition a(eval, (f,z)) < ap. Utilisant les
propositions [f] et [l nous pouvons borner la quantité v(eval , (f,z)). Nous obtenons

A eval ,(f,2)) < sup (1 1D eval (f,2)1]| | D eval <f,x>r) o
k>2 k!

can ((PTRY WALk 1 1
= \\ k) RE(1—12)F k=1 JRET(1—w2)k-1)

n—+k =
k

n+k\ n+kint+k-1
k >_k< k—1
n+k>kil<(n+1)(n+2)
k = 2

Nous savons que < ) De plus la fonction k — (

est décroissante. Donc ( . Ainsi nous obtenons 'estimation au
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point

n+1)(n+2
vl () < (th@(_jg)) (Rw(ulfﬂ V%)—kl). 9)

De la méme facon la quantité a(eval, (f,x)) peut étre bornée par
a(eval, (f,x)) < y(eval, (f,x)) B(eval , (f,))

<~(eval, (f,2))[|D eval (f,2)"|[[|f(2)]]-
En utilisant les inégalités de la proposition H 5| et @ il vient

aeal, () < PRS- pzyeor (LA @) o)

La condition

e D e () @) < e

implique évidemment a( eval (f,z)) < ap.
Donc le théoreme [6] s’applique. La suite de Newton

(f(O)va) = (f7$)7 (f(k+1)7$k+1) = ((f(k)al‘k)_De,Ual (f(k)7xk:)T eval (f(k)7xk)> k > 07

converge vers un certain (g,y) € B((f,),coB(eval,(f,z)) C (A%*w,R,)* x C". En
d’autres termes

(If = gl* + |z — yl|1*)? < coB(eval,(f,z))
< col| D eval (f,2)1|| | £(2)]]
<o (1—v2)"F | f (@)l

A

Ceci implique que y € B(w, R,,) parce que
ly —wll < lly — 2] + pa

n+1
<o (=) 2 [|f(@)] + pa
< Ry. par hypothése.

Ceci achéve la preuve. O

7. Déflation et opérateur de Newton singulier

Nous définissons dans cette section une suite de déflation en un point x¢ proche d’une
racine (. Comme nous ’avons évoqué en section [2] celle-ci est la combinaison d’une opé-
ration de sélection et d’une opération de dénoyautage. Si x¢p = ( rappelons que nous
commencons par remplacer les équations par les dérivées d’ordre la valuation moins un.
Nous obtenons ainsi un systéme dont la jacobienne des équations est de rang plus grand
que un. Puis, si ce rang est plus petit que n, nous préparons ce systéme en divisant les
équations en deux familles. L’invariant qui préside & cette partition est le rang r de la ma-
trice jacobienne D f(({). Sans perte de généralité nous pouvons supposer que les r premiers
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générateurs possédent des parties affines linéairement indépendantes. L’opération de dé-
noyautage consiste a ajouter aux r premieéres fonctions celles qui constituent le complément
de Schur de D f(z) associé & D1,y f1.r(z). En section [§|nous montrons que la multiplicité de
la racine du systéme obtenu aprés un cran de déflation a chuté strictement. Comme nous
I’avons souligné en section [2, nous pouvons alors réitérer ce procédé.

Détaillons le procédé de déflation décrit ci-dessus quand zg est proche de (. Celui-ci
repose sur les deux propriétés suivantes. Premiérement 1’évaluation en xy d’une fonction
qui s’annule en ¢ est petite au sens de I'analyse effectuée a la section [ Deuxiémement le
rang numérique de D f(zg) est celui de DF({) pour un e déterminé par ’analyse effectuée
en section {] Précisons ces idées en commengant par introduire la notion de valuation a e
pres.

Définition 8. — Soient ¢ > 0, xg € C" et f € C{x — xo}. Nous disons que f a une
e-valuation p en xg st

- 9* f(z0) .
1- Vk < p,Ya € N" tel que |a| =k et ‘Tﬁf“‘ga

— 9P f (o)
2- Ja € N" tel que || =p et ‘ Sma | > €.

St1 e =0 la valuation est dite exacte.

Avertissement 1. — Les définitions qui vont suivre nécessitent de considérer les systémes
tantét comme des listes, tantét comme des vecteurs, tantot comme des ensembles. Par
exemple, nous notons vec (o) l'opérateur qui concaténe les éléments non nuls d’un ensemble
ou d’une matrice en un vecteur ligne.

Nous définissons ci-dessous un opérateur de sélection.
Définition 9. — Soient € > 0, z9 € C" et f = (f1,...,fs) € C{x — x0}*. Nous notons

, . ‘ oPe=1 fi(x)
pr Uz-valuation en xg de fr, k = 1 : s. Soit A, = e la| = pr — 1 7. Nous

définissons l'opérateur de sélection S par

S f— vec (UA’f)

k=1

Si e = 0 lopération de sélection est dite exacte.

Remarque 5. — Le calcul de S(f) s’effectue par lalgorithme récursif dit de sélection
en faisant Sélection(xq, f,0,0) . 1l est facile de voir que cet algorithme est libre de € en
supposant que le calcul de la norme dans A®(xo, Ry,) le soit. De plus le nombre d’étapes
de cet algorithme est fini et S(f) := Sy.

Comme nous utiliserons souvent la notion de complément de Schur dans la suite, nous
rappelons sa définition.

A B
C D
r > 0 associé a une sous-matrice inversible A de rang r est par définition Schur (M) :=
D—-CA™'B.

Sir =0 nous définissons Schur (M) := M.

Définition 10. — Le complément de Schur d’une matrice M = de rang
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Algorithme de sélection : Sélection(xo, f, Sf, S1)
avec : 9 € C", f € A%(x0, Ryy)®, S5 € A%(20, Ryy)®, S1 € A2(20, Rap)®
1- Pourk=1atff
9 . 209 _
(n + 1)(n +2)(Ray + [|fi]]) Ris 2
3- Si || fe(zo)|| < n alors test justifié par le corollaire
4- St = {fi}
5- Sélection(zo, {V fx}\{0}, Sf, S1)
6- Sinon
7- Sy:=87US;
8- fin Si
9-  fin Pour

TABLE 2.

Définition 11. — Soient € > 0,0 <r <n et f=(f1,...,fs) € C{x — xo}*. Supposons
que D1 f1.+(x0) a un e-rang égal o r. Nous définissons 'opérateur de dénoyautage
K : fe (fi,..., fr,vec( Schur (Df(x)))) € C{x — xo} =) (=7,

Nous disons que K(f) est un e-dénoyautage de f si nous avons

K (f) (o)l < e (11)

Le dénoyautage est exact quand € = 0.

Définition 12. — (Suite de déflation). Soient € > 0, 29 € C" et f = (f1,...,[s) €
C{z — xo}°. La suite

Fo=S(f)
Foo = S(K(F)), k>0,

est appelée suite de déflation.

La longueur de la suite de déflation est par définition l'indice € o le e-rang de DFy(xq) est
égal & n, et pas avant. Nous verrons dans la section [§ que € est fini. Enfin nous appelons
systeme déflate de f un systéme de e-rang égal o n extrait de Fy. On le note par dfl (f).

Remarque 6. — Par souci de simplification nous avons noté les opérateurs de sélection et
de dénoyautage S et K respectivement plutét que Sy et Ky e.

De méme nous parlerons du rang d’un systéeme au lieu du rang de la matrice jacobienne
des équations.

Remarque 7. — Par construction, le rang de chaque systéme d’une suite de déflation est
non nul.

Remarque 8. — Quand le rang numérique de la matrice jacobienne DF (xq) est nul, on
peut remarquer qu’une étape de ['opération de sélection correspond o une opération de
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Suite de déflation et systéme déflaté
1-  Entrées : 79 € C", f € A?(xg, Ry,)®

2-  F:=S5(f).
2a
3 n:= —
(n+1)(n +2)(Ra, + [|[FI) Rz,

4- si ||F(xg)]] < n alors test justifié par le corollaire [1]

5- r := rang numérique(DF(xg))

6- extraction d’un systéme de rang r

7- si r < n alors

8- F:=S(K(F))

9- aller en 3
10- sinon
11- dfl (f) un systeme déflaté de f de e-rang égal a n.
12- fin si
13-  fin si

14-  Sortie : dfl (f)

TABLE 3.

dénoyautage. On verra qu’en section [11], analyse numérique de l'agorithme de calcul d’un
systeme déflaté est simplifiée si le rang numérique de DF(xq) est strictement positif, ce
qui est le cas apres une opération de sélection.

Note historique. Remarquons qu'une borne supérieure pour ¢ est constitué par
Uépaisseur au sens de la terminologie introduite par Emsalem dans [13]. Nous préférons
utiliser cette terminologie plutot que le terme profondeur “depth” utilisé plus récemment
par Mourrain, Matzaflaris dans [30] ou Dayton, Li, Zeng [5], [4]. o

Théoréme 7. — Soient xg € C" et f € A%(xo, R,)*. Alors lalgorithme décrit dans la
table [3 prouve Uezistence d’une suite de déflation o les tests de vérification des inégali-
tés (@ and sont exécutés respectivement grice au théoréme @ et au corollaire .

Définition 13. — L’opérateur de Newton singulier du systéme initial f est défini comme
lopérateur de Newton associé au systéme déflaté df1(f) de e-rang égal a n.

Plutot que de calculer la suite de déflation introduite dans la définition [12] il est suffisant
de la tronquer. Pour ce faire nous avons besoin de la définition suivante.

Définition 14. — Soit p > 1. Nous notons T'ry, ,(F) la série tronquée a Uordre p de la
fonction analytique F' au point xg.
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Newton singulier
1-  Entrées : 79 € C", f € A?(xg, Ry)®
2-  dfl (f) = systéeme déflaté de f
3-  Sortie : Si dfl (f) # 0 alors Ngg (5)(20) sinon xg

TABLE 4.

Nous appelons alors suite de déflation tronquée a ordre p au point xq la suite :

To = Truep(S(f))
Tit1 = Tragp-k-1 (S(K(Tk))), 0<k<p.

Pour définir 'opérateur de Newton singulier il est alors suffisant de connaitre la longueur
de la suite de déflation.

Proposition 7. — Soit ¢ la longueur de la suite de déflation. Considérons la suite de
déflation tronquée (T},)g>0 & Uordre £+ 1 au point xo (définition . Alors Uopérateur de
Newton singulier associé o [ est égal & lopérateur de Newton classique associé a Tj.

Démonstration. — Comme Ty est la série tronquée a l'ordre ¢ de Fp, par construction il est
aisé de voir que pour tout k = 0 : £, T}, est la série tronquée de Fj, a l'ordre p— k. Il s’ensuit
la conclusion. 0

Remarque 9. — Le calcul de K(F') nécessite d’extraire un systéme d’e-rang r. Celui-ci est
déduit d’une élimination de Gauss de la matrice jacobienne D f(xg) avec pivot total afin
d’obtenir un systéme le mieur conditionné possible. Le nombre d’étapes de lalgorithme
GECP ( Gaussan Elimination with Complete Pivoting ) est égal au rang numérique calculé
en Table 3. Dit autrement, ceci correspond au début d’une factorisation LU et les équations
ainst distinguées , (voir section suivante) aux générateurs dont les parties affines sont
linéairement indépendantes.

Pour une discussion du calcul du rang par factorisation LU et les relations avec la SVD,
on peut se reporter auz travaux de Pan [37| et Miranian et Gu [32].

8. La multiplicité chute strictement lors de la déflation

Dans cette section nous démontrons que la suite de déflation stationne aprés un indice
fini. Commengcons par le montrer dans le cas de la déflation exacte. La proposition suivante
montre que la multiplicité chute strictement lors d’une opération de dénoyautage.

Théoréme 8. — Supposons que le rang de D f(C) soit égal a r et que

_ [ Alz) B(z)
pi) = (2} b
ou A(C) € C™" est inversible. Alors la multiplicité de ( comme racine de K(f) est
strictement plus petite que la multiplicité de ¢ en tant que racine de f.
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Démonstration. — Sir = 0 alors le systéme K(f) est formé de toutes les dérivées partielles

0f®) g cj<n 1<i<s
al‘j
Alors la conclusion découle du lemme [l
Sir > 0 le systéme K(f) est formé par fi,..., f, et les éléments du complément de

Schur D(z) — C(x) A(z)~! B(z). De la proposition [8] les relations entre les lignes de la
matrice jacobienne sont

(C(a), D(x)) - Clx)A(z) " (A(x), B(x)) = 0.

Il est facile de voir que le systéme K(F') = 0 est analytiquement équivalent en la racine ¢
au systéme suivant

fiveoos [ Dfi(x ZA” 2)Dfj(x) =0, i=r+1:s5|=0, (12)

avec (Xij(z)) la (s —r) x r-matrice (C(z)A(z)™!).
En appliquant le théoréme des fonctions implicites, nous savons qu’il existe un isomor-
phisme local ® tel que

Tl — Cl:r = fl:r o®.
En substituant 1., — (1. dans f = 0 nous obtenons le systéme

(xl_Cl,"'a‘TT’_CT‘a fT+1ZSO(I)):0' (13)

L’idéal engendré par f.i1.s 0 ® contient seulement les mondémes x; — (;, i =r+1: n. D'un
autre coté remarquons que la multiplicité de la racine ¢ du systéme n’a pas changé :
c’est aussi la multiplicité de (,41., comme racine de f,y1.s 0 ®. De plus, la multiplicité
de ¢ comme racine du systéeme est égale a la multiplicité de (,11., comme racine du
systéme D(fr+1.5 0 ®). Nous appliquons maintenant le lemme ] au systéme f,41.s 0 ® pour

en déduire que la multiplicité chute. O
T : A B sXn \ rXT ; ;

Proposition 8. — Soit M = c D JE€ C of rang r ot A € C est inwversible.

Alors les relations entre les lignes (respectivement les colonnes) de M sont données par

(C,D)—CA Y (A,B) =0, (respectivement < ZB; ) — < é )AlB =0).

Démonstration. — La proposition vient de ’équivalence :
(C,D)—CA ' (A,B)=0et < B )—( A ) A'B = 0si et seulement si D—-CA~!B = 0.

D C
Comme le rang de la matrice M est égal & r, c’est équivalent & Schur (M) = 0. O

Définition 15. — La valuation d’un systéme analytique f = (f1,...,fs) en ¢ est le
minimum des valuations des f; en (.

Remarque 10. — Un générateur de IC{x — (} de valuation minimale peut toujours étre
pris comme élément d’une base standard (minimale) de I.
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C’est une conséquence d’une propriété fondamentale des ordres locaux : la valuation
d’une somme est toujours plus grande que le minimum de la valuation de chacun de ses
termes.

Dans le cas d’un localisé d’un systéme polynomial, la construction d’une base standard
de IC{x — (} a partir d’'un ensemble de générateurs peut étre réalisée par 'algorithme
du céne tangent de Mora, par calcul successif de S-polynomes et des réductions qui en
constituent un cas particulier. La valuation ne peut que croitre lors des ces opérations, ce
qui empéche de réduire S(f, g) par f (ou g).

fi(z)
a.%'j
un zéro isolé de f et D' f. Alors la multiplicité de ¢ comme racine de D' f est strictement
plus petite que la multiplicité de ( comme racine de f.

Lemme 4. — Soit D' f(z) == < , 1<j<n, 1<i< s). Supposons que C soit

Démonstration. — Prenons un des fj, disons f;, de valuation minimale en (. Cette valuation
aﬂjj

pas dans l'idéal engendré par f. D’ou la conclusion. O

n’est

est au moins 2. C’est donc qu’il existe un indice j tel que le terme dominant

L’opérateur de sélection fait chuter la multiplicité comme 1’énonce la proposition ci-
dessous.

Lemme 5. — Soit p la valuation de f en (. Considérons le systéme

o £,
Dp—lf(;z;) T = <W7 |Oé|:p—1,1§i§s>.

Supposons que p > 2 et que le rang de DPf(() soit égal a r. Alors la multiplicité de ¢
comme racine de DP~1f(x) = 0 est strictement plus petite que la multiplicité de  comme
racine de f. Plus précisément la multiplicité de la racine ¢ chute d’au moins p”.

1
Démonstration. — Comme la valuation est p > 2 alors f(z) = Z EDkf(C)(x — Ok avec
k>p
DPf(¢) # 0. Les monodmes de LT(f) sont de type (x — () avec |a| > p > 2. Comme
le rang de la dérivée de DP~1f(z) en ¢ est » > 0, nous pouvons supposer sans perte de
généralité que z1 — (1, ..., 2, — - sont dans I'idéal LT(DP~! f(z)), et donc par conséquent
le nombre de monémes standard chute d’au moins p". O

Lorsque la déflation est effectuée en un point xy suffisament proche de ¢ ’évaluation
en f(zo) sera petite. La section [6] quantifie la proximité de zo a ¢. Le résultat ci-dessous
détermine le rayon d’'une boule centrée en ¢ dans laquelle le rang numérique de D f(xg) est
identique a celui de D f(().

Proposition 9. — Supposons que le rang de D f(C) est égal a1 et que ses valeurs singuliéres
vérifient

01(¢) > ... > 04(¢) > or11(¢) = ... = 05(() = 0.
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Notons par

3(7.6) = sup (L2 )”)

ar(¢)
2

Soit 0 < ¢ < min (2 — V2, . Pour tout zg € B <(, le e-rang de D f(xo)

779)
est égal au rang de D f(().

Démonstration. — Notons par oy (o) les valeurs singuliéres de D f(x). Nous avons succes-
sivement pour k =1:n :

lok(z0) — ok (Q)] < ||Df(xo) — Df(Q)]] par le théoréme de Weyl [46]
DRSOy ke
< 0 IO, g
k>2
k—1 €

k—1) (< i -

< ;22( ) (2> puisque ||zg — (|| < 25(7.0)
€/2

S -2y

<e€ puisquee<2—\/§
Puisque 0,(¢) > 2¢ nous en déduisons que pour k < r
€ < 0r(C) — € < 0x(() — € < or(wo).
D’autre part nous avons pour k > 1 :
op(xo) < ok(() +e=e.
Finalement nous avons pour k < ret j>r
oj(x0) < € < op(xo).

Il s’ensuit que le e-rang de D f(xg) est égal a r. O

9. Un nouvel a-théoréme fondé sur le noyau de Bergman

Dans cette partie nous considérons comme précédemment w € C" et f € (A2%(w, Ry))*
avec s > n. Pour un systéme f donné, il est équivalent d’affirmer que D f(x) est de rang
plein ou que Df(x) est injectif. L'inverse de Moore-Penrose D f(z)" prend alors la forme
(Df(z)*Df(z)) " Df(x)* ot Df(z)* est I'adjoint de Df(x). Nous avons Df(z)Df(x)! =
Tim Df(z) €t Df(z)'Df(x) = Id ou Id est 'identité et Tim Df(z) 1@ projection sur l'image
de Df(z). Dans ce cas, 'opérateur de Newton s’écrit, voir par exemple [9] :

Ni(z) =z — Df(z)! f(2).
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Nous introduisons les quantités

8(f.a) = IDf@) f@)] (14
Afoo) = (l_”f’) (15)

Ky = max<1, Ri?fr_li%)) (16)
u(f.x) = 1Df@)] a7
(o) = max (L A(2) ke (. 2)) (1s)
alf) = Blf,0) ke (19)

Nous pouvons remarquer que les quantités v(f,z) et a(f,x) sont différentes de celles
introduites dans la a-théorie de Shub-Smale. Ce parti pris d’utiliser les mémes notations
est justifié respectivement par les théorémes[9|et[11] D’une part la quantité o du théoreme 9]
est relative & l’existence d’une racine comme dans le classique a-théoréme de [2] page 164 .
D’autre part la quantité v du théoréme [L1]est relative au rayon d’une boule de convergence
quadratique de la méthode de Newton comme dans le classique y-théoréme de [2] page
156. Nous pouvons aussi ajouter que la reproduction des fonctions analytiques de carré
intégrables par le noyau de Bergman conduit naturellement & considérer respectivement
les quantités v(f, z) et a(f,z).

Théoréme 9. — (a-théoréme). Soient R, > 0, ©g € B(w,Ry), et f = (f1,...,[fs) €
(A%(w, R,))*. Nous notons o, B, \, 7, i, & pour a(f,zg), etc ... respectivement définis
ci-dessus.

Supposons que

a<2y+1—+(2y+1)2-1.

Alors pour tout 8 > 0 tel que B(xo,0) C B(w, Ry,) et

1-— 1)2—-14 1
o+ Via+1) aly + )<u::,€9<#
2(v+1) v+1

f posséde une unique racine dans la boule B(xo,0).

Avant de prouver ce théoréme nous aurons besoin de la proposition suivante :

Proposition 10. — Pour tout f € (A%((, Ry))* nous avons

1 n+ 1)~
V20, IDH o)) < 1l
: Rk (1—02) 2

Démonstration. — 1l suffit de tenir compte de 'inégalité
(n+1)...(n+k)

k!
dans la proposition [ O

< (n+1)*
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Nous pouvons maintenant prouver le théoreme [9

Démonstration. — L'inégalité o < 2y +1—/(2y +1)2 — 1 implique o < 1. Donc D f(z0)T
est borné et Df(xg) est injectif. Nous avons donc D f(zo)Tf(z) = Df(xo)! f(z0) + g()
avec .
g(x) =z — w0+ 7 Df (o) D f (o) (x — x0)".
k>2
Nous remarquons premiérement que pour tout 2 € C™ nous avons

lg@)| > llz— ol =) %\\Df(wo)*D"”f(xo)H |2 — o|*
E>2

Df(xo)t _
> o —ao| — LIPTE ] Z( DIz 2“”) de la proposition [[0]
(1-vi) 2 = w(1=vz,)
> =7 Zu de la définition de v = Akp et u = & || — 9|

K
k>2

> i(u_yllfu) (20)

Soit 6 > 0. Le théoréme de Rouché énonce que les applications analytiques D f(zq)' f(x)
et g(x) ont le méme nombre de racines, chacune d’elles comptées avec leurs multiplicités
respectives, dans la boule B(xg,0) si I'inégalité

1D f (o) () — g(2)I| < llg(x)l]

est satisfaite pour tout x € dB(xg, ). Tout d’abord montrons que xg est 'unique racine de

g(z) dans la boule B (:ro,

1
——— |. En effet considérons y une racine de g(z) distincte
K(y+1)
de zy dans la boule B(w, R,,). Nous posons v = k||y —xg||. Si v > 1 alors ||y —zo|| > 1/k >

1
—— . Par hypothése nous savons que ———— > 6. Donc dans le cas ott v > 1 nous
k(y+1) P 4 k(y+1) -
concluons que y ¢ B(xg,0). Sinon v < 1. Nous déduisons de I'inégalité (20) que

1 yv?
=0> — — .
lg(y)[ =02 - (U 1 v)

Donc n < wv. 1l s’ensuit que la distance entre les deux racines xo et y de g(x) est
v
minorée par
Iy =0l > ——— >0
—x — .
S CR)

1
Ceci montre que z est la seule racine de g(z) dans la boule B (acg, )>

R(y +
u

Maintenant nous considérons x € B(w, R,,) tel que ||z — xg|| = 0 = —. Alors B(x,0) C
K

B(w, R,,). De l'inégalité nous déduisons que l'inégalité

U2
8= IDfao) o)l < - (u- ) 1)

1—u
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implique ||Df(xo)Tf(x) — g(z)| < |lg(z)| sur la frontiere de la boule B(zg,#). Puisque
« = Bk, ceci est satisfait si le numeérateur
(v +1Du? = (e +Nu+a

de 'expression précédente est strictement négative. Alors il est facile de voir que sous
la condition

a=0r<2y+1—+/(2y+1)2-1
le trinome (v + 1)u? — (@ + 1)u + a posséde deux racines égales a
a+1++/(a+1)2—4da(y+1)

. Donc pour tout 6 tel que

2(v+1)
1-— 1)2—4 1 1
at+l-(@+1)—da(y+1) 1
2(y+1) v+1
nous avons (y + 1)u? — (a + 1)u + a < 0. Alors l'inégalité est satisfaite et le systéme
f posséde une unique racine dans la boule B(xg,#). Le théoréme est démontré. O

10. Un nouveau y-théoréme fondé sur le noyau de Bergman

Soit f = (f1,..., fn) un systéme analytique régulier en une de ces racines (. Le rayon
de la boule dans lequel la suite de Newton converge quadratiquement est contrélé par la
quantité

G N L
(1.0 = s (1050 D)

introduite par M. Shub et S. Smale. Plus précisément nous avons le résultat suivant appelé
y-théoréeme.

Théoréme 10. — (y-theorem de [2]). Soit f(x) un systéme analytique et ¢ une racine
3=V

réguliére de f(x). Soit Re = Q(f\f) Alors pour tout xg € B((, R¢) la suite de Newton
RAVE

Tha1 = 2 — Df(xp) " fak), k>0,

converge quadratiquement vers C.

Nous donnons ici une version d’un y-théoréme qui prend en compte le noyau de Bergman
pour reproduire les fonctions analytiques de carré intégrables.

Théoréme 11. — (y-théoréme). Soit ¢ une racine réguliére isolée d’un systéme analytique
f=(f1, -, fs) € A%(w, Ry)*. Soit § > 0 tel que B((,0) C B(w, Ry). Nous notons v, i
et & pour y(f,Q), u(f, Q) et k¢ respectivement définis en (@), et ([61) Supposons que

2y +1—\/4v2 + 3y
v+1 '
Alors pour tout x € B((,0) la suite de Newton

vo==, zpr1 = Np(zp) =azp — Df(@) flzr), k>0,

u:i=kr0 <
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converge quadratiquement vers C. Plus précisément

1\ 21
lo-¢i<(3) o=l k20

Démonstration. — Nous utilisons la proposition [11] ci-dessous pour montrer par récurrence
le résultat. Le schéma de la preuve est classique et peut étre trouvé dans [2] page 158.

2 1—+492+3 1
L’hypothése u < i oy implique que e 3 < —. Cest une
y+1 1+7)1—-u?2—vy =~ 2
condition suffisante pour la convergence quadratique de la suite de Newton avec une raison
1
de —. O
2

Proposition 11. — Avec les notations du théoréme [11] nous avons :

1- Pour tout x satisfaisant u <1 — /%, Df(x) est injective. De plus nous avons
g

IDf@)t) < — LW

:
(14 7) (1 —u)? _,YHDf(C) -

2 IDFQTIPI @)@ =) = F@ < 7

v’
L+ (1 -u)?—y
Démonstration. — La racine ¢ est réguliére donc le rang de Df(C) est plein et Df(¢)T

existe.
1- Nous écrivons

3 [[Ny(z) = ¢l <

Df(z)—Df(¢) =)

De la proposition [10] il vient
IALIDSQT (n+ 1)k

LH+k
RE (1 - 1/?) ’

SIDA QI IDF Q) <

< Ak = kL

D’ou

IDF) (D f(z) = DF <Yk (s ]]z— ¢

k>2

1 .
<A|l—=—-1) <1, puisque par hypothése u < 1 —
(1—wu)?

147
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avec u = |z — ¢||. Alors grace au lemme de Von Neumann, voir par exemple [22]
page 30, I'application Id — Df(O)N(Df(x) — Df(¢)) = —Df(¢)TDf(z) est inversible.
Puisque

(DFC)DF)'Df(@)'DF(C)DF(C)'Df(x) = Id

il sensuit que (Df(C) D f(x))™" = (Df(QDF(C)'Df(2))IDf(C). Alors Df()Df(Q)TDf(x)
est injectif ainsi que D f(z). Maintenant grace au lemme 158 page 148 de [9] on peut
écrire
(£, Qulf,2) ™ = 1] < |IDFNDf (@) = DI
Donc

w(f, Op(f,2) ™ > 1 —|u(f, Ou(f,x) ™t =1
>1—|[DFONDf(x) — D))

o)

(1w
T+ w70

On en déduit
p(f,z) <

L’assertion 1 est démontrée.

1
2- Puisque f(¢) = 0 nous avons Df(z)(z — ) — f(x) = > (k- 1)51)’c F(O (=),
k>2 '
Dong, utilisant de nouveau la proposition [I0] un calcul direct conduit a

IDf (@)@~ ¢) — f@)]| < 23 (k= 1) (sl — )"
’uk22

2
U
< 2

T op(l—u)?

Ceci prouve 'assertion 2.
3— Nous avons

Ni(x) = ¢ = Df (@) (Df (@)(x — ) =~ f(x)).
Des items 1 et 2, nous déduisons le résultat.
O
La condition de convergence quadratique du ~-théoréme[lIest exprimée en une racine (.
Le corollaire [2| donne une version de ce résultat avec une condition dépendante d’un point

x de la boule B((,#). Il est basé sur le lemme ci-dessous qui établit des estimations des
quantités k¢, A(f, zeta) et y(f, () al'aide des quantités k., A(f, z) et 7(f, x) respectivement.

Lemme 6. — Soient z,( € B(w,R,) et 6 > 0 tels que ||x — (]| < 0. On note r, =

4 —1-502 1+ 2212 + 13v2
ﬁ et on suppose que 30r, < min e Yo —;(\1/_4;%) Vo + 1oVy . Nous
avons :
1 1
1- < (14 30ry).

1—1/2_1—1/%

2- k¢ < Re(1430r,).
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- A(£.Q) < Mfox) <1+3<n_+1>9>

2 %n@rm

3(n 4 1)0r, (1 — k.0)?
5 v(f, ).

~(f,¢) < (1+30ry)) (H — Znbr, ) T+ 2) A~ rab)? —(F.2)
1

Démonstration. — 1- On écrit que On vérifie par un

<
1—1/3 ~ 1—(vy +0/R,)?
1 < 1 - 30v, st
1— (s +0/R)2 = 1—12 R,(1—12)) ™

calcul direct pour que l'inégalité
lieu, il suffit que
—3(0/R.)*us — (5p2 + 1)0/R, + (1 — v, > 0.

1— 502+ /1+ 2202 + 1302
6, '

Ceci a lieu pour /R, < _

2— (C’est une conséquence de litem 1.

3- Pour 0 < v < 1ona(14+v)/2<1+wv/2. De plus, un simple raisonnement par
récurrence montre que, pour 0 < v < 2/n, on a

(n+1)v

1 TL+1<1
(1+2) - +1—%1}

3
Donc avec v = 30r,, et Znﬁrw < 1 le résultat suit.
O

Corollaire 2. — Soit ( wune racine réguliére isolée d’un systéme analytique f =

(fi,.--, fs) € A%(w,R,)*. Soient § > 0 et x tels que x € B(¢,0) C B(w,R,). Nous
notons vy, | et K pour Y(f x), p(f,z) et ky respectivement définis en ([18), (.) et (16).

On note r, = ——— et

R,(1—v2)

3(n+ 1)0ry (1= k)2
2— %n9T$ (1+’Y(f7x))(l _RxH)Q_’Y(fwr)

9o = (1+30r2)) <1 + V(f @),

Supposons que

4 —1—52 142202 + 134
30r, < min (, Vz+\/ eyt Vﬂ”)
n

2(1 —v2)
et

2 1—+/4g2+3
Ke(1430r;)0 < 9o + 9z + gx.
gz +1
Alors la suite de Newton

w0 =1, wps1 = N(zg) =k — Df(ax) f(ar), k>0,

converge quadratiquement vers C. Plus précisément

k:
1 2F—1
lo=c<(3)  lo-dl k2o
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Démonstration. — 1l suffit d’appliquer le lemme @ pour majorer ¢ et minorer la fonction

N 2v(f,C) + 1 — /A (f, )%+ 3v(f.C)
v(f,¢) +1 '

décroissante vy(f, () O]

11. Estimation de la quantité v du systéme déflaté

Nous considérons les notations introduites précédemment ot ¢ € B(w, R,,) est une racine

1
du systéme F € A%(w, R,,)®. Nous notons [F]; = Z HHDkF(C)H lz — ¢|*.

k>0
F
Lemme 7. — Soient Kk == K¢, X = (qu)n“ et F € A%(w,R,)® tel que F(z) =
1—vé) 2
¢

1
Z kaF(C)(x — O)F avec p > 1. Nous notons u = ||z — ¢||. Alors
k>p

AuP
Fle < .
[Fle < 17—
1 1)*
Démonstration. — De la majoration EHDkF(C)H < ||F| (n+ )n+1 o= AxF donnée
| rE(1-02) "

par la proposition [10} nous avons successivement :

[Fle < AP Z uP

k>0
AuP
< .
1—wu

Lemme 8. — Soient t € [0,1] et p > 1.

2 (p_flc+k>tk -

k>0

Démonstration. — Par récurrence. C’est vrai pour p = 1. Supposons-le au cran p. Alors

p—1+Fk\ 1 P
Zk( K >t NG

k>1
et
- - =
= P E+1 (1—¢t)r
Donc
Z p—l—k tk— 1
k (1 —t)ptlT
E>0
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Lemme 9. — Pour tout p > 1 et w € [0,2/(p+ 1)[ nous avons
L 1< Pu

(1—u)p 71—%14

Démonstration. — L’inégalité est vraie pour p = 1. Supposons-la pour p donné. Puisque
(1—pu)(1—u)=1—(p+1)u+pu? >1— (p+ 1)u nous avons successivement :

1 pu 1
- 1< 1 —1
(1= u)pt —<1_p+1u+>1_u

_ (p+ Du(l —u/2)
= -1 —w)

De plus, pour v € [0,2/(p + 1)] nous avons :
1 1—u/2 pu?

_ = >0.
2 I 1 2 =
1-22y  (1-2Ru)(l—w)  4(1—EFu)(1 - E2u)(1 —u)
Il s’ensuit :
1 1< (p+ 1)2u
(1 —w)pt! 1— 22y
L’inégalité est vraie au cran p + 1. Le lemme est démontré. O
Lemme 10. — Soit p > 1. Avec les hypothéses du lemme [ nous avons :
1 1 pu
DPlp - prlp SAMPTH s 1) < AP
[(p_m( <c>)L_ o (1) =

Démonstration. — En procédant comme dans la preuve du lemme [7| nous obtenons succes-
sivement :

1 - - —1+k HD’” (S )H
DP'E — DPTIR(C Ik
P <X G m ot e
< AP~ 12( —1+k:> i
k>1
1
< AwPL (H, - 1> (par le lemme [3))
—u
< )\mp_l% (par le lemme [9).
1—TU

O

Lemme 11. — Soient v > 0 et F = (Fi., Fri1.5) € A%(w, R,,)* tels que DF(C) soit de
rang r et D1, F1..(C) soit inversible.

F
| ”nﬂ 1= D FL Q)| et v = Asp. Nous introduisons

(1)

Nous notons k 1= K¢, A =
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~

aussi v = k|lx — C||. Pour tout x € B(w,Ry) tel que u < 1 — T
~

il s’ensuit que
D1 Fy..(x) est inversible. De plus nous avons la majoration :
_ YU U
Dy, Ft — Dy, Fi. < 77
(D1 Frp = Dir Frr (€)™ k_l_vvu
2—u

0111}:(1_7“)2.

1

Démonstration. — Nous avons Dy, Fi..(z) = D1, F1..(¢) + Z ka ((D1.4+F1) (O) (2 —
E>1

O)F. Puisque Dy, Fir(C) est inversible et que [|D¥ ((Dy,Fio) (O] < 15 Fi(€)]] nous
pouvons écrire en procédant comme dans la preuve du lemme :

1
|E|| := [| D1 F1or ()™ Dy Fip () — 1| < Z g”Dk (D1 Frp) (Ol |z = C)kH
E>1

k+ 1\ [| DFFLF(w))| K
<p < > [z — (]
Z; k (k+1)!
< MK g <k_]:1>uk

k>1
1
S”(u—uf‘l)
Y2 —u)u
S T

La condition u < 1 — implique [|E|| < yv < 1. Donc Dy., Fy.r(x) est inversible. De

1+7
plus D1, Fi..(z)™' = (I + E) "' D1, F1.-(¢)~!. Alors nous avons

Dl:TFltT(x)_ — Dy, F 1 7« ZE Dl:rFlzr(C)_l
k>1
Finalement
D1 Frr (O 1B
D —D <
|| 17" lr Lir lr(C)H— 1—||E||
YU u
T 1l-vyou
O
F
Proposition 12. — Soient K = K¢, A = (HQH)”H et w = kllz — (. Soit r le rang
1—vs) 2
¢

de DF(C). Nous supposons que v > 0 et que D1.,F1..() est inversible. Nous notons
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p=||D1.+F1.-(O) 7| et v = k. Alors nous avons :

1 2
K(F)]c < AU +)\/€( +7)°vu
1—u 1—nvou

2—u

ou v = (1—u)2'

Démonstration. — Nous pouvons écrire :

_ Dl:rFlzr(x) DT+117LF1?7"(:E) — A B
DF(x) B < Dl:rFr+1:m(l') Dr+1:nFr+1:m(x) o ¢ D '

Nous avons (D — CA™1B)(¢) = 0. Un cran de déflation conduit & K(F) = (Fy.., vec (D —
CA~'B)). Nous avons :

D—CA™'B =D - D()+(C(¢) = C)ATH(O)B(()
+C(ATHQ) = ATHB(O) + CATH(B(C) — B).  (puisque (D — CA™'B)(¢) = 0.)

Il s’ensuit :
[D — CA™'B]¢ < [D - D(Q)l
+1C = COINATHONIB@I
+[Cle[AT = AT QI 1Bl
+[Clc[A™¢ [B(C) — Ble-
oy E _ n+1 o
Rappelons les notations : A = m, K = max (1, M), p=|AQ)] et
2—u
v = a—ue

Nous avons les estimations successives :

D —D(()]¢ < [DF — DF(()]¢ < Akvu, dulemme [10/avec p =2,
ATNOB - BQO)er (€~ CO)A™ Q)] < Mspvu=vu, du lemme [[avec p =2
B < IDF(¢)|| < Ak, de la proposition []avec k =1

[Cle <[IDF(Q| + [DF = DF(()]¢ < As(1+vw),

A < AV
[A A(Q) k_l—vvu’ du lemme [11]

B . . . THUU 1%
[A™ e < [[AQ) T [+ [A7 = A(Q) ]c§“+1_7uu_1—7vu'
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Alors nous obtenons en tenant compte de ces majorations :

2
[D—-CA™'B]; < )\mvu+)\252uvu+/\/§(l+vu)w
1—vyvu
L
1—~vvu
< (1—1—’7)2)\/€UU.

1—nvou

+ A (1+vu) AV U

D’un autre coté, le lemme [7] avec p = 1 implique
Au

Fi.le < .
[ 1-7']4—1_“

Nous en concluons que

(K(F)); < ff‘u R ) i)

1—~vovu
0
F
Proposition 13. — Soient k = k¢, A = ( | 2”) o et u = kllz —(||. Soit p la valuation
1—v2) 2
¢
de F' en (. Nous avons :
p—1 bu
[S(EF)]¢ < Ak 1—’%1@
Siu < alors
p+
2
[S(F))c < Mp_l;% < 2kP L, (23)

Démonstration. — Par construction de S(F), c’est une conséquence directe du lemme
O

Dorénavant nous supposerons que chaque élément Fj), de la suite de déflation
Fo=S(f)
Fip1 = S(K(Fg)), k=>0.
est de rang 7. On sait par la remarque|/]que r, > 0. Sans perte de généralité nous pouvons

dire que D1.p, Fj 1., €st inversible.

Théoréme 12. — Soient f = (f1,...,fs) € A%(w, R,)* et ¢ une racine isolée de f. Nous
considérons la suite de déflation de longueur { de la définition[19 :
Fy = 5(f)
Frpi1=S(K(Fy)), k=>0.

Nous notons pg (respectivement, py) le mazimum des valuations des équations du systéme
f (respectivement, K(Fy), k=0:£—1). Nous considérons p = max pr. Soient Kk = k¢ et
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F;
Ak = Hiknnﬂ Soit 1y le rang de DFy(C) et p = max||D1.p, Fi 1., (C)7Y||. Nous notons
(1 _ VCQ)T k=0:¢
Yo = p?«)fl MokPou et vy = v(Fg, ¢) pour k > 1. Nous considérons R > 0 tel que
1 (1-v2)"%

u = kR < min )

P 6(C+70) (4Hp(1 +l+70) +(1- V?)T)
Alors la majoration

Yo <L+ 70 (24)
est vraie dans la boule B((, R).

Démonstration. — La proposition [13| implique

2po
Fy, ¢) := A\(Fp, <
v(Fo,¢) (Fo, Q)kpu P

De la remarque [7| nous savons que rp > 1. Nous procédons par récurrence sur k pour
démontrer I'inégalité qui est trivialement vraie pour k = 0. Supposons v, < k + g et
montrons que yx11 < 1+ k + 70. Nous utilisons simultanément les propositions [12] et
pour écrire

MokPO Lk p = .

Vi1 < App1Rp

F
< Aeall
(1—vg)z2
S(K(F
(1- Vg) 2
A A 1 2 2kP 2 —
< RO e+ k) 70U K /Jn+1 des inégalités (22), (23) et v = Sl
1—u 1 —you (1—y§)T (1—w)?
1 1 2\ 2kP7!
< i K(L+ )™ F ’Wffil puisque v = max(1, Aprp)
T—u I=mou J(1-02)"2
1 1+k v\ 2P (K
< ( (1 +k+ ) ”> K ( +n’Jyrol)U de I'hypothése de récurrence v, < k + 7o
1—u 11— (k+v)vu (1_y<2)T
< ( k(14 k+10) ) R +n7+(i)u caru < —— < — implique v < 6
T 60w 1) 1= 2
(25)
<U+V.
def

Le reste de la preuve consiste & montrer que les termes U et V sont plus petits que
(1 4+ %k 4+ v0)/2. Ainsi nous aurons vy,+1 < 1+ k + 79. Montrons tout d’abord que
n+1

(14—743%-70)(1—7/3)T 1 2kP~ Yk +v0)u

1
— implique U := — < —(1+k+ ).
(Lt b 70) (1= v2) "% + w1k + 50) bmu - 72

u <
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Puisque k,~9, k > 1, nous montrons par des majorations élémentaires que :

(1 - v2)" (L+k+50)(1 = 13)"
ntl

< .
6(k +0) <4HP(1+k+70)+(1—VC2)nTH> (L4 & +0) (1 — 1) >+ 45~ (k + o)

Il s’ensuit que pour £ > k nous avons :

1—12)"% 1 26P~1(k 1
u < ( ) — implique U := G +7l?)u < —(1+4k+ ).
6(¢+ o) (4/<;p(1+£+70)+(1—u§)T) I=u (12" 2
(26)
D’autre part un calcul direct établit que :
(1-13)"% 126P(1+ k+70)? (k+vy)u 1
u < T implique V := T < -(1+k+)
6(0+70)(4RP(1+ € 470) + (1 —v2)"2) (1 =6(k+10)u) (1-22)"% ~ 2
(27)
(1-w)"
En effet il est facile de voir que pour u < —— hous
6(k +70)(4rP (1 + Kk +70) + (1 1))
avons
2V 24kP(L+k+) (k+70)u
L+k+v (1—6(k+70)u) (1_%;)”7“ =

En tenant compte des inégalités et dans il s’ensuit que vp+1 < 1+k+v. O

12. y-théoréme et a-théoréme pour un systéme déflaté

Nous énoncons un y—théoréme pour un systéme déflaté.

Théoréme 13. — (y-théoreme). Soient f € A?(w,R,)* et ( € B(w,R,) une racine
isolée de f. Soit £ la longueur d’une suite de déflation telle que pour tout 0 < k < /,
chaque élément de la suite Fo = S(f), Frt1 = S(K(Fy)), satisfait Fi,(¢) = 0 et ry =
rang(DFi(¢)) < n. Soient py pour k=0:0—1 et p = Jax p. Nous notons k = K¢,

_ 2po . ‘
= lgriao?%”Dlzrka,l:rk(g) 1, 0 == o + 1/\(f, O kPO et vy := yo 4+ £. Soit R tel que
(1—;/3)”7“ 2v0+ 1 — /477 + 3y
Kk R := min , —
p+1 6y¢ <4np(fyg+1)+(1—y<2)7> Ye+1

Alors pour tout © € B((, R) la suite de Newton définie par la table
o=z, k1= Nan(p)(or), k>0,
converge quadratiquement vers C.

Démonstration. — Le théoréme [12] montre que v(Fy, () < 7 dans la boule B((, R). Nous
appliquons alors le théoréme [11] au systéme Fy avec 7. O
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Nous donnons également un résultat d’existence d’une racine singuliére reposant sur le
théoreme [0

Théoréme 14. — Soit f € A%(w, R,)* and xo € B(w, R,). Supposons que :
1- 1l existe une suite de déflation (Fy)o<k<e de longueur £ en xo. Plus précisément,
si pour tout 0 < k < £ chaque élément Fo = S(f), Fr+1 = S(K(Fy)) satisfait
20
1.1- < = .
Mol = e = o+ 2) (7, + R RE
1.2— DFy(z0) posséde un ex-rang numérique strictement inférieur a n ot €, est le
€ donné en ligne 5 de la table 1.
2- Le systeme {f, dfl (f)} satisfait les hypothéses de Ua-théoréme[q en xo.
Alors le systéme {f, dfl(f)} a une seule racine ¢ dans la boule B(xo,0) ot 0 est défini
dans l'a-théoreme [
Si de plus le systéme dfl (f) satisfait les hypothéses du corollaire [9, la suite de Newton
associé au systéme dfl (f) et initialisé en xo converge quadratiquement vers la racine (.

Démonstration. — C’est une conséquence directe de la définition d’une suite de déflation,
du théoreme [ et du corollaire 21 O

13. Exemple

Donnons un exemple afin d’illustrer les algorithmes exact et numérique, en considérant

f(x,y) = (fi(z,y), fo(z,y)) avec
filz,y) =233+ y2x + 22+ 2yx + 4% fola,y) = 2Py — yPx + 2+ 2y2 + o2

Le zéro (0,0) est de multiplicité 6.

13.1. Calculs exacts. — Nous avons

2 2
¢+ vy + 2x + 2 22y + 2x + 2
Df(z,y) ( Y Y Y Y )

2ry —y? + 22 +2y 2% — 22y + 22+ 2y

Le rang en (0, 0) de la matrice jacobienne est 0. Donc le premier cran de la suite de déflation
consiste juste & remplacer chaque équation du systéme initial par son gradient :

Fy:=S(f) = (2% 4+ 9> + 2z + 2y, 2zy + 2z + 2y, 2xy — y° + 22 + 2y, 2 — 2y + 22 + 2y).
Les 4 lignes de la matrice jacobienne de Fy sont :

20 + 2 20+ 2

2y + 2 2z 42

2y + 2 20 — 2y + 2
20 =2y +2 —2x+2
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Le rang en (0,0) de la matrice DFy(0,0) = est 1.

NN NN
NN NN

Le complément de Schur de DFy(x,y) associé a la sous-matrice 2x + 2 est

9 2 — 2y + 2% — y?
Schur (DFy(z,y)) = —— | 22 — 3y + 2% — 2y — ¢?
T

+1 -z — 2% —zy + >

Nous pouvons facilement vérifier que le systéme Fy = (fi,vec( Schur (DFy(z,y)) est
régulier et équivalent en (0,0) & f. Remarquons que le systéme tronqué de Fy a lordre 1

2(x 4y, 2z — 2y, 2z — 3y, —x)

est un systéme régulier équivalent en (0,0) a f.

13.2. Calculs numériques. — Un code Maple reproduisant les calculs ci-dessous est té-
léchargeable & https://perso.math.univ-toulouse.fr/yak/curriculum-vitae/. Nous
donnons le comportement de la suite de déflation.

1- Le point initial (zg,y0) = (—0.0005,0.0006).

2— Le systéme

fe 1/323 + y?x + 2% + 22y + o?
o 22y —y’x + 22 + 2y + 2 ’

3- La boule B(zo, Y0, Rag.,y,) = B(z0,%0,1).
4 Série tronquée Tr(f) := T7(y, 4),3(f) du systeme f(x + 0,y + yo)-

Tr(f) = 0.00000000978 + 0.000201 z + 0.000199 y + 1.0 2% + 2.0 vy + 1.0y + 0.333 23 + y*x
"= 0.0000000103 4 0.000201 y + 0.000199 z + 2.0 zy + 1.022 + 1.0y% + 2%y — 1.0y

5- Calcul de Fy = S(Tr(f)).

0.00019940 + 2.0012 z + 1.9990 y + 2.0 zy
0.00019904 + 1.9978 y + 2.0012 z + 2.0 zy — 1.0>
0.00020061 + 1.9990 = + 2.0012y + 1.0 22 + 2
0.00020085 + 1.9978 = + 2.0010y + z2 — 2.0 zy

Fy =


https://perso.math.univ-toulouse.fr/yak/curriculum-vitae/
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Le tableau ci-dessous donne le détail des tests effectués par ’algorithme de sélection
qui conduisent & ce systéme.

Fonction | Evaluation en (0, 0) n Fy
Tr(f)1 1078 0.014
8,Tr(f)1 2 x 1077 0.01 | For
82, Tr(f)1 1.99 0.0078
92,Tr(f)1 2.012 0.0078
0. Tr(f)n 2 x 1072 0.0098 | Fpo
Tr(f)s 1078 0.014
0. Tr(f)a 2 x 1071 0.0098 | Fps
82 Tr(f)s 2.01 0.0078
92, Tr(f)2 1.99 0.0074
0. Tr(f)a 2 x 1071 0.0098 | Fpy
6— Nous avons2 successivement || Fy|| = 2.4045,
p

n=

12(Ryy + | Fol) R

7— Jacobienne de Fy en (0,0) : DFy(0,0) =

=0.0064 > [|Fp(0,0)]] = 2.8 x 1074

2.00012
2.00012
1.999
1.9978

1.999

1.9978
. Les valeurs

2.00012

2.0001

singuliéres de cette jacobienne sont 0.0039 et 5.6562. Cette jacobienne a un g9 =

0.008-rang égal a 1.

8- Dénoyautage de Fy en (0,0) :

K(Fy) =

9- F1 = S(K(Fo)) =

0.00019940 + 2.0012 z + 1.9990 y

—0.0012 — 2.0y
0.0043976 + 3.9956 y — 3.9956 =
0.0053963 — 5.9944 = + 3.9922 y

K(Fy).

9- Evaluation de Fy en (0,0) : Fy(0,0) = (—0.12e — 2,0.19940e — 3,0.43976¢ —
2,0.53963¢ — 2). Nous avons || F1|| = 3.9048 et

2&0

’r’:

12(Ra, + || F1|l) Ri
10— Matrice jacobienne de F} et son évaluation en (0,0) :

0
2.0012
—3.9956 3.9956

DFl(‘T7y) =

—2

1.999

—5.9944 3.9922

= 0.0044 > ||F;(0,0)|| = 0.0012165.

Les valeurs singuliéres de DF1(0,0) sont 9.2 et 3.34 et son €1 = 3.34-rang est 2.
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11— Extraction d'un systéme régulier de Fy en (0,0).

0.00019940 + 2.0012 2z + 1.9990 y
0.0043976 4+ 3.9956 y — 3.9956 =

Nous trouvons que l'itéré de (zg, yo) = (—0.0005,0.0006) par 'opérateur de Newton
est (1.5x 1077, —=4.5x1077). Ceci illustre la propriété d’une convergence quadratique
au premier pas de 'itération.
Celle-ci est confirmée par le comportement des itérés succesifs déterminés par I'algorithme
Newton singulier.

dfi(f) =

[—0.0005, 0.0006]

[<1.5 x 1077, —4.5 x 1077]

(10713, —1.7 x 10713]

9.6 x 10727, —2.6 x 1072°]

[3.5 x 10752, —6.13 x 107

[1.2 x 107193, —3.4 x 107193]

[5.9 x 10729 —1.02 x 1072%]

13.3. Illustration des théorémes [9] et — Donnée par la table ci-dessous :

B

(0%

2y+1—

(2y+1)2-1

0 =

at+1—y/(a+1)2—da(y+1)

2v4+1—-4/4724+3y

v 26(7+1) k(y+1)
(zo,y0) | 0.00078 2.68 | 0.00234 0.079 0.000786
(= (0, 0) 0 2.67 0.0269
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Appendice A. Feuille de calcul Maple de la sous-section [13.2

Restart
restart:
with(LinearAlgebra):
print_£f:=proc(f)
local k;
for k to nops(f) do print(f[k]);od;
end:

Constantes et procédure de la norme L2
(1-4*u+2*xu~2)~2-2%u;
alphaO:=fsolve(%,u=0..1);
cO:=eva1f(sum((1/2)‘(2“k—1),k=O..infinity),2%);
@u2—4u%—U —2u

ap = 0.1307169444
co = 1.6328430180437862874

Norm_L2:=proc(f,x0,r)
local i,N,c,k; global n,x,y;
N:=0; c¢:=2/Pi~n/r~(2*n);
for k to nops(f) do
N:=N+evalf (int (f[k]~2, [y=x0[2]-sqrt(r~2-(x-x0[1])"2)..
x0[2]+sqrt (r~2-(x-x0[1]1)~2) ,x=x0[1]-r..x0[1]+r]),20);
od:
evalf (sqrt(c*N));
end:
Procédure S de sélection
S:=proc(f,x0,r)
local eta,i; global S5f,Sf1,alpha0; global x,y;
for i to nops(f) do
eta:=2*alpha0/12/(r+Norm_L2({f[i]},x0,r))/r;
if eta>=evalf (abs(subs(x=x0[1],y=x0[2],f[i]))) then
Sf1:=f[i];
S({diff(£[1]1,x) ,diff(£[i],y)} minus {0},x0,r);
else
Sf:={op(Sf),Sf1};
fi,;
od;
end:
Procédure S de sélection détaillée
S_print:=proc(f,x0,r)
local eta_,ei,si,i,j,nopsSf; global Sf,5f1,alpha0; global x,y,n;
for i to nops(f) do
print();
ei:=[seq(£f[i]1[j],j=2..3)]; si:=ei[1]+ei[2];

47



48 MARC GIUSTI et JEAN-CLAUDE YAKOUBSOHN

if si=0 then n:=i;fi;

eta_:=2*alpha0/12/ (r+Norm_L2({f[i][1]1},x0,r))/r;

if si=0 then printf("Yskghshv",‘f[‘,n,‘]1=*,evalf(£[i]1[1],5));

else printf ("%skghshghshghshv", ‘d??riv??e de f[¢,n,‘] ?? 1l’ordre

[¢,ei[1],¢,¢,ei[2],¢]=¢,evalf (£[1i][1],5)); fi;

if eta_>=evalf (abs(subs(x=x0[1],y=x0[2],£f[1]1[1]1))) then
print () ;print (¢??valuation en (0,0) =¢,evalf(abs(subs(x=x0[1],y=x0[2],f[i]1[1]1)),5),
‘< eta=‘,evalf(eta_,5));
Sf1:=f[i][1];
S_print ({[diff (Sf1l,x),eil[1]1+1,ei[2]],[diff(Sfl,y),eil[1],ei[2]+1]}

minus {[0,ei[1]+1,ei[2]],[0,ei[1],ei[2]+1]3},x0,1);

else

print () ;print (‘evaluation en (0,0) =¢,evalf(abs(subs(x=x0[1],y=x0[2],f[i][1]1)),5),
> eta=‘,evalf(eta_,5));

nopsSf :=nops(Sf);
Sf:={op(Sf),Sf1};
if nops(Sf)>nopsSf then print();print(‘on retient la fonction ¢,evalf(Sf1,5));
else print();print(‘la fonction ¢,evalf(Sf1,5), ¢ est d?7j\‘a retenue‘);
fi:

fi;

od;
end:

Procédure de détermination du rang numérique

P:=proc(s)

local i; global lambda;

expand (product (lambda-s[i] ,i=1..nops(s)));
end:

numerical_rank:=proc(4d)
local s,p,bg,k,B,i,m,r,epsilon,e,n,beta,gama,ar,alphal,gr; global lambda;
m,n:=Dimension(A);
B:=A;
if n<m then B:=Transpose(A);fi;
s:=SingularValues(B,output=’1list?’);
p:=P(s);
print(p);
bg:=[]:
n:=nops(s):
for k to n do
if coeff(p,lambda,n-k)<>0 then
e:=seq((abs(coeff(p,lambda,i)/coeff(p,lambda,k))) (1/(k-1)),1=0..k-1);
beta:=max (%) ;
gama:=1;
if k< n then
seq((abs(coeff(p,lambda,i)/coeff(p,lambda,k)))~(1/(i-k)),i=k+1l..n);
gama:=max (%) ;
fi;
else beta:=1;gama:=1; fi;
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bg:=[op(bg), [beta,gamal];
od;
print (bg) ;
r:=0;
for k to nops(bg) do

if bglk] [1]1xbg[k] [2]1<= 1.0/9 then

ar:=bg[k] [1]1*bg[k] [2]; gr:=bglkl[2]; r:=k;

fi;
od;
if r=0 then epsilon:=s[n];
else

epsilon:=(3*ar+1-sqrt((3*ar+l)~2-16*ar))/4/gr;

fi;
print(valeurs_singuli??res,evalf(s,5));
print(epsilon_,evalf (epsilon,5));
print(rang_num??rique,n-r);
[n-r,epsilon,s];
end:

Point initial, systéme, rayon

Digits:=250:
x0y0:=[-0.0005,0.0006] ;
n:=2:

f:=[x"3/3+y " 2%x+x"2+2%xxy+y~2, X"2xy-x*ky2+x"2+2xx*y+y~2] :
print_£ (%) ;
Rx0y0:=1.0;

2030 := [—0.0005, 0.0006]

f=0/32" +y’z + 2% + 22y + y*, 2%y — y’z + 27 + 23y + 37
Rz0y0 :=1.0

Série tronquée a l'ordre 3 de f(x+x0,y+y0)

x0:=x0y0[1]: y0:=x0y0[2]:

subs (x=x+x0,y=y+y0,f):
f:=[seq(mtaylor(%4[il, [x,y],4),1i in {1,2})]:
print_f(evalf(%,5));

0.00000000978 + 0.000201 z + 0.000199 y + 1.0 2% + 2.0 2y + 1.0y> + 0.333 2% +
0.0000000103 + 0.000201 y 4 0.000199 z + 2.0 zy + 1.0 2% + 1.0y> 4+ 2%y — 1.0y%

Calcul de F0 :=S(f)

Sf:={}:
S({op(£)},[0.0,0.0],1.0):
FO:=[op(8£)]:
print_f(evalf(%,5));



50 MARC GIUSTI et JEAN-CLAUDE YAKOUBSOHN

0.00019940 + 2.0012 z + 1.9990 y + 2.0 2y
0.00019904 + 1.9978 y + 2.0012 2 + 2.0 xy — 1.03/?
0.00020061 + 1.9990 4 2.0012y + 1.0 2 + 3
0.00020085 + 1.9978 z 4 2.0010 y + 2% — 2.0 2y

Détail des calculs de FO :=S(f)
Sf:={}:
g:=[seq([f[i],0,0],i=1..nops(£f))]:
S_print{({op(g)},[0.0,0.0],1.0):
f£[1]1=.97783e-8+.20061e-3*x+.19940e-3*y+.99950*x~2+2. 001 2*x*y+.9995%y"~2+.33333*x"3+y " 2*x
\’evaluation en (0,0) = 9.7783 10~{-9} < eta= 0.010711
d\’eriv\’ee de f[1] \‘a 1’ordre [0,1]=.19940e-3+2.0012%x+1.9990%y+2. *x*y
\’evaluation en (0,0) = 0.00019940 < eta= 0.0070694
d\’eriv\’ee de f[1] \‘a 1’ordre [0,2]= 1.9990+2.x*x
\’evaluation en (0,0) = 1.9990 > eta= 0.0052358
on retient la fonction 0.00019940 + 2.0012 x + 1.9990 y + 2. x y
d\’eriv\’ee de f[1] \‘a 1’ordre [1,1]= 2.0012+2.*y
\’evaluation en (0,0) = 2.0012 > eta= 0.0052323
la fonction 0.00019940 + 2.0012 x + 1.9990 y + 2. x y est d\’ej\‘a retenue
d\’eriv\’ee de f[1] \‘a 1’ordre [1,0]= .20061e-3+1.9990%x+2.0012*y+1.0000*x"~2+y"~2
\’evaluation en (0,0) = 0.00020061 < eta= 0.0068934
d\’eriv\’ee de f[1] \‘a 1’ordre [2,0]= 1.9990+42.0000%*x
\’evaluation en (0,0) = 1.9990 > eta= 0.0052358
on retient la fonction 0.00020061 + 1.9990 x + 2.0012 y + 1.0000 x72 + y~2
d\’eriv\’ee de f[1] \‘a 1l’ordre [2,0]= 1.9990+2.0000%*x
\’evaluation en (0,0) = 1.9990 > eta= 0.0052358
on retient la fonction 0.00020061 + 1.9990 x + 2.0012 y + 1.0000 x~2 + y~2
d\’eriv\’ee de f[1] \‘a 1’ordre [1,1]= 2.0012+2.x*y
\’evaluation en (0,0) = 2.0012 > eta= 0.0052323

la fonction 0.00020061 + 1.9990 x + 2.0012 y + 1.0000 x~2 + y~2
est d\’ej\‘a retenue

f[2]= .10330e-7+.20085e-3*y+.19904e-3*x+1.9978*x*y+1.0006*x~2+1.0005*%y~2+x"~2*y-1.xy~2*x
\’evaluation en (0,0) = 1.0330 10°{-8} < eta= 0.013775

d\’eriv\’ee de f[2] \‘a 1’ordre [1,0]= .19904e-3+1.9978*y+2.0012*x+2.*x*y-1.%y"2
\’evaluation en (0,0) = 0.00019904 < eta= 0.0098688

d\’eriv\’ee de f[2] \‘a 1’ordre [2,0]= 2.0012+2.*y
\’evaluation en (0,0) = 2.0012 > eta= 0.0078227

on retient la fonction 0.00019904 + 1.9978 y + 2.0012 x + 2. xy - 1. y~2
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d\’eriv\’ee de £[2] \‘a 1’ordre [1,1]= 1.9978+2.%x-2.x%y
\’evaluation en (0,0) = 1.9978 > eta= 0.0073777
la fonction 0.00019904 + 1.9978 y + 2.0012 x + 2. xy - 1. y*2 est d\’ej\‘a retenue
d\’eriv\’ee de f[2] \‘a 1’ordre [0,1]= .20085e-3+1.9978*x+2.0010%y+x"2-2. *x*y
\’evaluation en (0,0) = 0.00020085 < eta= 0.0098688
d\’eriv\’ee de f[2] \‘a 1’ordre [0,2]= 2.0010-2.*x
\’evaluation en (0,0) = 2.0010 > eta= 0.0078231
on retient la fonction 0.00020085 + 1.9978 x + 2.0010 y + x°2 - 2. x y
d\’eriv\’ee de f[2] \‘a 1’ordre [1,1]= 1.9978+2.%x-2. %y
\’evaluation en (0,0) = 1.9978 > eta= 0.0073777
la fonction 0.00020085 + 1.9978 x + 2.0010 y + x°2 - 2. x y est d\’ej\‘a retenue

Evaluation en (0,0) et norme L2 de F0
eval_FO:=subs(x=0,y=0,F0): print(evalf(%,5));
NFO:=Norm(Vector(2,%),2): print(evalf(%,5));
NL2FO0:=Norm_L2(FO, [0,0] ,Rx0y0) : print(evalf(%,5));

[0.00019940, 0.00019904, 0.00020061, 0.00020085]

0.00028174
2.4045

Test ||F0(0,0)|| <eta
eta:=2*alpha0/12/(Rx0y0+NL2F0) /Rx0y0~ (n-2) :
NFO<eta: print(evalf(%,5));

0.28174e — 3 < 0.63992¢e — 2

Valeurs singuliéres et rang numérique de la jacobienne de FO0 en (0,0)
J:=VectorCalculus[Jacobian] (FO, [x,y]): print(evalf(%,5));
JO:=subs(x=0,y=0,J): print(evalf(%,5));

numerical_rank(JO):

2.0012 4 2y 1.9990 + 2z
2.0012 4 2y 1.9978 + 22 — 2.0y
1.999 + 2.0z 2.0012 + 2y

1.9978 + 22 — 2.0y 2.0010 = 2.0z |
2.0012 1.9990 |
2.0012 1.9978
1.999 2.0012
1.9978 2.0010
valeurs singuliéres = [5.6562, 0.003966%]
e = 0.0079335

rang numérique = 1

Dénoyautage de F0 en (0,0)
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J(2..4,2)-3(2..4,1)+x3(1,2)/3(1,1):
Fil:=map(mtaylor, [FO[1],%[1],%[2]1,%[31], [x,y],2):
print_f(evalf(%,5));

0.00019940 + 2.0012 x 4+ 1.9990 y

—0.0012 — 2.0y
0.0043976 + 3.9956 y — 3.9956 =
0.0053963 — 5.9944 = + 3.9922 y
Calcul de F1 :=S(F1)
Sf:={}:
S({op(F1)},[0.0,0.0]1,1.0):
Fl:=[op(8f)]:

print_f(evalf(%,5));
—0.0012 - 2.0y

0.00019940 + 2.0012 z + 1.9990 y
0.0043976 4 3.9956 y — 3.9956
0.0053963 — 5.9944 = + 3.9922 y

Evaluation en (0,0) et norme L2 de F1

eval_F1:=subs(x=0,y=0,F1): print(evalf(%,5));

NF1:=Norm(Vector(2,%),2): print(evalf(%,5));

NL2F1:=Norm_L2(F1,[0,0] ,Rx0y0) : print(evalf(%,5));
[—0.0012,0.00019940, 0.0043976, 0.0053963]

0.0012165
3.9048

Test ||F1(0,0)|| <eta

eta:=2*alpha0/12/(Rx0y0+NL2F1) /Rx0y0~ (n-2) :
NFi<eta: print(evalf(%,5));
0.12165e — 2 < 0.44418e — 2

Valeurs singuliéres et rang numérique de la jacobienne de F1 en (0,0)

eta:=2*alpha0/12/(Rx0y0+NL2F0) /Rx0y0~ (n-2) :

NFO<eta: print(evalf(%,5));
0.0 —2.0

2.0012  1.9990

—3.9956 3.9956

—5.9944  3.9922
valeurs singuliéres = [9.2020, 3.3353]
e = 3.3353
rang numérique = 2

Extraction d’un systéme régulier
R:=[seq(F1[i],i={2,3})]1: print_f(evalf(%,5));
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0.00019940 + 2.0012 z + 1.9990 y
0.0043976 4 3.9956 y — 3.9956

Itéré de (x0,y0) par I’opérateur de Newton singulier
eta:=2xalpha0/12/(Rx0y0+NL2F0) /Rx0y0~ (n-2) :
NFO<eta: print(evalf(%,5));

0.28174e — 3 < 0.63992¢ — 2

Deéflation et itérations successives

deflation:=proc(X0)

local f, X, x0, yO, J, FO,F1,i; global Sf,x,y;
f:=[x"3/3+y 24X +X"2+2%x*ky+Y "2, XT2¥y-X*ky 24X 2+2kxky+y 2] ;
x0:=X0[1]: y0:=X0[2]:

subs (x=x+x0,y=y+y0,f): #print(f);
FO:=[seq(mtaylor (%[i], [x,y],4),i in {1,2})]; #print(%);
Sf:={}:

S({op(F0)},[0.0,0.0]1,1.0):

FO:=[op(Sf)]:

J:=VectorCalculus[Jacobian] (FO, [x,y]):
J(2..4,2)-3(2..4,1)%3(1,2)/3(1,1):

Fil:=map(mtaylor, [FO[1],%[2]1], [x,y],2);
op(solve(F1,[x,y]1)):

[rhs (%[11)+x0,rhs (% [2])+y0];

end:

Digits:=250:
X0:=[-0.0005,0.0006] ;
for i to 6 do
X0:=deflation(X0): print(evalf(X0,5));
od:
[—0.0005, 0.0006]

[0.00000015231, —0.00000045263]
[1.0038 x 10713, —1.6932 x 10713
[9.6859 x 10727, —2.6681 x 10729
[3.5521 x 10772, —6.1365 x 107°?]
[1.2568 x 107193, —3.4366 x 10~103]
[5.9038 x 1072%6, —1.0223 x 1072%]

Théoréme-alpha 9

alpha_theorem:=proc(f,x0,rho)

local Nf,kappa,J,beta,gama,alpha,theta,nu; global n,x,y;
nu:=Norm(Vector(2,x0))/rho;
kappa:=max (1, (n+1)/rho/(1-nu~2));
VectorCalculus[Jacobian] (f, [x,y]);

J:=MatrixInverse (subs(x=0,y=0,%));
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%.Vector(2,subs(x=0,y=0,f));

beta:=Norm(%,2) ;

Nf:=Norm_L2(f,[0,0],rho);

gama:=max(1,Nf*kappa*Norm(J,2)/(1-nu~2)~((n+1)/2));

alpha:=betaxkappa;

theta:=0;

if alpha < 2*gama+l-sqrt((2*gama+1)~2-1) then
theta:=(alpha+1-sqrt((alpha+1l)~2-4*alpha*(gama+1)))/2/kappa/(gama+l);

fi;

print(beta_,evalf(beta,5));

print (gamma_,evalf (gama,5)) ;

print(kappa_,evalf (kappa,5));

alpha<2*gama+1-sqrt ((2*xgama+1)~2-1); print(test_alpha,evalf(%,5));

print (theta_,evalf (theta,5));

end:

Digits:=50:
X0:=[-0.0005,0.0006]; print(evalf(F1,5));
alpha_theorem([seq(F1[i],i in {2,3})],X0,Rx0y0):
B = 0.00078147
v =2.6737
x = 3.0000
testalpha : 0.0023444 < 0.079267

6 = 0.00078644
Théoréme-gamma 11
gamma_theorem:=proc(f,x0,rho,r)
local Nf,NormJ,kappa,J,beta,gama,alpha,nu; global x,y;
nu:=Norm(Vector(2,x0))/rho;
kappa:=max (1, (n+1)/rho/(1-nu~2));
VectorCalculus[Jacobian] (f, [x,y]);
if r>0 then
J:=MatrixInverse(subs(x=0,y=0,%[1..r,1..xr]));
NormJ:=Norm(J,2);
elseyyygggxc
fi;
Nf:=Norm_L2(f,x0,rho);
gama:=max (1,Nf*kappa*NormJ/(1-nu~2)~((n+1)/2));
print(kappa_,evalf (kappa,5));
print (gamma_,evalf (gama,5)) ;
(2xgama+1-sqrt (4*gama~2+3*gama) ) /kappa/(gama+1) ;
print(rayon,evalf(}%,5));
end:

gamma_theorem( [2* (x+y) ,4*(x-y)], [0,0],1,2);
k= 3.

v =2.6761
rayon = 0.026858
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