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Exposé n° XV, 1-14

Des lemmes de moyenne avec un terme de force

dans 1’équation de transport
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Laboratoire J.A. Dieudonné, CNRS UMR 6621,
Université de Nice Sophia-Antipolis,
Parc Valrose, 06108, Nice, France,
bertheli@Qunice.fr, junca@unice.fr

Résumé

Nous obtenons plusieurs lemmes de moyenne pour des équations de
transport avec un terme de force. Ces lemmes améliorent la régularité
connue en ne considérant pas le terme de force comme un terme source
arbitraire mais bien comme une partie de I'opérateur différentiel. Nous
présentons deux techniques de preuve : par des changements de va-
riables locaux ou par des méthodes de phases stationnaires. Ces résultats
sont quantifiés par deux hypotheéses de non dégénérescence. Nous ca-
ractérisons les conditions optimales de ces hypotheéses pour comparer
les régularités obtenues, par rapport aux variables d’espace et de vi-
tesse.

Table des matieres

1 Introduction

2 Preuve par changements de variables locaux
2.1 Lemme de moyenne avec (t,z,v) . . . . . . . .. ... ...
2.2 Changements de variables locaux . . . . ... ... ... .. ..

3 Par des méthodes de phases stationnaires

4 Comparaison des régularités obtenues



FLORENT BERTHELIN ET STEPHANE JUNCA

1 Introduction

L’obtention de régularité via des lemmes de moyenne a été introduite dans
15] et s’est développée, entre autres, dans [8], [10], [9], [3], [5], [22], [6], [25],
18]. Les lemmes de moyenne sont un outil important pour obtenir la compacité
d’équations cinétiques ([7], [8]). Plus généralement, ceci a été utilisé dans un
grand nombre de papiers ces dernieres années. Parmi ces articles, un résultat
important qui utilise un lemme de moyenne est la limite hydrodynamique des
équations de Boltzmann ou BGK vers les équations d’Euler ou Navier-Stokes
incompressibles ([17], [16]).

Pour faire bref, un lemme de moyenne est un résultat qui dit que les quan-

tités macroscopiques / f(t,z,v)(v) dv ont une meilleur régularité par rap-
port a (t,x) que les quantités microscopiques f(t,z,v) ou f est solution d’une
équation cinétique.

Par exemple, dans [9] et [3], le résultat suivant est prouvé.

Théoréme [DiPerna, Lions, Meyer — Bézard| Soit f, g; € LP(R; X
RY x RM) avec 1 < p < 2 tel que

O f + divy[a Z 8]g], (1.1)

l7]<m

avec a € W™ (RM RY) pour m € N. Soit v € W™>°(RM) avec un support

compact. Soit A > 0 tel que le support de 1 est inclus dans [—A, A]M. Suppo-
sons l'hypothése de non-dégénérescence suivante sur a(-) : il eziste 0 < <1

et C'> 0 tels que pour tout (u,o) € SN et e >0,

mes ({U c[-AAM u—ec<al)-o<u+ 5}) < Ce™. (1.2)

Alors py(t, ) / ft,z,v)0(v)dv appartient ¢ WHP(Ry x RY) on s =

W’ p' étant lexposant conjugué de p.

La régularité de f elleeméme est aussi un sujet d’étude, par exemple en
supposant de la régularité en v, voir [4], [20] et [1].

Pour I'équation (1.1), la régularité obtenue est optimale, voir [23], [24] et
[11].
Le théoreme précédent dit, dans le cas m = 1, que pour 1’équation

atf+a<v) Vrf:g—F(t,x,v) 'vvga (13)
la régularité obtenue est W*P(R; x RY) avec s = %W Si on considere I'équation
atf+a(v) vxf+F(tax7U) 'vvf:ga (14)

c’est-a-dire avec g = f, il est classique de considérer le terme F(t,x,v) -V, f

comme une partie du second membre et la régularité obtenue est WP (R, x RY)
avec s = 5. Mais pour (1.4), la dérivation par rapport a v porte seulement sur

fvial equatlon de transport et non sur un terme arbitraire g. Il n’y a donc pas
de raison de perdre de I'information car ce terme est une partie de l'opérateur
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différentiel et les termes du second membre sont dans L? (second membre avec

m = 0 et non m = 1) et la bonne régularité devrait donc étre W*P (R, xRY) avec

5 = z%' Ceci explique la motivation des travaux présentés ensuite et dont les

détails se trouvent dans [2]. Les résultats obtenues généralisent ceux obtenues
dans [12] et [14] pour le cas transversal. Les résultats que nous obtenons se
généralisent dans LP pour 1 < p < 2 par des méthodes d’interpolation. Nous
présentons deux techniques de preuve : par des changements de variables locaux
ou par des méthodes de phases stationnaires.

2 Preuve par changements de variables locaux

Traitons tout d’abord le cas ou F' est régulier par une méthode de chan-
gements de variables locaux. Dans ce cas, ’hypothese de non-dégénérescence
utilisée est la méme que dans les résultats précédents.

Définition 1 (a—condition) Soit o« > 0, A > 0, la fonction a(-) est dite
vérifier l'a—condition sur {v, |v| < A} si 3C >0 tel que Vu € R, Vo € SN~!
etVe>D0,

mes ({U c[-A,AM: |a(w) -0 —ul < 5}) < Ce”.
Le résultat que nous présentons est le suivant.

Théoréme 1 Soit a € CV3RM RY), F € CVT3 (R, x RY x RM RM) f g €
L2(R; x RY x RM), wérifiant (1.4). Soit A > 0 et ¢p € CNT2(RM) tel que le
support de 1 est inclu dans [—A, AJM. Supposons qu’il existe 0 < o < 1 tel que
a(+) vérifie U'a—condition sur {v, |v| < A}. Alors la moyenne

poltia) = [ flt.a0)i)d

est dans HY'? (R, x RY).

loc

La preuve de ce résultat consiste en deux étapes : généraliser un lemme de
moyenne “classique” aux fonctions tests qui dépendent de (¢, z), puis faire des
changements de coordonnées pour se ramener localement a un opérateur sans
dérivée en v.

2.1 Lemme de moyenne avec (¢, z,v)

Afin de prouver ce résultat, nous partons du résultat classique suivant (voir
[15], [6]).

Proposition 1 (Golse, Lions, Perthame, Sentis) Soit a € L2 (RM RY),
f,g € L*(Ry x RY x RM) | tel que

of+aw) -V.f =g. (2.1)
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FLORENT BERTHELIN ET STEPHANE JUNCA

Soit ¢ € L>®(RM), avec un support compact dans [—A, A]M, pour lequel il
existe 0 < a < 1 tel que a(-) vérifie l'a—condition sur {v, |v| < A}. Alors la
moyenne

pulty) = [ fltw0)(v) do

R

est dans HY/?(R, x RY) avec I’estimation

loull e < CN) (01122 + VEI N ) (11l + llgllz2) -

Nous améliorons ce lemme pour prouver un résultat avec des fonctions tests
dépendant de (t,z,v).

Proposition 2 (Lemme de moyenne avec fonction test en (X,v)) Soit
a€ L (RM RY), f.ge L*(Ry x RY x RM) tel que

loc
Of +a(v)-Vof =g (2.2)

Soit 1 € LE®RM WNT2o(R, x RY)) avec un support compact par rapport
a v dans [—A, A)M. Supposons qu’il existe 0 < a < 1 tel que a(-) vérifie
Ua—condition sur {v, |v| < A}. Alors, pour tout compact K, il existe une
constante C'(N, K) telle que la moyenne

py(t, ) :/Rf(t,x,v)dz(t,:v,v) dv

est dans Hgéz(Rt x RY) avec la borne

lpoll o < CN, K) (1l + [1gll22) 191l 2 oe, w200y

Preuve de la Proposition 2. On pose X = (¢, x). Fixons K un compact

en la variable X. Notons 1; = Y x k. La série de Fourier par rapport a la variable
X donne

- , oiSBX
HX0) = 3 e = 3 (1 )
BezZN+1 BeZN+1
£iSB-X
avec r = N/2 4 1. Posons ¢3(X) = R et Yg(v) = (14 |B]")cs(v). On

souhaite appliquer Fubini dans la formule suivante

paltir) = [ fltww) 3 os(X)0s(v) dv.

BezZN+1

Pour cela, notons que

/RJW Z ‘f(X7 U)(bﬂ(X)wﬁ(U)’dU

Be(ZN-‘rl)*

XvV-+4
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< [T 1os(X)vs()ldo

pe@*)*
2
< ¢ L (X0 do /( > !@(Xwﬁ(vﬂ) dv
ﬁe(ZN+l)*
< ||f<X,->||LgJ > OR[> o
56(2N+1 ZN+1
La décroissance de coefficients de Fourier dans WN*2°(RY*!) donne
|C,3(v)| = (S|/B|)N+2”¢< )”W)f(\”&v‘x’a
ce qui permet de majorer
L, X lws)Pd
ﬁE(ZN+1
= [, X Q1B les(w) P do
Be(ZN+1)x
AsPr -
< S2N+4]ng E: |2N+4Hw( ”hVN+2W
ZN+1
4C%
< W Z HwHL?(WN“"O)
ZN+1
I1 vient alors
/ > (X 0)8s(X)s(0)| dv
ZN+1
1
< Gyl (X )l T g D117 yvz.oe
MMz S e, B, )

< 400

car 2r > N + 1. Ainsi il est possible d’intervertir I'intégrale et la somme, et
nous obtenons

= ¥ 6ulX) [ X 0)0s(0) v

ﬂeZNJrl

Ceci fait apparaitre des py, avec des fonctions tests ¢35 dépendant seulement
de v. Le lemme de moyenne classique donne

lovall o < C(N) (sl + Vsl ) (Ifllz= + lgllzz)
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Nous utilisons alors le résultat suivant : pour u; € C*(Q2), us € H?*(Q),
avec s 6*0,1, et Q borné de RV* on a wjuy, € H*(Q) avec ||ujusg||ys <

03||U1| Cs u2| Hs.
Pour s = «/2, ceci donne

[yl or2 < Ca D8l ozl Py |l pyor2
Yl 66%“ Bllce: Vel

1
W) 12 + lgllz2) 191l p2nzoc), 2o

< 05(1+ >

Be(@N+1)*

Comme N +2 —«a/2 > N + 1, on conclut. [

2.2 Changements de variables locaux

La seconde partie de la preuve du Théoreme 1 consiste a faire des change-
ments de coordonnées locaux pour se ramener localement a un opérateur sans
dérivée en v.

Notant X = (¢,x) et b(v) = (1, a(v)), 'équation s’écrit

b(?}) 'va+F<X7v)'va:g>

Faisons le changement (X, w) — (X, V(X,w)) tel que I’équation devienne

ou f(X,w) = f(X,V(X,w)), §(X,w) = g(X,V(X,w)) et b(w) = b(V(X,w)).

Localement V' = V(X,w) est solution du systéme non-linéaire suivant
b(V) - VxV =F(X,V)

car

VX.f = Vx(f(X, V)) = VXf<X7 V) + VXV : vvf(Xa V)

Etudions maintenant ’application

D B, — B,
(X,w) — (X, V(X,w)).

Par la méthode des caractéristiques, avec V (to, z;w) = w, pour tout w,
il existe un voisinage de (tp,z9) ou V est bien définie et réguliere. Les ca-
ractéristiques sont régulieres par rapport au parametre w, donc V (¢, x,w) est
bien définie sur un voisinage de (tg, zo;vo). Comme 0,V (to, z;w) = idgm, et
det(D®) = det(9,V), quitte a réduire le voisinage, ® est un diffécomorphisme
sur un B,.

Soit K un compact RY ™. Posons K = K x [~A, AJM. Comme K est
compact, il existe {(Xj,v)}i=1...1, avec les difféomorphismes ®; : B, — B,
O,( X, w) = (X, Vi(X,w)), tels que K C Y B

=1,

XV-6
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Utilisant une partition de I'unité pour ce recouvrement, il vient

Z/ FOX, 0)a(X, 0)i(v) do

L

/{veRM (Xv)eB!} FXs o)X v)g(v) do

L

=1 /{wERM s (X, w)eB;}

par le changement de variable v — w = Vj(X,v) sur chaque voisinage B’
correspondant a [. Ceci termine la preuve du Théoreme.

3 Par des méthodes de phases stationnaires

Dans le cas ou le champ de force F' est constant non nul, nous présentons
une seconde approche qui conduit a une régularité globale pour des fonctions
tests moins régulieres.

Depuis [2], nous avons noté que ce résultat s’étend treés simplement au cas
F(v) réguliere non nulle. Voir la remarque a la fin de la section.

L’hypothese de non-dégénérescence associée a cette technique de phases
stationnaires. est la suivante.

Notons D = F' - V,,.

Définition 2 ( yvF—condition) La fonction a(-) satisfait la v F-condition s’il
existe v € N* tel que V(v,0) €RM x SN, o= (00,6), &= (01, --,0n),

|00 + a(v).5] + Z |D*a(v) -] > 0. (YND)

Dans le cas M = 1, la condition (y/ND) est similaire a une conditionde
non-dégénérescence donnée dans [13] pour la moyenne d’opérateurs avec des
symboles principaux réels.

Le résultat que nous obtenons est le suivant.

Théoréme 2 Soit a € CY(RM,RY), F(t,z,v) = F e RM, F #£ 0, f, g €
L3(R; x RY x RM) wérifiant (1.4) on nous supposons qu’il existe v un entier
positif tel que a(-) satisfait la vF-condition. Soit vy € CLRM), alors la moyenne

poltir) = [t v)p(v)dv
est dans HY7 (R, x RY).

Notons que le cas d'un champ de force non nul constant n’est pas sans
intérét car il s’agit par exemple de considérer la gravité dans ces équations.

XV-71
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Pour prouver ce résultat, utilisant la transformée de Fourier dans la direc-
tion vy telle que F'-V,, = |F|0,,, nous sommes ramené a estimer des intégrales
oscillantes. Pour cela, nous utilisons un résultat de phase stationnaire de [27]
qui donne précisément une majoration d’intégrales oscillantes par le terme
dominant dans la méthode de phase stationnaire.

Preuve du Théoréme 2. Utilisons les notations X = (¢,z,---,zx) et
b(v) = (1,a1(v),---,an(v)). Par un changement de repeére orthogonal, on se
ramene a

D—F-vv—yF|£l.

Alors I'équation devient
of
b(v) - Fl— =g.
(v) - VxS +|Fl5 =g

Notons f la Transformée de Fourier de f par rapport & X et Y la variable
duale de X. L’équation devient alors 1’équation différentielle suivante avec le
parametre Y

0 -~ ~
Fl— (b(v)-Y)f =3.
Pl +i00) Y17 =g
Notons v = (vy; w). Considérons v? €]0,1] tel que

/|f|2(Y,v(1);w)dew S//IﬂQ(Y,vl;w)dewdvl,

et posons
B(v) = B(vy;w) = _/ b(fﬁ)du,
il vient !
fY,v) = J(Y.ol;w)exp(iB(v)-Y)
+|}17| v:; G(Y, u; w) exp(i(B(vy;w) — Blu;w)) - Y)du.

On décompose py(t, z) = /M f(t,z,v)1p(v)dv en deux parties selon 'expres-
M

sion de f que l'on vient d’obtenir, une partie avec la donnée “initiale” et la
seconde avec le terme g :

Py = Py =+ Py-
Le premier terme s’écrit

~ _ n 0. . iB(u;w)-Y
pr(Y) _/Rf,‘f—l f(Y 0] w) /Ru (u;w)e (ww)Y o dww.

Dans cette intégrale, une intégrale oscillante apparait. La phase étant

Y

o(w.0) = V|Buw)- 0, o =0

Nous utilisons alors les résultats suivants.
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Proposition 3 (Stein) Supposons ¢ € C*+1(R,R) tel que, pour k > 1,

d*¢

dTJ’f(vl) >1, Y €la, B,

alors il existe ¢, > 0 tel que

1
<Ck

B .
L eredn) < A

avec
1. k> 2 ou
2. k=1 et ¢ est monotone.

De plus, la borne ¢, est indépendante de X, | — af et ¢.
Il s’en déduit le Corollaire suivant.

Corollaire 1 Soit v € Wh(Ja, B]), ¢ € CFH(R,R), § > 0 et k > 1 tels que

d*¢

dT;{“wl) >4, Y €]a, Bl

Alors

B .
/ 7,/1(1)1)6”\¢(”1)dv1

max (|8 — al, &) /
min(1751/k) max(l, wl/k)) (HwHL”GaﬂD + ’W HLl(]a,ﬂD) )

B
avec ¢, indépendant de \, ¢, Y et |a, B[ pourk > 2, et ¢; = 2+5_1/a |67 (v)|dv.

Généralisons ceci au cas avec parametres.

Proposition 4 Soit P un ensemble compact de paramétres p, A > 0, ¥ (vy;p) €
LX(P,WLH] — A A]) et ¢(vr;p) € CTHH(Ry, X Py, R), tel que, Y(vy,p) € K =
[—A,A] x P,

(vi;p) > 0.

2
oy

k=1

Alors 3 d, > 0 tel que V], B[C] — A, Al -

B )
/ v (Ul : p) eAe(vip) dvy

«

< dymin (1, A7) ([l + 100l 1, )
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La preuve de cette Proposition se fait de la fagon suivante. Comme K est

1 L |o*
compact, il existe 0 < § < 1 tel que sur K, 0 < 6 < — Z a(ﬁ (u;p). Po-
u

7 k=1

7y

sant Zy = {(u;p), |05 (u;p)| > 6}, alors K C | J Z. Utilisant une partition
k=1

de 'unité adaptée, 'intégrale s’écrit comme la somme de termes de la forme

b )
I(p) = / U (u; p)e?* P duy. Le résultat de Stein donne alors

max(2A4, ¢) ,
1 < S 78y 0 (9GP lim-ap + IWAC, Pl rg-aa0)-

Pour p fixé, on conclut en majorant

()l + [k (P )
< (lorllzee + lokllze) Qo p)lizee + 19 p) ) -

Ceci termine la preuve de la Proposition et nous allons 1'utiliser pour ter-
miner la preuve du Théoréeme. Les parametres sont ici p = (o, w). La condition
a vérifier est

.
k=1

il s’agit de la vF'—condition. Il vient une borne de la forme

% B(u;w)
uk

@7'0 >07

B .
max(L YY) | [ (s w)e 57 < 1,

et donc
max(1, [Y[YN)|5,(Y)] < L/ F(Y,0Y; dw.
ax( ’ | | )|pf( )| - [—A,A]M-1 |f( » Ut U})| w

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors

max(L[Y )| (V) < QAL [ (Y e w) P,

[—A,AM -1

Intégrant par rapport a Y et utilisant la propriété choisie pour v?, il vient

2/7\ |~ 2
[ max(L YT, (V) Py

< A | F(V,0)Pdvay,

RN+1yRM

soit p; € HY".
Le terme avec g est

XV-10
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avec
LA o i(B(v15w)—B(uw)) Y
H(Y,w) = |F]/ /0 F(g)(Y, u;w)eBerw)=Buw)Y gy gy,
—A Jv]

On intervertit en utilisant Fubini, ce qui donne deux intégrales oscillantes

HY, 0)
~ [ F@ e e (
|E'] S u

1 vy

Flo)yusw)e B0 ([ pon; w)e PO oy ) du.
—A

A .
e w)e@BW)'del) "

1

TTE )

On obtient par les mémes techniques que précédement p, € H 1/7 et finalement
,51/, cH 1/ 7. O

Remarque 3.1 Le résultat dans le cas F' constant de Uarticle [2] se généralise
au cas F = F(v) régulier et qui ne s’annule pas (Force de Lorentz pour un
champ magnétique constant). La condition de non-dégénérescence est la méme
en remplacant D = F -V, par D = F(v)-V,. Il vient alors la méme régularité
mais le résultat est local. Pour le voir, il suffit de considérer les caractéristiques
associées a l'opérateur a coefficients variables D = F(v) - V,. Dans ces nou-
velles coordonnées, on est ramené au probleme précédent avec F = constante.

4 Comparaison des régularités obtenues

Le Théoreme 1 donne une régularité Hﬁf et le Théoreme 2 donne une

régularité H'/7. Comparons /2 et 1/ selon les valeurs de N et M.

Pour faire bref, on dira que pour M =1 et N > 2, 'effet régularisant du
Théoreme 2 est meilleur que celui du Théoreme 1 et que c’est le contraire pour
N < M.

Pour étre plus précis, comparons

Qopt (N, M) = sup a,
a()eC>([-AAIM RY)

et
'Vopt(N, M) =

min .
a(.)eC>(RM ,ng}’), FeRN\{0} i

Nous prouvons les résultats suivants.
Proposition 5 Pour tout N, M, on a You(N,M) =N + 1.

En effet, la (7F)-condition implique 7 > N + 1. De plus N + 1 est une valeur
possible pour v en prenant par exemple D = e b(v) = (1,vy,0%, -+, 0]),
U1

avec v = (v1, Vg, -+, Upr).
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1
Proposition 6 Pour M =1, on a agu(N,1) = N
Pour cela, on montre que agp (N, 1) <
voir [2] pour la preuve) et pour a( )=

Ainsi, il vient

1/N (c est la propriété la plus difficile,
(', 0%, oY), on a ag() = 1/N.
1 1 a1

Proposition 7 Pour N > 2 et M =1, o = N1 > 5 ~ N

De plus
Proposition 8 Pour N < M, on a apu(N, M) = 1.

Proof. La preuve pour N = M entraine le cas N < M. Pour N = M, la
preuve est la suivante. Soit a(.) : RY — RY un difféomorphisme global. Soit
(u,0) € SN et ¢p(v) = a(v) - o — u. Soit Z(d,e) = {|v] < A4, |¢p(v)| < e}.
Il existe § tel que 0 < § < |V,0(v)] < 1/8, V|v| < A,u* + |o]* = 1. Alors

sl — v < Joe) - o(w) < "=
U B(z.d¢e) C Z(pe) c |J Blz¢/d)
2€Z($,0) z€Z(,0)

et donc il existe C' > 0, tel que 0 < Ce < mes(Z(¢,€))e < C'e. O

Finalement, il vient

1 1 o 1
Proposition 9 Pour N >2 et N < M, = < Qopt _ 2
Yopt N +1 2 2

Remarque 4.1 Dans le cas d’une vitesse scalaire (v € R, M = 1), on ca-
ractérise le meilleur a dans la condition de non-dégénérescence (1.2). Cette
caractérisation est mentionnée dans peu de travauz, voir [26, 19], mais la
preuve d’optimalité est nouvelle. Ce type de caractérisation donne également
de nouveaux résultats pour les lois de conservation scalaires, voir [21].
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