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resumo

Enfrentamos dois problemas na dindmica populacional em um ambiente periddico lento ou rapido. Primeiro, obtemos uma
aproximacdo para a probabilidade de ndo extingdo de um processo linear de nascimento e morte com coeficientes periddicos,
quando o periodo é grande ou pequeno. Se a taxa de natalidade for menor que a mortalidade durante parte do periodo e se o
periodo tender para o infinito, a probabilidade de ndo extingdo converge para um limite descontinuo vinculado a um "pato" em
um sistema lento-rapido .

Em segundo lugar, estudamos um modelo epidémico ndo linear do tipo SIR quando a taxa de contato oscila rapidamente. O
tamanho final da epidemia ¢ proximo ao obtido pela substitui¢do da taxa de contato por sua média. Uma aproximagao da
correcdo ¢ calculada analiticamente quando a reprodutibilidade da epidemia é proxima de 1. A corregdo, que pode ser positiva ou
negativa, é proporcional ao periodo das oscilagdes e a fragdo inicial de pessoas infectadas.

1. Introducao

Em um trabalho publicado ha algum tempo (Bacaér, 2015), estudamos o limite de um modelo de dinadmica populacional, o
modelo estocastico SIS, em um ambiente periddico quando o periodo tendia a 0 ou ao infinito. Propomos aqui estudar da mesma
maneira dois modelos aparentemente mais simples: um processo linear de nascimento e morte ¢ um modelo epidémico
deterministico do tipo SIR. Esses dois modelos podem ser vistos como aproximagdes do mesmo modelo estocastico de SIR. O
processo de nascimento e morte serve como uma aproximagao no inicio da epidemia. Novas infec¢des desempenham o papel de
nascimentos. As curas desempenham o papel da morte. O modelo deterministico ¢ usado como uma aproximagao quando o
numero de pessoas infectadas ja é grande o suficiente.

Consideremos, portanto, primeiro um processo linear de nascimento e morte em um ambiente variavel com uma taxa de
natalidade a(t) e uma mortalidade b(t). O processo comega emt = ¢, com um tnico individuo. A probabilidade de néo extingao
é

1

_ : , M
1+ [ b(t) exp [ S} [b(s) — a(s)] ds} dt

p(ty) =

se a integral com o denominador ¢ finita ou infinita (Gani, 1975, p. 220). Isso se aplica principalmente ao caso em que as fungdes
a(t) e b(t)sdo periddica com o mesmo periodo 7. Nds presumimos

a(t) = A(t/T), b(t) = B(t/T).

A(T) e B(7) sdo fungdes periodicas do periodo 1. Considere os meios

a:AlA(r)dT, E:AlB(T)dT.

p(ty) é idéntico a 0 se @ < b. E uma funcio periédica do periodo 7', estritamente positiva e estritamente menor que 1 sea > b.
Ver (Bacaér, 2007, §5.2) e (Bacaér e Ait Dads, 2014). Agora assumimos @ > b. Este é o caso supercritico.

A formula (1) ¢é simplificada quando o periodo 7' ¢ muito pequeno ou muito grande, como observado recentemente (Carmona e
Gandon, 2019). Comty/T = 1 € [0, 1] constante € se T — 0, temos p(ty) ~ 1 — b/a. Comty/T = 1 constante e se
T — 400, temos p(ty) ~ 1 — B(1y)/A(7y) , pelo menos para certos valores de 79 com A(7g) > B(7).

O objetivo abaixo € esclarecer essas observagdes, propondo uma aproximacao da probabilidade de extingdo. O limite " — 0 é
0 mais simples: temos
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p(to) = (1 — g) {1 — ETT + % [/0113(7'0 +u) [Tw;l(u) dvdu} + o(T)}. (2)

0

Dentro do estojo T — +o00, assumimos que as fungdes A(7) e B(7) sdo regulares (digamos diferenciaveis com uma derivada
continua) e consideram dois casos:

e A(7) > B(7) V1 € [0, 1] (caso altamente supercritico);
e A(1) > B(1) VT € [0, 71 [U]T2, 1] com 0 < 7y < 1 < 1 e A(7) < B(7) V1 €]7, 13| (caso fracamente supercritico).

Sem perda de generalidade, pode-se assumir ainda mais no segundo caso que [;”(A(r) — B(r)) dr > 0. Existe entdo um Gnico
7* €]0,71[ com

/ " (A(r) - B(r)) dr = 0. (3)

*

Mostramos na se¢do 2 que, no primeiro caso para 7y € [0, 1], e no segundo caso para 1y & [, 2],

_ (4 _ Bn) ~ A(m)B'(m0) — A'(0) B(mo)
plio) = (1 A(m) ) {1 TA(m)[A(m) — B(r)P

No segundo caso com 19 €]7%, 2],

+ o(l/T)}. (4)

V2[4'(r2) — B'(m)] oT [21A()~B()] do
B(To)\/ 7T
Essa tltima probabilidade converge exponencialmente rapidamente para 0 quando 7' — +-co. Por fim, ha, portanto, uma

descontinuidade na7p = 7*. O limite é zero, ndo apenas em |71, 72| mas também em |7, 72 |. Isso esta relacionado ao fendmeno
"pato" em um sistema lento-rapido, conforme explicado na secédo 2.6.

(5)

p(to) ~

A seguir, considere o modelo deterministico da epidemia de SIR. N6s definimos

e N : o tamanho constante assumido de uma populagao,

* S(¢) : o namero de pessoas saudaveis no momento ¢,

e I(t) : o nimero de pessoas infectadas,

e R(t) : o nimero de pessoas removidas da cadeia de transmissdo porque sdo curadas ¢ imunizadas,
* a(t) : ataxa de contato infeccioso,

e b:ataxa de cura.

Nos temos N = S(t) + I(t) + R(t). Supde-se como no modelo simplificado de Kermack e McKendrick (ver, por exemplo
(Hillion, 1986, p. 75)) que

s ST dI ST dR

= =-al) 5, T =alt)5 —bl, — =bl. (6)

Cada individuo saudavel ¢, portanto, influenciado pela propor¢do de £/ N de individuos infectados na populagdo total, ou seja,
pelo "campo médio" e ndo por sua vizinhanga em uma estrutura de contato especifica.

Em um trabalho recente (Bacaér, 2019), estdvamos interessados na influéncia que uma oscilagdo periddica de pequena
amplitude da taxa de contato teria sobre o tamanho final da epidemia. Vamos nos concentrar aqui no caso em que a amplitude é
arbitraria, mas em que o periodo das oscilagdes é pequeno comparado com a duragdo tipica da epidemia. Para uma epidemia que
duraria algumas semanas, isso representaria, por exemplo, a rapida alternancia entre dia e noite. Para uma epidemia que duraria
alguns meses, isso representaria a alternancia entre dias Uteis e fins de semana, especialmente para epidemias nas escolas. Para
uma epidemia que duraria varios anos ou mesmo décadas, isso representaria a alternancia entre invernos e veroes.

O periodo das oscilagdes ¢ T' > 0. Este pardmetro pretende convergir para 0. Assumimos que
a(t) = a(1 + ¢(t/T))
com

e a>0,
e ¢ :uma funcdo continua em pecas com

1
lp(7)| <1, @(r+1)=¢(1) VT, /0 ¢(1)dr = 0.

a(t) é, portanto, uma fungéo periddica do periodo 7', com uma média a. Tome como condig¢des iniciais no inicio da epidemia



com(0 <7< N.

A secdo 3.1 mostra simula¢des deste modelo. Pode-se observar, a partir de exemplos, que o tamanho final da epidemia é
notavelmente proximo ao obtido pela substituicdo da taxa de contato por sua média. Na secdo 3.2, propomos uma explicagdo
dessa proximidade, fazendo algumas hipoteses adicionais sobre os parametros do modelo, em particular supondo que a fragdo
inicial de pessoas infectadas seja pequena e que a reprodutibilidade da epidemia permanega proxima de 1. Obtemos uma formula

aproximada para a correcdo a ser feita no tamanho final da epidemia. Essa corregdo € proporcional ao periodo das oscilagoes e a
fragdo inicial de pessoas infectadas, dai a sua pequenez.

2 Um processo de nascimento e morte

2.1 Calculo preliminar

Vamos primeiro olhar para o processo linear de nascimento e morte. Considere a integral ao denominador da formula (1)

J= /t " b(t) exp [ / [b(s) — a(s) ds] dt.

to

Por definigdo, temos

_ /0 " Bl(to + t)/T) exp [ / " B(s/T) — A(s/T) ds] dt.

to

Nos temos to /T = 7. Nos definimos u = t/T e v = s/T'. Entéo, usando a periodicidade das fungdes A(7) e B(7), nds obtemos
Tot+u
J= T/ B(my +u) exp[ / [B(v) — A(v)] dv} du
' Tot+u
= / B(70 + u) exp [T/ [B(v) — A(v)] dv] du
7o

/ (7o + 1) exp {T / " B — AGw) dv] du

- TZ explnT (b — @)] / B(ro + u) exp [T / OTW [B(v) — A(v)] dv} du.

n=0 0

Temos assim

J= T(l_) o) /01 B(1y + u) exp [T /To+u[B(v) — A(v)] dv] du. (7

1 —exp[T ™

220 limite T — 0

Com a aproximagdo exp(z) = 1 + x + x2/2 + o(x?) para z — 0 no fator antes da integral e, mais simplesmente
exp(z) = 1 + z + o(x) na integral, obtemos

J=<a15+§+o(T)>(E+TV To+u)/T0+u )]dvdu] (T)).

Nos temos

/ To+u)/T0+u ) dvdu = [(/T:WB(v)dv)z] :%.

Deduzimos que

Com p(ty) = 1/(1+ J), deduzimos a férmula (2).

2.3 O limite T' — 400 : 0 caso altamente supercritico



Vamos voltar a formula (7). A integral ¢ da forma

G(u) = B(ry +u), F(u)= / " A - B) dv.

Nos temos
F'(u) = A(to +u) — B(mo +u), F"(u)=A'(10+u)— B(m0+u).

Assumimos primeiro A(7) > B(r) V7 € [0, 1]. Nés temos entdo F'(u) > 0 Vu € [0, 1], F atinge seu minimo emu = 0 ¢
F(0) = 0. Além disso, F(u) = ¢ou + ¢1u? + o(u?) E se u — 0com ¢y = A(9) — B(79) e ¢1 = [A'(10) — B'(70)]/2. De
outra forma,G(u) = 9o + 1 u + o(u) E se u — 0 com ¢g = B(79) e 1 = B'(10). Segundo um teorema de Erdlyi (Olver,
1974, p. 85),

1 ¢ c 1
/0 G(u)e_TF(“)du:e_TF(O)(TO+T—12+0<F>> (8)

com ¢y = 1o/¢o e c1 = (pop1 — 2¢1%0)/P3. Porque exp[T'(b — a)] exponencialmente pequeno, a formula (7) fornece

B(7) A(m)B' (1) — A'(19) B(7o)

7= Am) - B) T[A(r0) — B(m)]

+0o(1/7).
Com p(tp) = 1/(1 + J), deduzimos a férmula (4).

2.4 O caso fracamente supercritico

Agora assumimos 371, I com0 < <72 <le

A(7) < B(7) V1 €)1, 12,
A(7) > B(7) VY1 €]0, 11 [U] 72, 1].
Porque fOI(A(T) — B(7))dr =a — b > 0, temos duas possibilidades:
/O (A7) = B(r))dr >0, / (A(r) — B(r))dr > 0. )

T2

Assumimos que a primeira desigualdade é verdadeira, mesmo que isso signifique mudar as fungdes ao longo do tempo A(7) e
B(T).

Existe entdo um tinico 7* € [0, 71] com

/n(A(u) — B(u))du = 0.

*

De fato, se
h(r) = / "(Aw) — Bu)du, 7€ [0,m),

temos h'(7) = B(r) — A(7) < 0Vr € [0, 71]. Além disso, h(0) > 0 de acordo com a primeira desigualdade (9) e h(71) < 0.
Portanto, ha um tmico 7* € [0, 1] com h(7*) = 0.

Vamos primeiro considerar o caso em que 0 < 79 < 71. Fungéo F'(u) estd aumentando se u € [0, 71 — 7p]. Esta diminuindo se
u € [ — 70, 72 — T0]. Esté crescendo novamente se u € [12 — 70, 1]. Fungdo F'(u) portanto, tem um minimo local em 75 — 7.
Nos tambem temos F'(0) = 0.

Dentro do estojo 79 €]0, 7*[, temos F(m2 — 79) > 0. w = 0 permanece o minimo geral de F'(u) no intervalo [0, 1]. O
desenvolvimento assintético (8) permanece valido e a formula (4) também.

Se, por outro lado, T €]7*, 71, temos F(72 — 79) < 0. O minimo geral de F'(v) no intervalo [0, 1] é u = 7 — 7o,
F’(Tg — 7'0) = 0, F"(T2 — ’7'0) = AI(T2) — B/(Tg) c



1
/ G(u) e TF® gy ~ B(n) v e TFR=m) T 5 too,
0 V2T

A(m3) — B'(2)]

de acordo com o0 método de Laplace (Ovaert e Verley, 1997). Temos assim

B(m)v 7T o T J2IAW-B) dv
V2[A (1) - B'(m)]
ep(ty) =1/(1+J) ~1/J Ese T — 400, que fornece a formula (5).

JN

Agora considere o caso em que Ty < Ty < T3. F(u) é uma fungio decrescente ao longo do intervalo [0, 7, — 7] entdo uma
fungdo crescente ao longo do intervalo [ — 79, 1]. E 0 minimo em [0, 1] é, portanto, alcangado em u = 75, — 79, COMO no caso
anterior. Assim, a formula (5) ainda ¢ valida.

Por fim, considere o caso em que 75 < 79 < 1. F(u) ¢é uma fungéo crescente ao longo do intervalo [0,1 + 7, — 7] entdo
uma fungdo decrescente ao longo do intervalo [1 + 7, — 79,1 + 7 — 7], entfo uma fungéo crescente ao longo do intervalo
[1 4+ 75 — 7o, 1]. Esta fun¢8o tem, portanto, um minimo local em1 4+ 7 — 75 €

Fl+m—m)> ZHTZ(A(T) — B(1))dr >0

de acordo com a primeira desigualdade (9). Seu minimo geral em [0, 1] é, portanto, atingido em u = 0. Assim, ¢ a formula (4) que
se aplica.

2.5 Exemplo

Nos levamos B(7) = b > 0 constante e
A(1) = a(1 + kcos(277))

coma > be0 < k < 1. O caso altamente supercritico corresponde aa(1 — k) > b. Se pelo contrario a(1 — k) < b, as duas

solugdes em [0, 1] da equagdo cos(2n7) = —(1 — b/a)/k estamos
—(1—1b/a)/k
— (2 (BB o170, 7=1-m.
s

O limiar 7* € a soluggo em [0, 1] da equagdo

in(2 — sin(277*
(dfb)(Tz—T*)Jr(‘zksm( 7r7-2)2 sin(2n77) =0
U

A formula (2) fornece

b bET .
p(ty) = <1 - E) <1 = sin(277g) + o(T)), T — 0.
Dentro do estojo a(1 — k) > b ouno caso com a(l — k) < bery ¢ [, 2], entdo a férmula (4) fornece

plty) = (1 B %) (1 2rabk sin(27mz) +o(1/T)>, T too

T A(o)[A(7o) — b2
No caso com a(1 — k) < be 1y €]7*, 72[, A férmula (5) fornece

24/ —aksin(277y)
T

Vamos dar em particular b = 1,a = 3 e k = 0,5. N6s temos entdoa(1 — k) > b. A Figura 1 mostra os resultados para dois
valores do periodo: 7= 0,5 ¢ 7= 50. A probabilidade de néo extin¢do p(ty), dada pela formula (1), é estimada por integragéo
numérica com o software Scilab. Podemos ver que as formulas aproximadas (2) e (4) fornecem melhores aproximagdes. Observe,
porém, que paraT — 400, a aproximagdo (4) se desvia um pouco da p(tp) nas proximidades do minimo de p(¢o).

. in(277)) — sin(2
exp [T(a —b)(ry — ™) + akT sin ”0)2:“‘( ie)
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Figura 1. Dois exemplos: T = 0,5 (pontilhado) e T' = 50 (Linhas solidas). A probabilidade de ndo extingdo p(to),
dada pela formula (1), estd em preto. Linha pontilhada: a formula aproximada (2) em vermelho e a aproximacao

1 — b/a Em azul. Linhas continuas: a formula aproximada (4) em vermelho e a aproximagdo 1 — B(7y)/A(7) Em
azul.

Vamos pegar agora b = 1,a = 3, k = 0,75 ¢ T' = 100. Nos temos entdoa(l — k) < b, 7* ~ 0,347, 71 ~ 0,424 ¢ 7» ~ 0,576.
As varias formulas aproximadas estdo representadas na figura 2, em particular a formula (5) em verde. A probabilidade de ndo
extingdo converge para um limite descontinuo. ParaT < 7* e 7 > 75, 0 limite € azul. Para7* < 7 < 75, o limite ¢ igual a 0. Ha
um pequeno problema de conexao das aproximacgdes no nivel de 7y = 75, 0 que nos leva a olhar mais de perto o que esta
acontecendo neste momento.

P(th T

0.6 1

0.5 1
0.4 4
0.3 1
0.2 4

0.14

0

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 2. Como na Figura 1, mas com 7' = 100 ¢ k = 0,75. A féormula aproximada (5) esta em verde.

Como no caso em que 7 < 7o < 1 na secgdo 4.2, F(u) no seu maximo global em [0, 1] no w = 0 no caso especial em que
To = To. Mas desta vez, F'(0) = A(r3) — B(m3) = 0. De acordo com 0 mesmo teorema de Erdélyi (Olver, 1974, p. 85),

B(TQ)\/ﬁ
\/2[44/(7'2) — B'(m)]

de modo ap(rT)=1/(1+J) ~1/J Ese T — +o0. A formula (5) permanece valida quando 79 = 72. A decadéncia
exponencial em dire¢do a 0 quando 79 €]7*, 72[ € substituido por uma diminui¢do no 1/ VT perfeito 7.

1
J ~ T/ Gu) e TFW gy ~
0

2.6 Link com "patos"



Formula (1) para a probabilidade de extingéo p(¢9) no momento to é realmente obtido da seguinte maneira: se u > t, a
probabilidade de extingdo no momento u do processo que comega de um individuo no momento ¢y E dado por z(u — ) com
2(0)=0e

%;:wwfﬂ—aw—ﬂdmu—zwx Vit € [0,u — to] (10)

(Bacaér e Ait Dads, 2014). E porque essa equagio de Riccati é explicitamente solucionavel que obtemos a formula (1) para a

probabilidade de ndo extingdo

p(to) =1— lim z(u —to).

u—+00

Vamos pegar por exemplo u = to + nI’ com n inteiro estritamente positivo. A equagdo (10) € entdo escrita

%;Z[B<@i%£:£>_A<@i€£:i)dﬂkl—4”)

Com s =t/T e z(t) = z(s) , temos

dz

- = TB(ro+n—s)— A(ro +n — s)z(s)](1 — z(s))

no intervalo s € [0, n]. Isso pode ser escrito como um sistema auténomo lento-rapido: Vs € [0, n],

% =T[B(ro +n—y(s)) — A(mo +n — y(s))z(s)|(1 — z(s)),
Y _y
ds

com z(0) = 0 e y(0) = 0. Finalmente

plto) =1~ lim_x(n).
Com T — oo, vemos neste sistema lento-rapido que z(n) — 1 ou z(n) — B(1)/A(7p). O fato de que z(n) permanece no ramo

instavel 1 para 7* < 75 < 7 ¢, portanto, o mesmo fendmeno que ¢ chamado de "pato" no estudo de sistemas de velocidade lenta.
Lembre-se da defini¢do (Lobry, 2018, p. 182):

"Em um campo lento-rapido de R? , pode haver trajetorias que permanecem infinitamente proximas a curva lenta por
um tempo significativo (ndo infinitamente pequeno) ao longo de um arco atraente, seguido por um tempo
significativo gasto ao longo de um arco repulsivo. Essa trajetoria é chamada de [...] pato. "

Verhulst (2014) também observou o aparecimento de tais patos em conexdo com uma equagdo logistica periddica. A relagdo (3)
que ligaT* e 75 é a correspondente “relagdo de entrada e saida” (Benoit, 1981; De Maesschalck e Schecter, 2016).

Essas observagdes, sem duvida, se estendem no caso de processos de nascimento e morte a varios tipos (Bacaér e Ait Dads,
2014) com matrizes de nascimento .A(7) e matrizes de transi¢do ou morte B(7), o que leva a um sistema de formulario lento e
rapido

ST — 7B (m + . y(s)) — din(a(s)) A" (7o + n — y(s))] colomne(1 — z(s))
Wy
ds '

* denota a matriz transposta. Nesse caso, o relacionamento de entrada e saida ainda precisa ser determinado.

3 O modelo SIR

3.1 Algumas simulagdes

Agora considere o modelo SIR (6). Os parametros sdo escolhidos para serem plausiveis:

a populagio total ¢ N = 10000 ;

apenas uma pessoa foi infectada no inicio da epidemia (¢ = 1);
cada pessoa tem em média @ = 15 contatos por més;

a duragdo média da infecgdo ¢ 1/b = 1/10 meses, cerca de 3 dias;
e o periodo T ¢ 1/4 de um més ou cerca de 7 dias;

¢ o fator periodico ¢é



¢(t/T) = kcos(wt + 1),

comw=27/Telk| <1,
» amudanga de fase ¢ ) = —7/2 de modo a ¢(t/T') = ksin(wt) ¢ a taxa de contato a(t) estd em uma fase crescente em ¢ =
0.

A reprodutibilidade é entdo Ry = a/b = 1,5 > 1, o que garante o desenvolvimento de uma epidemia de tamanho final
R(o0) > N(1 — b/a) (Bacaér e Gomes, 2009).

A Figura 3 mostra duas simulagdes tipicas do modelo: uma com k = 0 (a taxa de contato é constante), a outra com k = 1 (a
taxa de contato varia). Embora as curvas para k = 1 diferem significativamente daqueles para k = 0 durante a epidemia, ¢

notavel que os tamanhos finais R(co) em ambas as simulagdes sdo quase indistinguiveis graficamente. Isso sera explicado na
proxima segao.

8 000

6 000

4 000

2000

Figura 3. Simulagéo de uma epidemia: S(¢) de preto, I(¢) em vermelho e R(t)em azul em fungdo do tempo ¢ (em
meses). As curvas ndo onduladas correspondem a k = 0, as curvas onduladas a k= 1. As curvas verdes sdo as
aproximagdes de segunda ordem para S(t) e I(t).

Reduzindo o periodo das oscilagdes (por exemplo, com T' = 1/8 meses), veriamos as curvas (S(¢), I(t), R(t)) parak =1
manter suas oscilagdes, mas se aproximar da solugdo com k = 0, que notamos (S(t), I (), R(t)) porque corresponde a a(t) = a.
Além disso, isso é consequéncia do teorema da média de Fatou (Frangoise, 2005, teorema 42). De fato, se 7 = ¢/T', o sistema
estd escrito

ds ] S dr [ SI dR
7 = —Ta(1+¢(T))W, p =T\|a(l+ ¢(1)) N bI|, o =Tbl, (11)

com ¢(7) = cos(2nT + 1). O teorema garante que quando T — 0,
Z(7) = Z(7) := (S(r) = §(r), I(r) — I (1), R() — R(r)) = O(T)

por um tempo 7 da ordem de 1/7". Temos assim Z(t) — Z(t) = O(T') durante um tempo ¢ da ordem de 1. Mais precisamente,
existem constantes ¢y, ¢s, c3 € Tj tudo positivo, com por 0 < T' < Ty e parat > 0

I1Z(t) — Z(t)]| < T[ere® + cs).

Podemos calcular uma aproximagio de segunda ordem. Vamos escrever o sistema (11) na formadZ/dr = T f(r, Z)com
Z = (S,I,R). f(r,Z)é uma fungdo periddica do periodo 1 em relagdo a 1. Nos temos entéo

—aSI/N

1
fo(2) :=/0 f(r,Z)dr = | aSI/N —bI |,
bI



_ . sin2r74+4)—sin(y) ST
—ok———— F

| 1#0.2) - 1(2))do = | g tzmrpsnts s

0

A expressdo deve ser removida sin (1) de modo que essas tltimas fungdes tenham média zero. De acordo com (Frangoise, 2005,
teorema 44), temos

e ak sin(2rr + ) S(1)I(7)
5(r) = 8(r) - 7 22 ~

+0(T?),

ak sin(2rr +¢) S(7)I(7)

I(r)=I(r)+T = -

+0(T?)
e R(1) = R(7) + O(T?) ao longo de um intervalo de tempo 7 da ordem de 1/7. Em outras palavras,

ak sin(wt 4+ ) S(t) I(t)
w N

ak sin(wt + ) S(t

+O(1/w?),

(®) + 0(1/w?)

It)=1(t)+ i\f_

e R(t) = R(t) + O(1/w?) ao longo de um intervalo de tempo ¢ da ordem de 1. Essas aproximagdes de S(t) e I(¢) sio mostrados

em verde na Figura 3.

Observe que, com um periodo de taxa de contato pequeno, ndo observamos uma curva epidémica com varias ondas grandes,
diferentemente das simulagdes de (Bacaér e Gomes, 2009). Isso ocorre porque o sistema esta se aproximando cada vez mais do
caso em que a taxa de contato € média, o que gera apenas uma onda epidémica.

3.2 Proximidade com o tamanho final das epidemias

Escrevendo a primeira equagao (6) na forma % (log S) = —a(t)I/N, integrando entre t = 0 e t = +00, tendo em conta as
condigdes iniciais e [~ I(t) dt = R(c0) /b, é facilmente encontrado como em (Bacaér, 2019) que
N — R(00)
N —1

R(o0)
N

a a [*

log — +— I(t) p(t/T)dt = 0. (12)
b N Jo

A integral oscilante fooo I(t) ¢(t/T) dt provavelmente converge para 0 quando 7' — 0. De fato, sabemos por um lado que

I(t) ~ I (t). Por outro lado, pelo menos quando ¢ ¢ um cosseno, a integral [, I (t) #(t/T) dt converge para 0 quando T — 0.
De fato, a fungéo I () € positivo e integravel porque [ I (t) dt = R(00)/b. A transformagdo de Fourier de uma fungdo
integravel converge para 0 no infinito.

Segue que R(0c0) — R(o0) E se T — 0. A questdo ¢ a rapidez com que isso acontece. Como primeira aproximagao, a
equagdo (12) fornece

N/(N — R()) —a/b

R(00) ~ R(o0) + Aw I(t)¢(t/T)dt

como em (Bacaér, 2019).

Entdo usamos para I (t) a expressdo analitica aproximada na forma de um sino simétrico obtido por Kermack ¢ McKendrick
(ver, por exemplo (Bacaér, 2019) ou (Gani, 1975)). Coma/b > 1,a/b~1 ei/N < 1, temos

— NX
It~ —mm—. (13)
ch?[Y(t — W)]
ch(+) denota o cosseno hiperbolico e
log[2(N/i)(1 — b/a)? 1—b/a)? 3 —
w -~ 1082 /_Z)(b N el T 2/a), Y:—a2b (14)
a—

sob a provavel suposigdo adicional i/ N < (a/b — 1)2. W é uma aproximagdo do tempo decorrido antes do pico da epidemia em
um ambiente constante.



Por fim, suponha que ¢(7) = kcos(27T + 1) como na figura 3. Observe Re(+) a parte real de um niimero complexo ¢ i o
numero imaginario usual (ndo deve ser confundido com 7, a populagao inicialmente infectada). Temos, entdo, usando um
resultado classico no calculo assintdtico de integrais complexas com uma fase que néo ¢é estacionaria, de modo que o termo
principal venha da extremidade do intervalo de integragdo (Ovaert e Verley, 1997, Teorema 3). ),

cos(wt + 1)

iwt

—NXkRe<ei¢/OO2e—dt)
0 ch?[Y(t— W)

eV
~ — NXEkRe ST PR
iwch*(-YW)

N Xksin(y)
weh?(YW)

Com as aproximagdes (14), vemos ainda que
ch?(YW) ~ ¥V /4 ~ (N/i)(1 — b/a)?/2 ~ (N /i) X,
0 que acaba por dar w — +00

ak sin(y) z_
N/(N — R(c0)) —a/b w

R(c0) ~ R(c0) — (15)

O tamanho final R(co) em um ambiente constante € a (inica solugdo estritamente positiva para a equagdo
R(0) a R(oc0)
1-—=(1-1i/N -
N~ (o i/N)exp < b N )

o que ¢ facilmente encontrado na equacio (12). Comi < N, o tamanho final R(oco) depende muito pouco da condigao inicial i.
Esta é aproximadamente a solucdo estritamente positiva de

R(c0) _ @ R()
i e"P( ZT)'

O termo de correc¢do na equagdo (15) pode ser positivo ou negativo; depende do sinal de sin(v). E proporcional a 1 /w, ou seja,
para T e para a fracdo i / N de pessoas inicialmente infectadas. E por isso que, como anunciado, o tamanho final da epidemia é
notavelmente préximo ao obtido pela substituicao da taxa de contato por sua média.

4e-04-
3.5e-044 p( o) /R(s0) — 1 /

3e-04- /
2.5e—041 J/

2e-044 7 -
1.5e-04

1e-04

5e-05+

T

T

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

T

Figura 4. A diferenca relativa [R(0co) — R(00)]/R(00) entre os tamanhos finais das epidemias de acordo com o
periodo T'. De preto, R(c0) é estimado simulando o sistema de equagdes diferenciais. A aproximagio (15) é
mostrada em azul. Os parametros sdo os mesmos da Figura 3 com k = 1, exceto que o periodo T varia entre 0 e 0,25
més e que ¢ = 1 (linhas so6lidas) ou ¢ = 2 (pontilhado).



Isto ¢ ilustrado na figura 4 com valores dos pardmetros idénticos aos da figura 3 para k= 1. O periodo 7 varia. Também
tentamos duas condi¢des iniciais: ¢ = 1 e 2 = 2. A curva para R(co) ¢ tangente & aproximagéo (15) se T' — 0. Observe na escala
vertical a pequenez da diferenca relativa [R(0o) — R(00)]/R(00). Com N = 10000, isso se traduz no tamanho final da epidemia,
no maximo, por uma diferenca de 1 ou 2 pessoas (o tamanho deve, em principio, ser um ntimero inteiro). Coma/b = 1,5, a
aproximacdo (13) de Kermack e McKendrick ainda é relativamente boa (Gani, 1975, p. 240).

Se vy for zero ou um multiplo inteiro do nimero 7, o termo de corre¢do na equacdo (15) € zero. Mas, como esse ¢ um caso
excepcional, pode ndo valer a pena encontrar um novo equivalente para a integral [;° I (t) #(t/T) dt acima.

Em conclusio, podemos dizer que a proximidade dos tamanhos finais R(co) e R(00) de alguma forma, justifica o fato de que
em muitos modelos epidémicos, as oscilagdes de curto periodo sdo negligenciadas para considerar apenas as taxas de contato
médias.
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