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Zusammenfassung

Wir befassen uns mit zwei Problemen der Bevolkerungsdynamik in einem langsamen oder schnellen periodischen Umfeld. Zunéchst
erhalten wir eine Naherung fiir die Wahrscheinlichkeit der Nichtausloschung eines linearen Prozesses von Geburt und Tod mit
periodischen Koeffizienten, wenn die Periode grof3 oder klein ist. Wenn die Geburtenrate wihrend eines Teils des Zeitraums niedriger ist
als die Sterblichkeit und wenn der Zeitraum gegen unendlich tendiert, konvergiert die Wahrscheinlichkeit des Nichtsterbens gegen eine
diskontinuierliche Grenze, die mit einer "Ente" in einem langsam-schnellen System verbunden ist .

Zweitens untersuchen wir ein nichtlineares Epidemiemodell vom Typ SIR, wenn die Kontaktrate schnell schwankt. Die endgiiltige
GroBe der Epidemie liegt nahe an der, die durch Ersetzen der Kontaktrate durch ihren Durchschnitt erhalten wird. Eine Anndherung an
die Korrektur wird analytisch berechnet, wenn die Reproduzierbarkeit der Epidemie nahe bei 1 liegt. Die Korrektur, die positiv oder
negativ sein kann, ist sowohl proportional zur Periode der Schwingungen als auch zum anfénglichen Anteil infizierter Personen.

1. Einleitung

In einer vor einiger Zeit veroffentlichten Arbeit (Bacaér, 2015) haben wir die Grenze eines Populationsdynamikmodells, des
stochastischen Modells SIS, in einer periodischen Umgebung untersucht, in der die Periode gegen 0 oder unendlich tendierte. Wir
schlagen hier vor, zwei scheinbar einfachere Modelle auf die gleiche Weise zu untersuchen: einen linearen Prozess von Geburt und Tod
und ein deterministisches Epidemiemodell vom Typ SIR. Diese beiden Modelle kdnnen als Anndherungen an dasselbe stochastische SIR-
Modell angesehen werden. Der Geburts- und Todesprozess dient als Annéherung zu Beginn der Epidemie. Neuinfektionen spielen die
Rolle von Geburten. Heilungen spielen die Rolle des Todes. Das deterministische Modell wird als Annéherung verwendet, wenn die
Anzahl der infizierten Personen bereits grof3 genug ist.

Betrachten wir daher zunéchst einen linearen Prozess von Geburt und Tod in einer variablen Umgebung mit einer Geburtenrate a(t)
und eine Sterblichkeit b(¢). Der Prozess beginnt um¢ = ¢, mit einer einzelnen Person. Die Wahrscheinlichkeit des Nichtsterbens betrégt

1
1+ [ bt) exo [ [b(s) — a(s)) ds] dt ’

p(to) (1)

ob das Integral mit dem Nenner endlich oder unendlich ist (Gani, 1975, S. 220). Dies gilt insbesondere fiir den Fall, dass die Funktionen
a(t) und b(t)periodisch ist mit der gleichen Periode 7. Wir nehmen an

a(t) = A(t/T), b(t) = B(t/T).

A(7) und B(7) sind periodische Funktionen der Periode 1. Betrachten Sie die Mittel

a:/OlA(T)dT, B:/OIB(T)dT.

p(ty) ist identisch gleich 0 wenn a@ < b. Es ist eine periodische Funktion der Periode T, streng positiv und streng kleiner als 1, wenn
a > b. Siehe (Bacaér, 2007, §5.2) und (Bacaér und Ait Dads, 2014). Wir nehmen jetzt an @ > b. Dies ist der iiberkritische Fall.

Die Formel (1) wird vereinfacht, wenn die Periode T entweder sehr klein oder sehr groB ist, wie kiirzlich festgestellt wurde (Carmona
und Gandon, 2019). Mitt,/T = 7 € [0, 1] konstant und wenn 7' — 0, wir haben p(¢y) ~ 1 — b/a. Mitty/T = 7 konstant und wenn
T — 400, wir haben p(¢) ~ 1 — B(7y)/A(7) zumindest fiir bestimmte Werte von 7y mit A(rg) > B(7p).

Das folgende Ziel besteht darin, diese Beobachtungen zu verdeutlichen, indem eine Annéherung an die Wahrscheinlichkeit des
Aussterbens vorgeschlagen wird. Das Limit7" — 0 ist das einfachste: wir haben

plto) = (1 - %) {1 - g + X [/013(70 +u) /Tmﬂh(v) dvdu} +0(T)}. 2)

a 0

Im Falle ' — +o0o nehmen wir an, dass die Funktionen A(7) und B(7) sind regelmiBig (sagen wir differenzierbar mit einer
kontinuierlichen Ableitung) und betrachten zwei Fille:
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e A(7) > B(7) V1 € [0, 1] (sehr iiberkritischer Fall);
e A(7) > B(7) V7 € [0, 11[U]72, 1] mit 0 < 71 < 72 < 1und A(7) < B(7) V7 €]71, 12[ (schwach iiberkritischer Fall).

Ohne Verlust der Allgemeinheit kann im zweiten Fall weiter davon ausgegangen werden, dass [,*(A(7) — B(r)) dr > 0. Es gibt dann
eine einzigartige 7* €]0, 71 [ mit

T2
/ (A(r) - B(r))dr = 0. 3)
Wir zeigen in Abschnitt 2, dass im ersten Fall fiir 79 € [0, 1Jund im zweiten Fall fir 7y € [7%, 2],

_(1_ B(n) _ A(ry)B' (1) — A'(19) B(o)
plto) = (1 A(mo) ) {1 T A(10)[A(m0) — B(m0)]?

+ 0(1/T)}. (4)

Im zweiten Fall mit g €]7*, 75|,

V2[A' (1) = B(m)] 1 [2a6)-Bw)ao

()
B(r)VnT

p(to) ~

Diese letzte Wahrscheinlichkeit konvergiert exponentiell schnell gegen 0, wenn T' — +4-00. Letztendlich gibt es daher eine Diskontinuitt
in7y = 7*. Die Grenze ist nicht nur in Null |7, 73[ aber auch in |7*, 72[. Dies hdngt mit einem Entenphédnomen in einem langsam-
schnellen System zusammen, wie in Abschnitt 2.6 erldutert.

Betrachten Sie als ndchstes das deterministische SIR-Epidemiemodell. Wir definieren

e N : die angenommene konstante GroBe einer Population,

e S(t) : die Anzahl der gesunden Menschen zu der Zeit ¢,

e I(t) : die Anzahl der infizierten Personen,

o R(t) : die Anzahl der Personen, die aus der Ubertragungskette entfernt wurden, weil sie geheilt und immunisiert sind,
 a(t) : die Rate des infektiosen Kontakts,

¢ b : die Heilungsrate.

Wir haben N = S(¢) + I(t) + R(¢). Es wird wie im vereinfachten Modell von Kermack und McKendrick (siehe zum Beispiel (Hillion,
1986, S. 75)) angenommen, dass

ds SI dI SI dR
E——a(t)ﬁ, E—a(t)w—bf, E_bj (6)

Jedes gesunde Individuum wird daher durch den 7/ N- Anteil infizierter Individuen an der Gesamtbevolkerung beeinflusst, dh durch das
"Durchschnittsfeld" und nicht durch seine Nachbarschaft in einer bestimmten Kontaktstruktur.

In einer kiirzlich erschienenen Arbeit (Bacaér, 2019) waren wir an dem Einfluss interessiert, den eine periodische Schwingung mit
kleiner Amplitude der Kontaktrate auf die endgiiltige GroBe der Epidemie haben wiirde. Wir werden uns hier auf den Fall konzentrieren,
in dem die Amplitude willkiirlich ist, die Periode der Schwingungen jedoch im Vergleich zur typischen Dauer der Epidemie klein ist. Fiir
eine Epidemie, die einige Wochen dauern wiirde, wiirde dies zum Beispiel den schnellen Wechsel zwischen Tag und Nacht darstellen.
Fiir eine Epidemie, die einige Monate dauern wiirde, wiirde dies den Wechsel zwischen Arbeitstagen und Wochenenden darstellen,
insbesondere fiir Epidemien in Schulen. Fiir eine Epidemie, die mehrere Jahre oder sogar mehrere Jahrzehnte dauern wiirde, wiirde dies
den Wechsel zwischen Winter und Sommer darstellen.

Die Periode der Schwingungen ist T > 0. Dieser Parameter soll gegen 0 konvergieren. Wir nehmen das an
a(t) = a(1+ ¢(t/T))
mit

e a>0,
e ¢ : eine kontinuierliche Funktion in Stiicken mit

B <L, Blr+1)=g(r) vr, / 6(7) dr — 0.

a(t) ist somit eine periodische Funktion der Periode 7 mit einem Durchschnitt @. Nehmen Sie als Ausgangsbedingungen zu Beginn der
Epidemie

mit0 <7 < N.

Abschnitt 3.1 zeigt Simulationen dieses Modells. Wir sehen anhand von Beispielen, dass die endgiiltige GroBe der Epidemie
bemerkenswert nahe an der liegt, die durch Ersetzen der Kontaktrate durch ihren Durchschnitt erhalten wird. In Abschnitt 3.2 schlagen
wir eine Erklirung dieser Nihe vor, indem wir einige zusitzliche Hypothesen zu den Parametern des Modells aufstellen, insbesondere
indem wir annehmen, dass der anfangliche Anteil infizierter Menschen gering ist und die Reproduzierbarkeit der Epidemie nahe bei 1



bleibt eine ungefahre Formel fiir die Korrektur der endgiiltigen Grée der Epidemie. Diese Korrektur ist sowohl proportional zur Periode
der Schwingungen als auch zum anfianglichen Anteil infizierter Personen, daher ihre Kleinheit.

2 Ein Prozess von Geburt und Tod

2.1 Vorberechnung

Betrachten wir zunéchst den linearen Prozess von Geburt und Tod. Betrachten Sie das Integral zum Nenner der Formel (1).
o0

J=[ b exp{

ty

[b(s) — a(s)] ds] dt.

to

Per Definition haben wir

J= /0 " B((ty +1)/T) exp [ / “iB(s/T) — A(s)T) ds] dt.

to

Wir haben ¢9/T = 79. Wir definieren v = ¢/T und v = s/T. Verwenden Sie also die Periodizitéit der Funktionen A(7) und B(7), wir
erhalten

J = T/Ooo B(my + u) exp [T /T:]M[B(v) — A(v)] d'u] du
Tg ‘/nn+1 B(1g + u) exp {T /TOTHU [B(v) — A(v)] dv] du

- T; /0 "Bl + ) exp [T / UWM B(v) — A(v)] dv] du

T

= Ti exp[nT(b — a)] /01 B(7y + u) exp [T /Tom+u[B(v) — A(v)] dv} du.

‘Wir haben also

J= g /0 Bl + u) exp [T / OW[B(v) — A(v) dv] du. (1)

2.2 Die Grenze T' — 0

Mit der Anndherung exp(z) = 1+ z + 22/2 + o(2?) zum £ — 0 im Faktor vor dem Integral und einfacher exp(z) = 1+ z + o(z)
im Integral bekommen wir

J= (Lb + g + o(T)> (E + TUO1 B(ro + ) /TOW[B(v) — A(v)]dv du] + o(T)).

Wir haben

/OlB(To+u)/mm+uB(v)dvdu:%[( :MB(v)dv)Z] :5;‘

Daraus schliefen wir
b bT b'T T
+ +

J = - - —
a—-b 2 2@—b) a—b Y

Mit p(to) = 1/(1 + J) leiten wir die Formel (2) ab.
2.3 Die Grenze T' — +o00 : der hochst iiberkritische Fall

Kehren wir zu Formel (7) zuriick. Das Integral hat die Form

1
/ G(u) e TFW gy
0

G(u) = B(ry +u), Fl(u)= / """ 4(v) — B(v)] do.



Wir haben
F'(u)=A(ro+u) — B(rg +u), F'(u)=A"(r9+u)— B(1+u).
Wir nehmen zuerst an A(7) > B(7) V7 € [0, 1]. Wir haben dann F’(u) > 0 Vu € [0, 1], F erreicht sein Minimum inv = 0 und

F(0) = 0. AuBerdem, F(u) = ¢y u + ¢ u* + o(u?) wenn u — 0mit ¢y = A(1y) — B(7p) und ¢; = [A'(19) — B'(79)]/2- Andernfalls,
G(u) = vy + ¥1 u + o(u) wenn u — 0mit g = B(7p) und ¢; = B'(7g). Nach einem Erdlyi-Theorem (Olver, 1974, S. 85),

1
T F(u _ o C1 1
/0 G(u)e TEW dy = e TF(O)(? + T +o(ﬁ)) (8)

mit ¢y = /o und ¢; = (¢o¥p1 — 21%0) /5. weil exp[T(b — @)] ist exponentiell klein, ergibt Formel (7)

B(m) A(m0)B'(10) — A'(10) B(70)
_ +o(1/T).
A - B T TAm) = Bmp D
Mit p(to) = 1/(1 + J) leiten wir die Formel (4) ab.
2.4 Der schwach iiberkritische Fall
Wir nehmen jetzt an 371, I, mit0 < 74 < 75 < 1 und
A(7) < B(1) V71 €], 12,
A(7) > B(1) V7 €]0, 71 [U]m, 1].
weil fol(A(T) — B(7))dr = @ — b > 0 Wir haben zwei Mdglichkeiten:
Ty 1
/ (A(r) — B(1))dr >0 , / (A(r) — B(1))dr > 0. 9)
0 T2

Wir gehen davon aus, dass die erste Ungleichung wahr ist, auch wenn dies bedeutet, dass die Funktionen im Laufe der Zeit verschoben
werden A(7) und B(71).

Es gibt dann eine einzigartige 7* € [0, 71] mit

/ f(A(u) _ B(u)) du = 0.

In der Tat, wenn
h(r) = / "(Aw) - Bw)du, re[0,m],

wir haben h'(7) = B(1) — A(7) < 0 V7 € [0, 71]. AuBerdem, 2(0) > 0 nach der ersten Ungleichung (9) und h(71) < 0. Es gibt also
eine einzigartige 7* € [0, 71] mit A(7*) = 0.

Betrachten wir zunéchst den Fall, in dem 0 < 79 < 71. Funktion F'(u) nimmt zu, wenn w € [0, 71 — 79]. Es nimmt ab, wenn
u € [11 — 70, 72 — 70]. Es wéchst wieder wennu € [r2 — 79, 1]. Funktion F'(u) hat daher ein lokales Minimum in 75 — 7. Wir haben
auch F(0) = 0.

Im Falle 7y €]0, 7*[, wir haben F (75 — 79) > 0. u = 0 bleibt das Gesamtminimum von F(u) auf das Intervall [0, 1]. Die
asymptotische Entwicklung (8) bleibt giiltig und die Formel (4) auch.

Wenn andererseits 7 €]7*, 71 [, wir haben F(1, — 79) < 0. Das Gesamtminimum von F(u) auf das Intervall [0, 1] ist u = 75 — 79,
F'(ty = 1) =0, F"(ry — 79) = A'(13) — B(r) und

1

B

/ G(u) e TEW qay ~ (ro)v/'m e TFrmm) 4 oo,
0 V/2T[A! (1) — B'(1)]

nach der Laplace-Methode (Ovaert und Verley, 1997). Wir haben also

N B(ro)v/7T o T J2AR)-B() do
V2[4 (12) — B'(m)]

und p(to) = 1/(1+ J) ~ 1/J wenn T — 400, was die Formel (5) ergibt.

Betrachten Sie nun den Fall, in dem 71 < 79 < 72. F(u) ist eine abnehmende Funktion iiber das Intervall [0, 72 — 79| dann eine
zunehmende Funktion iiber das Intervall [t — 79, 1]. Sein Minimum in [0, 1] wird daher in erreicht u = 7 — Tywie im vorherigen Fall.
Somit ist Formel (5) weiterhin giiltig.



Betrachten Sie abschlieend den Fall, in dem 7 < 70 < 1. F(u) ist eine zunehmende Funktion iiber das Intervall [0,1 + 71 — 79]
dann eine abnehmende Funktion iiber das Intervall [1 + 71 — 70,1 + 72 — 7o), dann eine zunehmende Funktion iiber das Intervall
[1 + 72 — 70, 1]. Diese Funktion hat daher ein lokales Minimum in1 + 72 — 79 und

F(ltm—m) > /HTZ(A(T) ~B(r)dr >0
1
nach der ersten Ungleichung (9). Sein Gesamtminimum in [0, 1] wird daher bei u = 0 erreicht. Somit gilt die Formel (4).
2.5 Beispiel
Wir nehmen B(7) = b > 0 konstant und
A(7) = a(l + kcos(277))

mit@ > bund 0 < k < 1. Der hoch iiberkritische Fall entsprichta(1 — k) > b. Wenn im Gegenteil a(1 — k) < b, dann die beiden
Lésungen in [0, 1] der Gleichung cos(277) = —(1 — b/a)/k sind

T = arccos(f(zlﬂi b/a)/k) €]0,1/2[, m=1-m.

Der Grenzbereich 7* ist die Losung in [0, 71] der Gleichung

sin(277p) — sin(27w7*
(@—b)(r — ) + ak 2)% (2r7)

=0.

Formel (2) gibt

b bkT
p(to) = (1 - E) <1 e sin(277o) + o(T)), T —0.
Im Falle a(1 — k) > b oder im Fall mit a(1 — k) < bund 7y € [7*, 73] dann ergibt Formel (4)

b ) (1 2rwabk sin(27m)

plto) = (1 ~ A(m) T A(n)[A(n) — b]

Im Fall mit a(1 — k) < bund 7y €]7*, 15[ Formel (5) gibt

>+ o(l/T)), T — +o0.

2v/—aksin(27m)
VT

Nehmen wir insbesondere b = 1, @ = 3 und k = 0,5. Wir haben danna(1 — k) > b. Abbildung 1 zeigt die Ergebnisse fiir zwei Werte
der Periode: 7= 0,5 und 7= 50. Die Wahrscheinlichkeit des Nichtsterbens p(y), gegeben durch Formel (1), wird durch numerische
Integration mit der Scilab-Software geschétzt. Wir konnen sehen, dass die ungefiahren Formeln (2) und (4) bessere Anndherungen
ergeben. Beachten Sie jedoch, dass fiir T — +ocoweicht die Ndherung (4) etwas von ab p(ty) in der Néhe des Minimums von p(¢).

sin(277) — sin(27m)
2w

p(to) ~ exp {T(a —b)(10 — ) + akT ], T — +00.

tf]l,l’er
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Abbildung 1. Zwei Beispiele: T = 0,5 (gepunktet) und T' = 50 (durchgehende Linien). Die Wahrscheinlichkeit des
Nichtsterbens p(tg), gegeben durch Formel (1), ist in schwarz. Gepunktete Linie: die ungefédhre Formel (2) in Rot und die



Niherung 1 — b/a in Blau. Durchgezogene Linien: die ungefihre Formel (4) in Rot und die Néherung 1 — B(7)/A(79) in
Blau.

Nehmen wir jetzt b = 1,a = 3, k = 0,75 und T' = 100. Wir haben danna(1 — k) < b, 7* ~ 0,347, 7y ~ 0,424 und 7, ~ 0,576. Die
verschiedenen Naherungsformeln sind in Fig. 2 dargestellt, insbesondere die Formel (5) in Griin. Die Wahrscheinlichkeit der
Nichtausloschung konvergiert gegen eine diskontinuierliche Grenze. Zum 7 < 7% und 7 > 73 ist die Grenze blau. Zum 7* < 7 < Ty ist
die Grenze gleich 0. Es gibt ein kleines Problem beim Verbinden der Ndherungen auf der Ebene von 7y = 75, was uns dazu bringt,
genauer zu betrachten, was an diesem Punkt passiert.
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Abbildung 2. Wie in Abbildung 1, jedoch mit 7' = 100 und k& = 0,75. Die ungefdhre Formel (5) ist griin.

Wie im Fall wo 75 < 75 < 1 in Abschnitt 4.2, F(u) an seinem globalen Maximum in [0, 1] im u = 0 im besonderen Fall wo 7y = 7.
Aber dieses mal, F'(0) = A(7») — B(7») = 0. Nach demselben Erdélyi-Theorem (Olver, 1974, S. 85),

B(Tg)\/ﬂ'_T
V2[4 (r2) — B (m2)]

damit p(r2T) =1/(1+ J) ~ 1/J wenn T — +o0. Formel (5) bleibt giiltig, wenn 79 = 7. Der exponentielle Abfall gegen 0 wenn
70 €|7*, T2[ wird durch eine Abnahme in ersetzt 1/ VT auf den Punkt 7.

1
JNT/ Gu) e TFW gy ~
0

2.6 Link mit "Enten"

Formel (1) fiir die Wahrscheinlichkeit des Aussterbens p(t,) damals ¢, wird tatsichlich wie folgt erhalten: wenn u > ¢, die

Wahrscheinlichkeit des Aussterbens zum Zeitpunkt u des Prozesses, der von einem Individuum zum Zeitpunkt ausgeht ¢, ist gegeben
durch z(u — ty) mit z(0) = 0 und

% = [b(u—t) —a(u —t)z(t)|(1 — 2(¢)), Vte[0,u—to] (10)

(Bacaér und Ait Dads, 2014). Weil diese Riccati-Gleichung explizit 18sbar ist, erhalten wir die Formel (1) fiir die Wahrscheinlichkeit der
Nichtausléschung

p(to) =1— uEI—Poo z(u — o).

Nehmen wir zum Beispiel u = £y + nT mit z streng positiver Ganzzahl. Gleichung (10) wird dann geschrieben

2 [p(Wt =) (T ) )

Mit s = ¢t/T und 2(t) = z(s), wir haben
dz
i T[B(ro+n—3s)— A(ro +n — s)z(s)](1 — z(s))
auf das Intervall s € [0, n]. Dies kann als langsam-schnelles autonomes System geschrieben werden: Vs € [0, n],

d_x
ds
ay
ds

= T[B(ro + 1 —y(s)) — A(ro + n — y(s))z(s)](1 - z(s)),

=1



mit z(0) = 0 und y(0) = 0. SchlieBlich

p(to) =1— lim z(n).
n—-+oo
Mit T' — coWir sehen auf diesem langsam-schnellen System, dass z(n) — 1 oder z(n) — B(7y)/A(7y). Die Tatsache, dass z(n) bleibt
auf dem instabilen Ast 1 zum 7* < 7y < 7y ist daher das gleiche Phdnomen wie das, was bei der Untersuchung langsam-schneller
Systeme als "Ente" bezeichnet wird. Erinnern Sie sich an die Definition (Lobry, 2018, S. 182):

"In einem langsam-schnellen Feld von R? Es kann Trajektorien geben, die fiir eine signifikante Zeit (nicht unendlich klein)
entlang eines attraktiven Bogens unendlich nahe an der langsamen Kurve bleiben, gefolgt von einer signifikanten Zeit, die
entlang eines absto3enden Bogens verbracht wird. Eine solche Flugbahn nennt man [...] Ente. ""

Verhulst (2014) stellte auch das Auftreten solcher Enten im Zusammenhang mit einer periodischen logistischen Gleichung fest. Die
Beziehung (3), die bindet 7* und 73 ist die entsprechende ,,Input-Output-Beziehung® (Benoit, 1981; De Maesschalck und Schecter, 2016).

Diese Bemerkungen erstrecken sich zweifellos im Fall von Geburts- und Todesprozessen auf verschiedene Typen (Bacaér und Ait
Dads, 2014) mit Geburtsmatrizen .4(7) und Ubergangs- oder Todesmatrizen B(7), die zu einem langsam-schnellen Formularsystem
fiihren

0 7B (m+ 1 y(s)) — diag(a(s)) A" (r + 1 — ()] colonme(1 ~ a(s))
Y _y
ds ’

* bezeichnet die transponierte Matrix. In diesem Fall muss die Eingabe-Ausgabe-Beziehung noch bestimmt werden.

3 Das SIR-Modell

3.1 Einige Simulationen

Betrachten Sie nun das SIR-Modell (6). Die Parameter werden so gewahlt, dass sie plausibel sind:

die Gesamtbevdlkerung ist N = 10000 ;;

Zu Beginn der Epidemie war nur eine Person infiziert (i = 1);

Jede Person hat im Durchschnitt @ = 15 Kontakte pro Monat;

Die durchschnittliche Infektionsdauer betrdgt 1/b = 1/10 Monate, ungeféhr 3 Tage;
die Periode T ist 1/4 eines Monats oder ungefahr 7 Tage;

e der periodische Faktor ist

o(t/T) = kcos(wt + 1),

mitw = 27/T und |k| < 1;;
« die Phasenverschiebung ist ¢p = —7/2 damit ¢(¢/T) = ksin(wt) und die Kontaktrate a(t) befindet sich in einer zunehmenden
Phase bei ¢ = 0.

Die Reproduzierbarkeit ist dann Ry = a/b = 1,5 > 1, die die Entwicklung einer Epidemie mit einer endgiiltigen GroBe garantiert
R(o0) > N(1 —b/a) (Bacaér und Gomes, 2009).

Abbildung 3 zeigt zwei typische Simulationen des Modells: eine mit & = 0 (die Kontaktrate ist konstant), die andere mit k = 1 (Die
Kontaktrate schwankt). Obwohl die Kurven fiir k = 1 unterscheiden sich erheblich von denen fiir K = 0 Wahrend der Epidemie ist es
bemerkenswert, dass die endgiiltigen GroBen R(oo) in beiden Simulationen sind grafisch kaum zu unterscheiden. Dies wird im néchsten
Abschnitt erldutert.
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Abbildung 3. Simulation einer Epidemie: S(t) in Schwarz, I(¢) in rot und R(¢)in blau als Funktion der Zeit # (in Monaten).
Die nicht gewellten Kurven entsprechen k = 0, die wellenférmigen Kurven k£ = 1. Die griinen Kurven sind die Nidherungen
zweiter Ordnung fiir S(¢) und I(¢).

Durch Reduzieren der Schwingungsdauer (zum Beispiel mit 7' = 1/8 von Monaten) wiirden wir die Kurven sehen (S(t), I(t), R(t))
zum k = 1 Behalten Sie ihre Schwingungen bei, aber kommen Sie der Lésung mit niher k& = 0, die wir notieren (S(t), I (t), R(t)) weil
es entspricht a(¢) = @. Dies ist auBerdem eine Folge des Mittelungssatzes von Fatou (Frangoise, 2005, Satz 42). In der Tat, wenn
7 = t/T ist das System geschrieben

ds SI  dI SI dR
— =-Ta(l —, —=T|a(1 — —bI — =TbI 11
 —Ta(l+g(r) S o =Tlal+é(n) s b1, S =Tbr, (1)

mit ¢(7) = cos(277 + ). Der Satz versichert, dass wennT' — 0,
2(r) - 2(r) = (8(r) — §(r), I(r) — I (), R(r) - R(r)) = O(T)

fiir eine Weile 7 in der GroBenordnung von 1/7T. Wir haben also Z(t) — Z(t) = O(T) wihrend einer Zeit ¢ in der GroBenordnung von 1.
Genauer gesagt gibt es Konstanten ¢y, ¢z, c3 und T alles positiv, mit fiir 0 < T' < T und fiirt > 0

1Z(t) = Z(t)|| < T[e1e™ + cs].

Wir kdnnen eine Néaherung zweiter Ordnung berechnen. Schreiben wir das System (11) in die FormdZ /dr = T f(7, Z)mit
Z = (8,1, R). f(r, Z) ist eine periodische Funktion der Periode 1 in Bezug auf t. Wir haben dann

1 —dSI/N
fo(2) = / f(r 2 dr = | aSI/N b1 |,
0 b1

2r N

A f(0.2) ~ fo(D)do = | g 2o snw) 51

0

Der Ausdruck muss entfernt werden sin(1)) so dass diese letzteren Funktionen vom Mittelwert Null sind. Nach (Frangoise, 2005, Satz 44)
haben wir

AT ak sin(2rr + ) S(7)I(7)

2

ak sin(2rr + ) S(1)I(7)
2 N

I()=I(1)+T +0(T?)

und R(7) = R(7) + O(T?) iiber ein Zeitintervall 7 in der GroBenordnung von 1/7T'. Mit anderen Worten,

ak sin(wt+v¢) S(t)I(t)

S(t) = 5(t) — . <

+0(1/u?),




ak sin(wt +v) S(t)I(t)
w N

I(t) = I () + +0(1/w?)

und R(t) = R(t) + O(1/w?) iiber ein Zeitintervall ¢ in der GroBenordnung von 1. Diese Anniherungen von S(t) und I(t) sind in
Abbildung 3 griin dargestellt.

Beachten Sie, dass wir bei einer Periode der Kontaktrate, die klein ist, im Gegensatz zu den Simulationen von (Bacaér und Gomes,
2009) keine epidemische Kurve mit mehreren grolen Wellen beobachten. Dies liegt daran, dass sich das System dem Fall ndhert, in dem
die Kontaktrate durchschnittlich ist, was nur eine Epidemiewelle ergibt.

3.2 Nihe zu den endgiiltigen Grofien von Epidemien

Durch Schreiben der ersten Gleichung (6) in die Form %(log S) = —a(t)I/N durch Integration zwischen ¢ = 0 und ¢ = +o0 unter
Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen und f0°° I(t) dt = R(00)/b, es ist leicht zu finden wie in (Bacaér, 2019), dass

log N;r}j(;o) n % Rg\c;o) N % /O°° I(t) ¢(¢/T)dt = 0. (12)

Das oszillierende Integral fooo I(t) ¢(t/T) dt konvergiert wahrscheinlich gegen 0, wenn T' — 0. In der Tat wissen wir einerseits, dass
I(t) ~ I (t). Auf der anderen Seite, zumindest wenn ¢ ist ein Kosinus, das Integral [° I (t) ¢(t/T) dt konvergiert gegen 0, wenn

T — 0. In der Tat die Funktion T (t) ist positiv und integrierbar, weil [° I (t) dt = R(c0)/b. Die Fourier-Transformation einer
integrierbaren Funktion konvergiert im Unendlichen gegen 0.

Es folgt dem R(00) — R(oo) wenn T — 0. Die Frage ist, wie schnell dies geschieht. In erster Niherung ergibt Gleichung (12)

a

Ro0) = B(oo) + TR o T

/0 ” I(t)¢(t/T)dt

wie in (Bacaér, 2019).

Dann verwenden wir fiir I (¢) der ungefihre analytische Ausdruck in Form einer symmetrischen Glocke, erhalten von Kermack und
McKendrick (siche zum Beispiel (Bacaér, 2019) oder (Gani, 1975)). Mita/b > 1,a/b~ 1 und i/N < 1, wir haben

NX

ch(-) bezeichnet den hyperbolischen Kosinus und

W e log[2(N/i)(1 — b/a)?] X (1—b/a)? yoa-b

~

- ~ 14
a—b ’ 2 2 (14)

unter der wahrscheinlichen zusitzlichen Annahme i/N < (a/b — 1) W ist eine Annéherung an die Zeit, die vor dem Hohepunkt der
Epidemie in einer konstanten Umgebung vergeht.

Nehmen wir zum Schluss an ¢(7) = kcos(277 + 9) wie in Abbildung 3. Beachten wir Re(-) der Realteil einer komplexen Zahl und i
die iibliche imaginire Zahl (nicht zu verwechseln mit ¢ die urspriinglich infizierte Bevolkerung). Wir haben dann unter Verwendung eines
klassischen Ergebnisses die asymptotische Berechnung komplexer Integrale mit einer Phase, die nicht stationir ist, so dass der Hauptterm
vom Rand des Integrationsintervalls kommt (Ovaert und Verley, 1997, Satz 3) ),
< cos(wt + 1) gt

ch?[Y (t — W)]

e} iwt
N XkRe| e / et
0o ch’[Y(t—W)]

e
—NXEkRe| ————
iwch(—YW)

_ NXksin(y)
wch?(YW)

/Ooof(t)qﬁ(t/T)dtNNXk/O

R

Mit den Ndherungen (14) sehen wir zusétzlich das
ch?’(YW) ~ W /4 ~ (N/i)(1 - b/a)?/2 ~ (N/i)X,
was letztendlich fiir gibt w — +o00

ak sin(v) i '
N/(N — R(co)) —a/b @

R(c0) ~ R(c0) — (15)

Die endgiiltige GroBe R(oo) in einer konstanten Umgebung ist die einzige streng positive Losung fiir die Gleichung



fas]

() . . a R(co)
1- N - (1@/N)exp<€T),

was leicht aus Gleichung (12) zu finden ist. Mité < N, die endgiiltige GroBe R(oo) hiingt sehr wenig vom Ausgangszustand ab i. Dies
ist ungefdhr die streng positive Losung von

Der Korrekturterm in Gleichung (15) kann positiv oder negativ sein; es kommt auf das Zeichen von an sin(t)). Es ist beides proportional
zul/wd.h. zu T und zu der i / N- Fraktion der anfanglich infizierten Personen. Aus diesem Grund liegt die endgiiltige GroBe der
Epidemie, wie angekiindigt, bemerkenswert nahe an der, die durch Ersetzen der Kontaktrate durch ihren Durchschnitt erzielt wird.
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Abbildung 4. Der relative Unterschied [R(0co0) — R(00)]/R(00) zwischen den endgiiltigen GroBen der Epidemien nach dem
Zeitraum T'. In Schwarz, R(oo) wird durch Simulation des Differentialgleichungssystems geschétzt. Die Naherung (15) ist
blau dargestellt. Die Parameter sind die gleichen wie in Abbildung 3 mitk = 1, auler dass der Zeitraum T variiert zwischen
0 und 0,25 Monat und das 7 = 1 (durchgezogene Linien) oder ¢ = 2 (gepunktet).

Dies ist in Fig. 4 mit Werten der Parameter dargestellt, die mit denen von Fig. 3 fiir k = 1 identisch sind . Periode T variiert. Wir haben
auch zwei Ausgangsbedingungen ausprobiert: ¢ = 1 und ¢ = 2. Die Kurve fiir R(oc0) tangiert die Naherung (15), wenn T' — 0. Beachten
Sie auf der vertikalen Skala die Kleinheit der relativen Differenz [R(c0) — R(00)]/R(00). Mit N = 10000 bedeutet dies fiir die
endgiiltige Grofe der Epidemie hochstens einen Unterschied von 1 oder 2 Personen (die Grof3e sollte im Prinzip eine ganze Zahl sein).
Mita/b = 1,5 ist die Anndherung (13) von Kermack und McKendrick immer noch relativ gut (Gani, 1975, S. 240).

Wenn y Null oder ein ganzzahliges Vielfaches der Zahl = ist, ist der Korrekturterm in Gleichung (15) Null. Da dies jedoch ein
Ausnahmefall ist, lohnt es sich mdglicherweise nicht, ein neues Aquivalent fiir das Integral zu finden. [, I'(t) ¢(t/T) dt iber.

Zusammenfassend konnen wir sagen, dass die Nahe der endgiiltigen GrBen R(oco) und R(oo) rechtfertigt irgendwie die Tatsache,
dass in vielen Epidemiemodellen kurzperiodische Schwingungen vernachléssigt werden, um nur durchschnittliche Kontaktraten zu

beriicksichtigen.
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