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总结

我们在缓慢或快速的周期性环境中解决⼈⼝动态中的两个问题。⾸先，当周期⼤⼩时，我们获得具有周期系数
的⽣死线性过程不消灭的概率的近似值。如果在此期间的某个时期内出⽣率低于死亡率，并且该时期趋于⽆穷
⼤，则⾮灭绝的可能性会收敛到与慢速系统中与“鸭⼦”相关的不连续极限。其次，当接触率快速振荡时，我们
研究了⼀种SIR型⾮线性流⾏病模型。流⾏病的最终规模接近通过⽤平均接触率代替接触率获得的规模。

1引⾔

    在⼀段时间前发表的⼯作中（Bacaër，2015年），我们研究了当周期趋于0或⽆穷⼤的周期性环境中的种群动
态模型（随机SIS模型）的极限。我们在这⾥建议以相同的⽅式研究两个明显更简单的模型：出⽣和死亡的线
性过程和SIR类型的确定性流⾏病模型。这两个模型可以看作是相同的随机SIR模型的近似值。流⾏开始时，出
⽣和死亡过程近似。新感染起着分娩的作⽤，愈合起着死者的作⽤。当感染⼈数已经⾜够⼤时，将确定性模型
⽤作近似值。

    因此，让我们⾸先考虑出⽣率可变的环境中出⽣和死亡的线性过程  和死亡率 。该过程开始于
⼀个⼈。不灭绝的概率是

分⺟中的积分是有限的还是⽆限的（Gani，1975，第220页）。这尤其适⽤于以下情况：  和  假设是同
⼀时期的周期性 。我们假设

在哪⾥  和  是周期1的周期性函数。考虑均值

所以  如果等于，则等于0 。是功能 -定期严格为正，如果⼩于1，则严格⼩于1 （请参阅
（Bacaër，2007，§5.2）和（Bacaër和Ait Dads，2014））。现在我们假设 。这是超临界情况。

正如最近指出的那样，     当周期T很⼩或很⼤时，公式（1）被简化（Carmona和Gandon，2019）。如果
 是固定的，如果 ，然后 。如果  是固定的，如果 ，

然后 ，⾄少对于  在哪⾥ 。
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a(t) b(t) t = t0

p(t0) =
1

1 + ∫ ∞
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    以下⽬的是通过提出灭绝概率的近似值来澄清这些观察结果。极限  最简单：我们有

    如果 ，我们假设函数  和  是正规的（例如与连续导数可微），并考虑两种情况：

 为  （超临界情况）；
 为  在哪⾥  和  为  （弱超临界情

况）。

不失⼀般性，在第⼆种情况下可以进⼀步假定 。然后有⼀个独特的  与

    我们在第2节中表明，在第⼀种情况下 ，在第⼆种情况下 ，

在第⼆种情况下 ，

当出现以下情况时，该最后⼀个概率迅速指数收敛⾄0 。因此，最终， 。该限制不仅为零
 ⽽且在 。如第2.6节所述，这与慢速系统中的“鸭⼦”现象有关。

    接下来，考虑确定性SIR流⾏模型。我们定义

 ：假设⼈⼝的恒定规模，
 ：当时健康的⼈数 ，
 ：感染⼈数，
 ：由于被治愈和接种了疫苗⽽从传播链中移出的⼈数，
 ：传染性接触率，

 ：治愈率。

所以 。假定在Kermack和McKendrick的简化模型中（例如，参见（Hillion，1986，第75
页）），

因此，每个健康个体都受总⼈⼝中受感染个体的I / N⽐例的影响，换句话说，受“平均场”的影响，⽽不是受特
定接触结构中其邻域的影响。

    在最近的⼯作中（Bacaër，2019年），我们对接触率⼩幅度的周期性振荡将对这⼀流⾏病的最终规模产⽣的
影响感兴趣。在此，我们将集中讨论振幅是任意的，但振荡周期与典型的流⾏持续时间相⽐较⼩的情况。对于
将持续数周的流⾏病，这将代表例如昼夜之间的快速交替。对于持续数⽉的流⾏病，这将代表⼯作⽇和周末之
间的交替，尤其是对于学校中的流⾏病。对于将持续数年甚⾄数⼗年的流⾏病，这将代表冬季和夏季之间的交
替。

    振荡周期为 。此参数旨在收敛为0。我们假设

T → 0

p(t0) = (1 −
b̄

ā
){1 −

b̄ T

2
+

T
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1

0
B(τ0 + u) ∫
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τ0

A(v) dv du] + o(T )}. (2)

T → +∞ A(τ) B(τ)

A(τ) > B(τ) τ ∈ [0, 1]

A(τ) > B(τ) τ ∈ [0, τ1[∪]τ2, 1] 0 < τ1 < τ2 < 1 A(τ) < B(τ) τ ∈]τ1, τ2[

∫ τ2

0 (A(τ) − B(τ)) dτ > 0 τ ∗ ∈]0, τ1[

∫
τ2
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B(τ0)

A(τ0)
){1 −

A(τ0)B′(τ0) − A′(τ0)B(τ0)

TA(τ0)[A(τ0) − B(τ0)]2
+ o(1/T )}. (4)

τ0 ∈]τ ∗, τ2[

p(t0) ∼
√2[A′(τ2) − B′(τ2)]

B(τ0)√πT
eT ∫ τ2

τ0
[A(v)−B(v)] dv . (5)

T → +∞ τ0 = τ ∗

]τ1, τ2[ ]τ ∗, τ2[
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SI

N
− b I,

dR

dt
= b I. (6)

T > 0

a(t) = ā(1 + ϕ(t/T ))



与

，
 ：具有连续功能

所以 是周期T的周期函数，其平均值 。流⾏开始时以初始条件为准

与 。

    3.1节显⽰了此模型的仿真。从⽰例中我们可以看到，该流⾏病的最终规模⾮常接近通过⽤其平均值代替接触
率所获得的规模。在第3.2节中，我们通过对模型的参数进⾏⼀些其他假设，特别是通过假设感染⼈群的初始⽐
例很⼩且该流⾏病的可再现性仍接近1，来对这种接近性进⾏解释。⽤于对流⾏病的最终规模进⾏校正的近似
公式。这种校正既与振荡周期成正⽐，也与感染者的初始⽐例成正⽐，因此很⼩。

2⽣与死的过程

2.1初步计算

    ⾸先让我们看⼀下出⽣与死亡的线性过程。让我们考虑公式（1）的分⺟的积分并加以注意

根据定义，我们有

我们有 。我们定义  和 。因此，使⽤函数的周期性  和 ，我们得到

所以

2.2极限 

    与近似  为  在积分之前的因⼦中，更简单地说  在
积分中，我们得到

ā > 0

ϕ

|ϕ(τ)| ≤ 1, ϕ(τ + 1) = ϕ(τ) ∀τ, ∫
1

0

ϕ(τ) dτ = 0.

a(t) ā

S(0) = N − i, I(0) = i, R(0) = 0,

0 < i < N

J = ∫
∞

t0

b(t) exp[∫
t

t0

[b(s) − a(s)] ds]dt .

J = ∫
∞

0

B((t0 + t)/T ) exp[∫
t0+t

t0

[B(s/T ) − A(s/T )] ds]dt .

t0/T = τ0 u = t/T v = s/T A(τ) B(τ)

J = T ∫
∞

0

B(τ0 + u) exp[T ∫
τ0+u

τ0

[B(v) − A(v)] dv]du

= T
∞

∑
n=0

∫
n+1

n

B(τ0 + u) exp[T ∫
τ0+u

τ0

[B(v) − A(v)] dv]du

= T
∞

∑
n=0

∫
1

0

B(τ0 + u) exp[T ∫
τ0+u+n

τ0

[B(v) − A(v)] dv]du

= T
∞

∑
n=0

exp[nT (b̄ − ā)]∫
1

0

B(τ0 + u) exp[T ∫
τ0+u

τ0

[B(v) − A(v)] dv]du .

J =
T

1 − exp[T (b̄ − ā)]
∫

1

0
B(τ0 + u) exp[T ∫

τ0+u

τ0

[B(v) − A(v)] dv]du . (7)

T → 0

exp(x) = 1 + x + x2/2 + o(x2) x → 0 exp(x) = 1 + x + o(x)



我们注意到

我们推断

⽤ ，我们推导公式（2）。

2.3极限  ：⾼度超临界的情况

    让我们回到公式（7）。积分形式为

与

我们有

    我们⾸先假设  为 。所以  为了⼀切 ，  ⾄少在  和 
。另外，  如果 ，带有  和 

。再说  如果 ，带有  和 。根据⼀
个Erdélyi定理（Olver，1974年，第85页），

与  和 。因为  很⼩，公式（7）给出

⽤ ，我们推导公式（4）。

2.4弱超临界情况

    假设现在有  和  与  和

 为 ， 
 为 。

因为 ，我们有两种可能性：

J = ( 1

ā − b̄
+

T

2
+ o(T ))(b̄ + T[∫

1

0

B(τ0 + u) ∫
τ0+u

τ0

[B(v) − A(v)] dv du] + o(T )).

∫
1

0
B(τ0 + u) ∫

τ0+u

τ0

B(v) dv du =
1

2
[(∫

τ0+u

τ0

B(v) dv)
2

]
1

0

=
b̄

2

2
.

J =
b̄

ā − b̄
+

b̄ T

2
+

b̄
2
T

2(ā − b̄)
−

T

ā − b̄
∫

1

0
B(τ0 + u) ∫

τ0+u

τ0

A(v) dv du + o(T ).

p(t0) = 1/(1 + J)

T → +∞

∫
1

0

G(u) e−T F(u) du

G(u) = B(τ0 + u), F(u) = ∫
τ0+u

τ0

[A(v) − B(v)] dv .

F ′(u) = A(τ0 + u) − B(τ0 + u), F ′′(u) = A′(τ0 + u) − B′(τ0 + u).

A(τ) > B(τ) τ ∈ [0, 1] F ′(u) > 0 u ∈ [0, 1] F(u) u = 0

F(0) = 0 F(u) = ϕ0 u + ϕ1 u
2 + o(u2) u → 0 ϕ0 = A(τ0) − B(τ0)

ϕ1 = [A′(τ0) − B′(τ0)]/2 G(u) = ψ0 + ψ1 u + o(u) u → 0 ψ0 = B(τ0) ψ1 = B′(τ0)

∫
1

0

G(u) e−T F(u) du = e−T F(0)( c0

T
+

c1

T 2
+ o( 1

T 2
)) (8)

c0 = ψ0/ϕ0 c1 = (ϕ0ψ1 − 2ϕ1ψ0)/ϕ3
0 exp[T (b̄ − ā)]

J =
B(τ0)

A(τ0) − B(τ0)
+

A(τ0)B′(τ0) − A′(τ0)B(τ0)

T [A(τ0) − B(τ0)]3
+ o(1/T ).

p(t0) = 1/(1 + J)

τ1 τ2 0 < τ1 < τ2 < 1

A(τ) < B(τ) τ ∈]τ1, τ2[

A(τ) > B(τ) τ ∈]0, τ1[∪]τ2, 1[

∫
1

0 (A(τ) − B(τ))dτ = ā − b̄ > 0



我们假设第⼀个不等式是正确的，即使这意味着随着时间的推移会改变功能  和 。

    然后有⼀个独特的  与

确实，如果

所以  为 。另外，  根据第⼀个不等式（9） 。所以有⼀个
独特的  与 。

    让我们⾸先考虑⼀下 。功能  为增加 。为减少 。它再次增
长 。功能  因此在 。请记住 。

    如果 ，然后 。所以  仍然是  在间隔 。渐近展开（8）仍然有效，公
式（4）仍然有效。

    另⼀⽅⾯，如果 ，然后 。整体最低  在间隔  在 ， 
，  和

如果 ，根据拉普拉斯⽅法（Ovaert和Verley，1997）。所以

和  如果 ，得到公式（5）。

    现在考虑这种情况 。功能  在间隔内减少  然后在间隔内增加 。在此期
间的最⼩值  因此到达 ，就像前⾯的情况⼀样。因此，公式（5）仍然有效。

    最后，考虑以下情况 。功能  在间隔内增加 。在整个时间间隔内减少
。随着时间间隔的增加 。因此，它在  和

根据第⼀个不等式（9）。其整体最⼩值 因此在u = 0时达到。因此，适⽤的是式（4）。

2.5范例

    让我们来  常数和

与  和 。⾼度超临界情况对应于 。如果相反 ，然后  是两个解决
⽅案  等式的 ，即

∫
τ2

0
(A(τ) − B(τ))dτ > 0 , ∫

1

τ2

(A(τ) − B(τ))dτ > 0. (9)

A(τ) B(τ)

τ ∗ ∈ [0, τ1]

∫
τ2

τ ∗

(A(u) − B(u)) du = 0.

h(τ) = ∫
τ2

τ

(A(u) − B(u)) du , τ ∈ [0, τ1],

h′(τ) = B(τ) − A(τ) < 0 τ ∈ [0, τ1] h(0) > 0 h(τ1) < 0

τ ∗ ∈ [0, τ1] h(τ ∗) = 0

0 < τ0 < τ1 F(u) u ∈ [0, τ1 − τ0] u ∈ [τ1 − τ0, τ2 − τ0]

u ∈ [τ2 − τ0, 1] F(u) τ2 − τ0 F(0) = 0

τ0 ∈]0, τ ∗[ F(τ2 − τ0) > 0 u = 0 F(u) [0, 1]

τ ∈]τ ∗, τ1[ F(τ2 − τ0) < 0 F(u) [0, 1] u = τ2 − τ0

F ′(τ2 − τ0) = 0 F ′′(τ2 − τ0) = A′(τ2) − B′(τ2)

∫
1

0
G(u) e−T F(u) du ∼

B(τ0)√π

√2T [A′(τ2) − B′(τ2)]
e−T F(τ2−τ0)

T → +∞

J ∼
B(τ0)√πT

√2[A′(τ2) − B′(τ2)]
e

−T ∫ τ2
τ0

[A(v)−B(v)] dv

p(t0) = 1/(1 + J) ∼ 1/J T → +∞

τ1 < τ0 < τ2 F(u) [0, τ2 − τ0] [τ2 − τ0, 1]

[0, 1] u = τ2 − τ0

τ2 < τ0 < 1 F(u) [0, 1 + τ1 − τ0]

[1 + τ1 − τ0, 1 + τ2 − τ0] [1 + τ2 − τ0, 1] 1 + τ2 − τ0

F(1 + τ2 − τ0) ≥ ∫
1+τ2

1
(A(τ) − B(τ)) dτ > 0

[0, 1]

B(τ) = b̄ > 0

A(τ) = ā(1 + k cos(2πτ))

ā > b̄ 0 ≤ k ≤ 1 ā(1 − k) > b ā(1 − k) < b τ1 < τ2

[0, 1] cos(2πτ) = −(1 − b̄/ā)/k



门槛  是解决⽅案  等式的

公式（2）给出

如果 。如果  或者如果  和 ，则公式（4）给出

如果 。如果  和 ，公式（5）给出

如果 。

    让我们特别考虑 ，  和 。所以 。图1显⽰了该期间的两个值的结果：
和 。不灭绝的可能性 通过与Scilab软件进⾏数值积分可以估算公式（1）给出的。我们可以看到近
似公式（2）和（4）给出了更好的近似值。但是请注意 ，近似值（4）与  在最⼩的附近 。

图1.两个⽰例：  （点）和 （实线）。不灭绝的可能性 由公式（1）给出的黑
⾊。虚线：红⾊的近似公式（2）及其近似值 在蓝⾊。实线：红⾊的近似公式（4）和近似
值  在蓝⾊。

    现在开始 ， ，  和 。所以 ， ，  和 
。各种近似公式在图2中表⽰，尤其是公式（5）以绿⾊表⽰。不灭绝的可能性收敛到不连续的极限。对于

 和 ，限制为蓝⾊。对于 ，极限等于0。存在⼀个近似值，将近似值连接到 ，
这使我们更仔细地了解了此时的情况。

τ1 =
arccos(−(1 − b̄/ā)/k)

2π
∈]0, 1/2[, τ2 = 1 − τ1.

τ ∗ [0, τ1]

(ā − b)(τ2 − τ ∗) + āk
sin(2πτ2) − sin(2πτ ∗)

2π
= 0 .

p(t0) = (1 −
b̄

ā
)(1 −

b̄ k T

2π
sin(2πτ0) + o(T ))

T → 0 ā(1 − k) > b ā(1 − k) < b τ0 ∉ [τ ∗, τ2]

p(t0) = (1 −
b̄

A(τ0)
)(1 −

2π ā b̄ k sin(2πτ0)

TA(τ0)[A(τ0) − b̄]2
+ o(1/T ))

T → +∞ ā(1 − k) < b τ0 ∈]τ ∗, τ2[

p(t0) ∼
2√−āk sin(2πτ2)

b̄√T
exp[T (ā − b̄)(τ0 − τ2) + ākT

sin(2πτ0) − sin(2πτ2)

2π
]

T → +∞

b̄ = 1 ā = 3 k = 0,5 ā(1 − k) > b̄ T = 0,5

T = 50 p(t0)

T → +∞ p(t0) p(t0)

T = 0,5 T = 50 p(t0)

1 − b̄/ā

1 − B(τ0)/A(τ0)

b̄ = 1 ā = 3 k = 0,75 T = 100 ā(1 − k) < b̄ τ ∗ ≃ 0,347 τ1 ≃ 0,424 τ2 ≃ 0,576

τ < τ ∗ τ > τ2 τ ∗ < τ < τ2 τ0 = τ2



图2.与图1相同，但是  和 。近似公式（5）为绿⾊。

    就像在  在第4.2节中，我们看到在特殊情况下  那  在全球最⾼  在 。但是这
次 。根据同⼀个Erdélyi定理（Olver，1974年，第85页），

这样  如果 。公式（5）在以下情况下仍然有效 。指数衰减到0时
 取⽽代之的是减少  到这⼀点 。

2.6与“鸭⼦”链接

    公式（1）表⽰灭绝的可能性  当时  实际获得如下： ，该过程在时间u处灭绝的概率，该概率始
于某个时间的个体  是  与  和

（Bacaër和Ait Dads，2014年）。因为这个Riccati⽅程是明确可解的，所以我们获得了公式（1）的⾮灭绝概率

让我们举个例⼦ 有没有正整数。然后写等式（10）

如果  和 ，然后

在间隔 。可以将其写为慢速⾃治系统：

T = 100 k = 0,75

τ2 < τ0 < 1 τ0 = τ2 F(u) [0, 1] u = 0

F ′(0) = A(τ2) − B(τ2) = 0

J ∼ T ∫
1

0
G(u) e−T F(u) du ∼

B(τ2)√πT

√2[A′(τ2) − B′(τ2)]

p(τ2T ) = 1/(1 + J) ∼ 1/J T → +∞ τ0 = τ2

τ0 ∈]τ ∗, τ2[ 1/√T τ2

p(t0) t0 u > t0

t0 z(u − t0) z(0) = 0

dz

dt
= [b(u − t) − a(u − t)z(t)](1 − z(t)), ∀t ∈ [0,u − t0] (10)

p(t0) = 1 − lim
u→+∞

z(u − t0).

u = t0 + nT

dz

dt
= [B( t0 + nT − t

T
) − A( t0 + nT − t

T
)z(t)](1 − z(t)).

s = t/T z(t) = x(s)

dx

ds
= T [B(τ0 + n − s) − A(τ0 + n − s)x(s)](1 − x(s))

s ∈ [0,n]



为 ，带有  和 。终于

如果 ，我们在这个慢速系统上看到  在哪⾥ 。事实  停留在不稳定的
分⽀上  为 因此，与慢速系统研究中所谓的“鸭⼦”现象相同。回顾⼀下定义（Lobry，2018，
p.182）：

“在⼀个慢速的领域 ，沿着吸引弧可能会在相当长的时间内（⽽不是⽆限⼩的）⽆限地接近慢曲
线，然后沿着排斥弧花费⼤量的时间。这种轨迹被称为鸭⼦。”

Verhulst（2014）还注意到这种鸭⼦的出现与周期性逻辑⽅程有关。绑定的关系（3）  和  是相应的“投⼊产
出关系”（Benoît，1981； De Maesschalck和Schecter，2016）。

    这些⾔论⽆疑在涉及出⽣矩阵的⽣死过程中扩展为⼏种类型（Bacaër和Ait Dads，2014年）。  以及过渡
或死亡矩阵 ，这导致表格系统运⾏缓慢

在哪⾥ 表⽰转置矩阵。在这种情况下，输⼊-输出关系仍有待确定。

3 SIR模型

3.1⼀些模拟

    现在考虑SIR模型（6）。选择的参数是合理的：

总⼈⼝是  ;
流⾏开始时只有⼀个⼈被感染（ ）;
每个⼈平均  每⽉联系⼈；
平均感染时间为  ⽉，⼤约3天；
期间  是⼀个⽉的1/4，或⼤约7天；
周期性因素是

在哪⾥  和  ;
相移是  这样  和接触率  处于增长阶段 。

然后重现性 ，这保证了最终流⾏病的发展  （Bacaër和Gomes，2009
年）。

    图3显⽰了该模型的两个典型仿真：  （接触率是恒定的），另⼀个 （接触率振荡）。虽然曲线为
 明显不同于  在流⾏期间，最终的规模⾮常明显  在这两种模拟中，图形化⼏乎⽆法区分。下

⼀节将对此进⾏解释。

dx

ds
= T [B(τ0 + n − y(s)) − A(τ0 + n − y(s))x(s)](1 − x(s)),

dy

ds
= 1

s ∈ [0,n] x(0) = 0 y(0) = 0

p(t0) = 1 − lim
n→+∞

x(n).

T → ∞ x(n) → 1 x(n) → B(τ0)/A(τ0) x(n)

1 τ ∗ < τ0 < τ1

R
2

τ ∗ τ2

A(τ)

B(τ)

dx

ds
= T [B∗(τ0 + n − y(s)) − diag(x(s))A∗(τ0 + n − y(s))] colonne(1 − x(s)),

dy

ds
= 1,

∗

N = 10 000

i = 1

ā = 15

1/b = 1/10

T

ϕ(t/T ) = k cos(ωt + ψ),

ω = 2π/T |k| ≤ 1

ψ = −π/2 ϕ(t/T ) = k sin(ωt) a(t) t = 0

R0 = ā/b = 1,5 > 1 R(∞) ≥ N(1 − b/ā)

k = 0 k = 1

k = 1 k = 0 R(∞)



图3.流⾏病的模拟：  黑⾊  ⽤红⾊和  蓝⾊作为时间的函数 （以⽉为单位）。⾮波浪
曲线对应于 ，位于的波浪曲线 。绿⾊曲线是的⼆阶近似  和 。

    通过减少振荡周期（例如  的⽉份），我们将看到曲线  为  保持振荡，但通过 
，我们注意到  因为它对应于 。⽽且，这是法图平均定理的结果（Françoise，

2005，定理42）。确实，如果 ，系统编写

与 。该定理确保 ，

有⼀阵⼦  的 。所以  有⼀阵⼦  ⼤约为1。更确切地说，有常数 ， ，  和  都
积极，与  和为 

    我们可以计算出⼆阶近似值。让我们以以下形式编写系统（11）： ，在哪⾥ 
和  是 -周期1的周期

请注意，必须删除表达式 因此，这些后⾯的函数的均值为零。根据（弗朗索⽡，2005年，定理44），我
们有

S(t) I(t) R(t) t

k = 0 k = 1 S(t) I(t)

T = 1/8 (S(t), I(t),R(t)) k = 1

k = 0 (S̄(t), Ī (t), R̄(t)) a(t) = ā

τ = t/T

dS

dτ
= −T ā(1 + ϕ(τ))

SI

N
,

dI

dτ
= T[ā(1 + ϕ(τ))

SI

N
− b I],

dR

dτ
= T b I, (11)

ϕ(τ) = cos(2πτ + ψ) T → 0

Z(τ) − Z̄(τ) := (S(τ) − S̄(τ), I(τ) − Ī (τ),R(τ) − R̄(τ)) = O(T )

τ 1/T Z(t) − Z̄(t) = O(T ) t c1 c2 c3 T0

0 < T < T0 t > 0

∥Z(t) − Z̄(t)∥ ≤ T[c1e
c2t + c3].

dZ/dτ = Tf(τ,Z) Z = (S, I,R)

f(τ,Z) τ

f0(Z) := ∫
1

0
f(τ,Z) dτ = ,

⎛⎜⎝ −āSI/N

āSI/N − b I

b I

⎞⎟⎠∫
τ

0

[f(σ,Z) − f0(Z)]dσ = .

⎛⎜⎝−ā k
sin(2πτ+ψ)−sin(ψ)

2π
S I
N

ā k
sin(2πτ+ψ)−sin(ψ)

2π
S I
N

0

⎞⎟⎠sin(ψ)

S(τ) = S̄(τ) − T
ā k sin(2πτ + ψ)

2π

S̄(τ) Ī (τ)

N
+ O(T 2),



和  在⼀段时间内  的 。换句话说，

和  在⼀段时间内  的 。这些近似值  和  在图3中以绿⾊显⽰。

    请注意，在较⼩的接触率周期内，我们没有观察到具有⼏个⼤波浪的流⾏曲线，这与（Bacaër和Gomes，
2009）的模拟不同。这是因为系统越来越接近平均接触率的情况，后者仅产⽣⼀次流⾏病。

3.2接近流⾏病的最终规模

    通过将第⼀个⽅程式（6）编写为 ，通过  和 并考虑了初始条件以及 
，很容易在（Bacaër，2019）中找到

振荡积分  ⼤概会收敛到0 。的确，我们⼀⽅⾯知道 。另⼀⽅⾯，⾄少当
是余弦，积分  当收敛到0 。确实，功能  是积极的和可整合的，因为

。可积函数的傅⽴叶变换在⽆穷⼤处收敛为0。

    因此  如果 。问题是这种情况发⽣的速度如何。作为⼀阶近似，⽅程（12）给出

就像（Bacaër，2019）。

    然后我们⽤于 由Kermack和McKendrick获得的对称钟形形式的近似分析表达式（例如参见（Bacaër，
2019）或（Gani，1975））。如果 如果 如果 ，然后

在哪⾥  表⽰双曲余弦，并且

在可能的附加假设下 。  是在恒定环境下流⾏⾼峰之前经过的时间的近似值。

    最后假设  如图3所⽰。  复数的实部和  通常的虚数（不要与 ，最初感染的⼈
群）。然后，我们使⽤经典结果对具有⾮平稳相位的复积分进⾏渐近计算，从⽽使主要项来⾃积分区间的边缘
（Ovaert和Verley，1997，定理3 ），

I(τ) = Ī (τ) + T
ā k sin(2πτ + ψ)

2π

S̄(τ) Ī (τ)

N
+ O(T 2)

R(τ) = R̄(τ) + O(T 2) τ 1/T

S(t) = S̄(t) −
ā k sin(ωt + ψ)

ω

S̄(t) Ī (t)

N
+ O(1/ω2),

I(t) = Ī (t) +
ā k sin(ωt + ψ)

ω

S̄(t) Ī (t)

N
+ O(1/ω2)

R(t) = R̄(t) + O(1/ω2) t 1 S(t) I(t)

d
dt

(logS) = −a(t)I/N t = 0 t = +∞

∫ ∞
0

I(t) dt = R(∞)/b

log
N − R(∞)

N − i
+

ā

b

R(∞)

N
+

ā

N
∫

∞

0

I(t)ϕ(t/T ) dt = 0 . (12)

∫ ∞
0 I(t)ϕ(t/T ) dt T → 0 I(t) ≃ Ī (t) ϕ

∫ ∞
0 Ī (t)ϕ(t/T ) dt T → 0 Ī (t)

∫ ∞
0 Ī (t) dt = R̄(∞)/b

R(∞) → R̄(∞) T → 0

R(∞) ≃ R̄(∞) +
ā

N/(N − R̄(∞)) − ā/b
∫

∞

0
Ī (t)ϕ(t/T ) dt

Ī (t)

ā/b > 1 ā/b ≃ 1 i/N ≪ 1

Ī (t) ≃
N X

ch2[Y (t − W)]
, (13)

ch(⋅)

W ≃
log[2(N/i)(1 − b/ā)2]

ā − b
, X ≃

(1 − b/ā)2

2
, Y ≃

ā − b

2
(14)

i/N ≪ (ā/b − 1)2 W

ϕ(τ) = k cos(2πτ + ψ) Re(⋅) i i



通过逼近（14），我们还可以看到

最终为 

    最终尺⼨  在恒定环境中是⽅程的唯⼀严格的正解

从等式（12）很容易找到。⽤ ，最终尺⼨  很少取决于初始条件 。这⼤概是

等式（15）中的校正项可以为正或为负。这取决于 。两者都与 ，即T和最初感染者的i / N部分。这就
是为什么，如所宣布的那样，该流⾏病的最终规模⾮常接近通过⽤平均接触率代替接触率所获得的规模。

图4.相对差异  在不同时期之间流⾏的最终规模之间 。黑⾊ 通过模拟
微分⽅程组来估算。近似值（15）显⽰为蓝⾊。参数与图3相同，其中 ，但期间  介于0和 

 那个⽉  （实线）或  （虚线）。

∫
∞

0
Ī (t)ϕ(t/T ) dt ≃ N Xk∫

∞

0

cos(ωt + ψ)

ch2[Y (t − W)]
dt

= N Xk Re(eiψ ∫
∞

0

eiωt

ch2[Y (t − W)]
dt)

≃ − N XkRe( eiψ

iω ch2(−YW)
)

= −
N Xk sin(ψ)

ω ch2(YW)
.

ch2(YW) ≃ e2YW/4 ≃ (N/i)(1 − b/ā)2/2 ≃ (N/i)X,

ω → +∞

R(∞) ≃ R̄(∞) −
ā k sin(ψ)

N/(N − R̄(∞)) − ā/b
 
i

ω
. (15)

R̄(∞)

1 −
R̄(∞)

N
= (1 − i/N) exp(−

ā

b

R̄(∞)

N
),

i ≪ N R̄(∞) i

1 −
R̄(∞)

N
≃ exp(−

ā

b

R̄(∞)

N
).

sin(ψ) 1/ω

[R(∞) − R̄(∞)]/R̄(∞) T R(∞)

k = 1 T

0,25 i = 1 i = 2



    这在图4中⽤k = 1 的参数值与图3相同。周期T变化。我们还尝试了两个初始条件：  和 。如果
，曲线为 似乎与近似值很相切（15）。我们会在垂直尺度上注意到相对差异的微⼩程度

。在N = 10000的情况下，这最终意味着该流⾏病的最终规模最多相差1或2个⼈（该尺
⼨原则上应为整数）。⽤ ，Kermack和McKendrick的近似值（13）仍然相对较好（Gani，1975，p。
240）。

    如果ψ为零或π的整数倍，则等式（15）中的校正项为零。但是，由于这是例外情况，因此可能不值得为该积
分找到⼀个新的等价物。  以上。

    总之，我们可以说最终尺⼨的接近度  和  在某种程度上证明了以下事实：在许多流⾏病模型中，
忽略了仅考虑平均接触率的短期振荡。
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