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まとめ

遅いまたは速い周期的な環境における⼈⼝動態の2つの問題に取り組みます。最初に、周期が⼤き
いか⼩さい場合に、周期的な係数を使⽤して出⽣と死亡の線形プロセスが消滅しない確率の近似
値を取得します。出⽣率が期間の⼀部の死亡率よりも低く、期間が無限⼤になる傾向がある場
合、⾮絶滅の確率は、低速⾼速システムの「カモ」に関連する不連続な制限に収束します。 。次
に、接触率が急速に変動する場合のSIRタイプの⾮線形流⾏モデルを調査します。流⾏の最終的な
サイズは、接触率をその平均で置き換えることによって得られるものに近いです。

1はじめに

    しばらく前に公開された研究（Bacaër、2015）では、周期が0または無限⼤に向かう傾向がある
周期的な環境で、⼈⼝動態モデルの限界である確率論的SISモデルを調査しました。ここでは、明
らかに単純な2つのモデル、つまり出⽣と死亡の線形プロセスとSIRタイプの確定的流⾏モデルを
研究することを提案します。これらの2つのモデルは、同じ確率的SIRモデルの近似として⾒るこ
とができます。出⽣と死亡のプロセスは、流⾏の始まりの概算として機能します。新しい感染症
は出産の役割を果たし、治癒は死者の役割を果たします。確定モデルは、感染者の数がすでに⼗
分に多い場合の概算として使⽤されます。

    まず、出⽣率が変動する環境での出⽣と死亡の線形プロセスを考えてみましょう  そして死
亡率 。プロセスは ⼀⼈で。絶滅しない確率は

分⺟の積分が有限か無限か（Gani、1975、p。220）。これは、特に関数が  と  同じ期間の
定期的であるとしましょう 。私たちは
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どこに  と  は周期1の周期関数です。

だから  が0に等しく等しい場合 。機能です -定期的に厳密に正、厳密に1未満の場合 
（（Bacaër、2007、§5.2）および（Bacaërand Ait Dads、2014）を参照）。今、 。これは

超臨界の場合です。

    式（1）は、最近指摘されたように（Carmona and Gandon、2019）、期間Tが⾮常に⼩さいか⾮
常に⼤きい場合に簡略化されます。もし  修正され、 、その後 

。もし  修正され、 、その後 、少なくと
も特定の値について  どこに 。

    以下の⽬的は、消滅の確率の概算を提案することにより、これらの観察を明確にすることで
す。限界  最も単純です：

    もし 、私たちは関数が  と  規則的であり（たとえば、連続微分で微分可
能）、次の2つのケースを検討します。

 のために  （強く超臨界の場合）;
 のために  どこに  と  のために 

 （弱超臨界状態）。

⼀般性を失うことなく、2番⽬のケースでは、 。その後、ユニークです
 と

    セクション2で⽰します。 、および2番⽬のケースでは 、

2番⽬のケースでは 、

この最後の確率は、指数関数的にすばやく0に収束します。 。したがって、最終的に
は、 。限界はゼロだけでなく  だけでなく 。これは、セクション2.6で説明さ
れているように、低速システムでの「ダック」現象に関連しています。

    次に、決定論的なSIR流⾏モデルについて検討します。私たちは定義します

 ：⺟集団の想定される⼀定のサイズ、
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 ：当時の健康な⼈の数 、
 ：感染した⼈の数、
 ：治癒して免疫されたために感染の連鎖から外された⼈々の数、
 ：感染性接触の割合、

 ：治癒率。

だから 。カーマックとマッケンドリックの簡略化されたモデルのように
（たとえば（Hillion、1986、p。75）を参照）、

したがって、各健康な個⼈は、特定の接触構造におけるその近傍ではなく、総⼈⼝における感染
した個⼈のI / N⽐率、つまり「平均フィールド」の影響を受けます。

    最近の研究（Bacaër、2019）では、接触率の⼩さな振幅の周期的な振動が流⾏の最終的なサイズ
に与える影響に興味を持っていました。ここでは、振幅が任意であるが、振動の周期が流⾏の典
型的な期間と⽐較して⼩さい場合に焦点を当てます。数週間続く流⾏の場合、これは、たとえ
ば、昼と夜の間の急速な交代を表します。数か⽉続く流⾏の場合、これは就業⽇と週末の交代を
表し、特に学校での流⾏の場合はそうです。数年または数⼗年も続く流⾏の場合、これは冬と夏
の交代を表します。

    振動の周期は 。このパラメーターは0に収束することを⽬的としています。

と

、
 ：の連続関数

だから Tの周期関数であり、平均は 。流⾏開始時の初期条件とする

と 。

    セクション3.1は、このモデルのシミュレーションを⽰しています。例からわかるように、流⾏
の最終的なサイズは、接触率をその平均で置き換えることによって得られるものに⾮常に近いで
す。セクション3.2では、特に感染した⼈々の最初の割合が⼩さく、流⾏の再現性が1に近いままで
あると仮定して、モデルのパラメーターにいくつかの追加の仮説を⽴てることにより、この近接
性の説明を提案します。流⾏の最終的なサイズに対して⾏われる修正のおおよその式。この補正
は、振動の周期と感染者の最初の割合の両⽅に⽐例するため、その⼤きさは⼩さくなります。

2誕⽣と死のプロセス
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S(0) = N − i, I(0) = i, R(0) = 0,

0 < i < N



2.1予備計算

    最初に、誕⽣と死の線形プロセスを⾒てみましょう。式（1）の分⺟との積分を考えてみます。

定義により、

私たちは持っています 。私たちは定義します  と 。したがって、関数の
周期性を使⽤して  と 、私たちは

だから

2.2限界 

    近似あり  のために  積分の前の因⼦で、より簡単に 
 積分では、

私たちはそれに気づきます

私たちはそれを推測します

と 、式（2）を推定します。
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2.3限界  ：⾮常に超臨界のケース

    式（7）に戻りましょう。積分は次の形式です

と

私たちは持っています

    まず、  のために 。だから  すべてのために 、  最低
でも  と 。また、  もし 、  と 

。それに、  もし 、  と 
。エルデリーの定理（Olver、1974、p。85）によれば、

と  と 。なぜなら  指数関数的に⼩さいので、式
（7）は

と 、式（4）を推定します。

2.4弱い超臨界の場合

    今あると仮定します  と  と  と

 のために 、 
 のために 。

なぜなら 、2つの可能性があります。

時間の経過とともに関数をシフトすることを意味する場合でも、最初の不等式は真であると想定
します  と 。

    その後、ユニークです  と
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(A(τ) − B(τ))dτ > 0 , ∫
1

τ2
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確かに

そう  のために 。また、  最初の不等式（9）および 
。だからユニークな  と 。

    最初に、 。機能  増加している 。減少している
。再び成⻑している 。機能  したがって、極⼩値が 。

覚えて 。

    もし 、その後 。だから  全体の最⼩値のままです  間隔で 
。漸近展開（8）は引き続き有効であり、式（4）も有効です。

    ⼀⽅、 、その後 。全体の最⼩値  間隔で  にあります 
、 、  と

もし 、ラプラス法によると（Ovaert and Verley、1997）。だから

と  もし 、これは式（5）を与えます。

    ここで、 。機能  間隔で減少します  その後、間隔で増加します 
。その間のその最⼩値  したがって、 、前の場合と同様に。したがっ

て、式（5）はまだ有効です。

    最後に、 。機能  間隔で増加しています 。間隔を置いて減少しま
す 。間隔をおいて増加しています 。したがって、極⼩値は

 と

最初の不等式（9）によると、その全体的な最⼩値 したがって、u = 0で到達します。したが
って、当てはまるのは式（4）です。

2.5例

    とりましょう  ⼀定と

と  と 。超臨界の場合は、 。逆の場合 、その後  の2
つのソリューションは  ⽅程式の 、つまり
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p(t0) = 1/(1 + J) ∼ 1/J T → +∞
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B(τ) = b̄ > 0
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[0, 1] cos(2πτ) = −(1 − b̄/ā)/k



しきい値  の解決策です  ⽅程式の

式（2）は

もし 。もし  または  と 、次に式（4）は

もし 。もし  と 、式（5）は

もし 。

    特に取りましょう 、  と 。だから 。図1は、期間の2つの値の結果
を⽰しています。  と 。絶滅しない確率 式（1）で与えられるは、Scilabソフト
ウェアとの数値積分によって推定されます。近似式（2）と（4）がより良い近似を与えることが
わかります。ただし、 、近似（4）は、  最⼩値付近 。

図1. 2つの例：  （点線）および （実線）。絶滅しない確率 は、式
（1）で与えられ、⿊⾊で表⽰されます。点線：⾚の近似式（2）と近似 ⻘で。
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2π
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ā
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T → 0 ā(1 − k) > b ā(1 − k) < b τ0 ∉ [τ ∗, τ2]
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A(τ0)
)(1 −

2π ā b̄ k sin(2πτ0)

TA(τ0)[A(τ0) − b̄]2
+ o(1/T ))

T → +∞ ā(1 − k) < b τ0 ∈]τ ∗, τ2[

p(t0) ∼
2√−āk sin(2πτ2)

b̄√T
exp[T (ā − b̄)(τ0 − τ2) + ākT

sin(2πτ0) − sin(2πτ2)

2π
]

T → +∞

b̄ = 1 ā = 3 k = 0,5 ā(1 − k) > b̄

T = 0,5 T = 50 p(t0)

T → +∞ p(t0) p(t0)

T = 0,5 T = 50 p(t0)

1 − b̄/ā



実線：⾚の近似式（4）と近似  ⻘で。

    とりあえず 、 、  と 。だから 、 、 
と 。様々な近似式が図２に、特に式（５）が緑⾊で表されている。⾮絶滅の確率は不連
続な限界に収束します。のために  と 、制限は⻘です。のために 、制限
は0に等しいです。次のレベルで近似を接続する⼩さな問題があります。 、この時点で何が
起こっているのかを詳しく⾒ていきます。

図2.図1と同じですが、  と 。近似式（5）は緑⾊です。

    場合のように  セクション4.2では、特別なケースで  あれ  世界最⼤で 
 で 。今回は 。同じエルデリーの定理（Olver、1974、p。85）

によれば、

だから  もし 。式（5）は、 。次の場合の0への指数関数
的減衰  の減少に置き換えられます  要点まで 。

2.6「アヒル」とのリンク

    絶滅確率の式（1）  当時  実際には次のように取得されます。 、時間に個⼈から始
まるプロセスの時間uに消滅する確率  です  と  と

（BacaërおよびAit Dads、2014年）。このRiccati⽅程式が明確に解けるため、⾮消滅の確率につい
て式（1）が得られます

1 − B(τ0)/A(τ0)

b̄ = 1 ā = 3 k = 0,75 T = 100 ā(1 − k) < b̄ τ ∗ ≃ 0,347 τ1 ≃ 0,424

τ2 ≃ 0,576

τ < τ ∗ τ > τ2 τ ∗ < τ < τ2

τ0 = τ2

T = 100 k = 0,75

τ2 < τ0 < 1 τ0 = τ2 F(u)

[0, 1] u = 0 F ′(0) = A(τ2) − B(τ2) = 0

J ∼ T ∫
1

0
G(u) e−T F(u) du ∼

B(τ2)√πT

√2[A′(τ2) − B′(τ2)]

p(τ2T ) = 1/(1 + J) ∼ 1/J T → +∞ τ0 = τ2

τ0 ∈]τ ∗, τ2[ 1/√T τ2

p(t0) t0 u > t0

t0 z(u − t0) z(0) = 0

dz

dt
= [b(u − t) − a(u − t)z(t)](1 − z(t)), ∀t ∈ [0,u − t0] (10)



例を挙げましょう とがない正の整数。次に、式（10）が書き込まれます

もし  と 、その後

間隔で 。これは遅い⾼速の⾃律システムとして書くことができます：

のために 、  と 。やっと

もし 、私たちはこの低速⾼速システムで  どこに 。という事
実  不安定なブランチにとどまる  のために したがって、低速⾼速システムの研
究で「アヒル」と呼ばれるものと同じ現象です。定義を思い出してください（Lobry、2018、p。
182）：

「の遅い速い分野で 、魅⼒的なアークに沿ってかなりの時間（無限に⼩さくはな
い）の間、ゆっくりと曲線に無限に近い軌道が存在し、その後に反発的なアークに沿
って費やされたかなりの時間が存在する場合があります。このような軌道は、アヒル
と呼ばれます。」

Verhulst（2014）は、周期的ロジスティック⽅程式に関連して、このようなアヒルの出現にも⾔及
しました。結ばれる関係（3）  と  は、対応する「⼊出⼒関係」です（Benoît、1981; De
MaesschalckおよびSchecter、2016）。

    これらの発⾔は、出⽣と死のプロセスの場合、間違いなく出⽣⾏列を含むいくつかのタイプ
（BacaërおよびAit Dads、2014）に拡張されます。  および遷移または死⾏列 、遅い⾼速
のフォームシステムにつながる

どこに 転置⾏列を⽰します。この場合、⼊出⼒関係はまだ決定されていません。

3 SIRモデル

p(t0) = 1 − lim
u→+∞

z(u − t0).

u = t0 + nT

dz

dt
= [B( t0 + nT − t

T
) − A( t0 + nT − t

T
)z(t)](1 − z(t)).

s = t/T z(t) = x(s)

dx

ds
= T [B(τ0 + n − s) − A(τ0 + n − s)x(s)](1 − x(s))

s ∈ [0,n]

dx

ds
= T [B(τ0 + n − y(s)) − A(τ0 + n − y(s))x(s)](1 − x(s)),

dy

ds
= 1

s ∈ [0,n] x(0) = 0 y(0) = 0

p(t0) = 1 − lim
n→+∞

x(n).

T → ∞ x(n) → 1 x(n) → B(τ0)/A(τ0)

x(n) 1 τ ∗ < τ0 < τ1

R
2

τ ∗ τ2

A(τ) B(τ)

dx

ds
= T [B∗(τ0 + n − y(s)) − diag(x(s))A∗(τ0 + n − y(s))] colonne(1 − x(s)),

dy

ds
= 1,

∗



3.1いくつかのシミュレーション

    ここで、SIRモデルを検討します（6）。パラメータはもっともらしいものとして選択されま
す。

総⼈⼝は  ;
流⾏の開始時に⼀⼈だけが感染した（ ）;
⼀⼈⼀⼈が平均して持っている  ⽉あたりの連絡先;
感染の平均期間は  数か⽉、約3⽇。
期間  ⽉の1/4、つまり約7⽇です。
周期係数は

どこに  と  ;
位相シフトは  だから  と接触率  は増加段階にあります 
。

再現性は 、最終的なサイズの伝染病の発症を保証します 
（バカエルとゴメス、2009）。

    図3は、モデルの2つの典型的なシミュレーションを⽰しています。  （接触率は⼀定で
す）、他の （接触率は変動します）。曲線は  とは⼤きく異なります  流⾏時に
は、最終的なサイズが  どちらのシミュレーションでも、グラフィックではほとんど区別が
つきません。これについては、次のセクションで説明します。

図3.流⾏のシミュレーション：  ⿊で  ⾚と  時間の関数として⻘で （⽉単
位）。⾮波状曲線は、 、の波状曲線 。緑の曲線は、2次近似です  と 
。

N = 10 000

i = 1

ā = 15

1/b = 1/10

T

ϕ(t/T ) = k cos(ωt + ψ),

ω = 2π/T |k| ≤ 1

ψ = −π/2 ϕ(t/T ) = k sin(ωt) a(t) t = 0

R0 = ā/b = 1,5 > 1 R(∞) ≥ N(1 − b/ā)

k = 0

k = 1 k = 1 k = 0

R(∞)

S(t) I(t) R(t) t

k = 0 k = 1 S(t)

I(t)



    振動の周期を減らすことにより（例えば、  数ヶ⽉）、私たちはカーブを⾒ます
 のために  それらの振動を維持しますが、ソリューションに近づきます 

、私たちは注意します  に対応するため 。さらに、これはFatouの平
均化定理の結果です（Françoise、2005、定理42）。確かに 、システムが書き込まれます

と 。定理は、 、

しばらく  のオーダー 。だから  しばらく  1のオーダーです。より正確に
は、定数があります。 、 、  と  すべてが肯定的で  そしてのために 

    2次近似を計算できます。システム（11）を次の形式で記述しましょう 、どこ 
 と  です -期間1の周期的。

式は削除する必要があることに注意してください したがって、これらの後者の関数はゼロ
平均です。（Françoise、2005、theorem 44）によれば、

と  時間間隔で  のオーダー 。つまり、

と  時間間隔で  のオーダー 。これらの近似  と  図3では緑⾊で⽰
されています。

T = 1/8

(S(t), I(t),R(t)) k = 1

k = 0 (S̄(t), Ī (t), R̄(t)) a(t) = ā

τ = t/T

dS

dτ
= −T ā(1 + ϕ(τ))

SI

N
,

dI

dτ
= T[ā(1 + ϕ(τ))

SI

N
− b I],

dR

dτ
= T b I, (11)

ϕ(τ) = cos(2πτ + ψ) T → 0

Z(τ) − Z̄(τ) := (S(τ) − S̄(τ), I(τ) − Ī (τ),R(τ) − R̄(τ)) = O(T )

τ 1/T Z(t) − Z̄(t) = O(T ) t

c1 c2 c3 T0 0 < T < T0 t > 0

∥Z(t) − Z̄(t)∥ ≤ T[c1e
c2t + c3].

dZ/dτ = Tf(τ,Z)

Z = (S, I,R) f(τ,Z) τ

f0(Z) := ∫
1

0
f(τ,Z) dτ = ,

⎛⎜⎝ −āSI/N

āSI/N − b I

b I

⎞⎟⎠∫
τ

0

[f(σ,Z) − f0(Z)]dσ = .

⎛⎜⎝−ā k
sin(2πτ+ψ)−sin(ψ)

2π
S I
N

ā k
sin(2πτ+ψ)−sin(ψ)

2π
S I
N

0

⎞⎟⎠sin(ψ)

S(τ) = S̄(τ) − T
ā k sin(2πτ + ψ)

2π

S̄(τ) Ī (τ)

N
+ O(T 2),

I(τ) = Ī (τ) + T
ā k sin(2πτ + ψ)

2π

S̄(τ) Ī (τ)

N
+ O(T 2)

R(τ) = R̄(τ) + O(T 2) τ 1/T

S(t) = S̄(t) −
ā k sin(ωt + ψ)

ω

S̄(t) Ī (t)

N
+ O(1/ω2),

I(t) = Ī (t) +
ā k sin(ωt + ψ)

ω

S̄(t) Ī (t)

N
+ O(1/ω2)

R(t) = R̄(t) + O(1/ω2) t 1 S(t) I(t)



    接触率の期間が⼩さい場合、（Bacaërand Gomes、2009）のシミュレーションとは異なり、いく
つかの⼤きな波の流⾏曲線は観測されないことに注意してください。これは、接触率が平均的な
場合にシステムがどんどん近づいており、流⾏波が1つしかないためです。

3.2伝染病の最終的なサイズへの近さ

    最初の式（6）を次の形式で記述します。 の間で統合することにより、 
 と 、初期条件と何を考慮して 、それは（Bacaër、2019）のよう

に簡単に⾒つかります

振動積分  おそらく0に収束します 。確かに、私たちは⼀⽅では
。⼀⽅、少なくとも  コサイン、積分  ときに0に収束します 。確かに、機
能  ポジティブで統合可能です 。可積分関数のフーリエ変換は、無限⼤で
0に収束します。

    その結果、  もし 。問題は、これがどれだけ早く起こるかです。最初の近
似として、⽅程式（12）は

（Bacaër、2019）のように。

    次に使⽤します ケルマックとマッケンドリックによって得られた対称的なベルの形での近
似分析式（たとえば（Bacaër、2019）または（Gani、1975）を参照）。もし 、 、 

、その後

どこに  双曲線余弦を⽰し、

おそらく追加の仮定の下で 。  ⼀定の環境での流⾏のピークの前に経過する時
間の概算です。

    最後に、  図3のように。  複素数の実部と  通常の虚数（混同しない
でください） 、最初に感染した⼈⼝）。次に、定常ではない位相を持つ複素積分の漸近計算の古
典的な結果を使⽤して、主項が積分区間のエッジから来るようにします（Ovaert and Verley、
1997、Theorem 3 ）、

d
dt

(logS) = −a(t)I/N

t = 0 t = +∞ ∫ ∞
0

I(t) dt = R(∞)/b

log
N − R(∞)

N − i
+

ā

b

R(∞)

N
+

ā

N
∫

∞

0

I(t)ϕ(t/T ) dt = 0 . (12)

∫ ∞
0 I(t)ϕ(t/T ) dt T → 0 I(t) ≃ Ī (t)

ϕ ∫ ∞
0 Ī (t)ϕ(t/T ) dt T → 0

Ī (t) ∫ ∞
0 Ī (t) dt = R̄(∞)/b

R(∞) → R̄(∞) T → 0

R(∞) ≃ R̄(∞) +
ā

N/(N − R̄(∞)) − ā/b
∫

∞

0
Ī (t)ϕ(t/T ) dt

Ī (t)

ā/b > 1 ā/b ≃ 1

i/N ≪ 1

Ī (t) ≃
N X

ch2[Y (t − W)]
, (13)

ch(⋅)

W ≃
log[2(N/i)(1 − b/ā)2]

ā − b
, X ≃

(1 − b/ā)2

2
, Y ≃

ā − b

2
(14)

i/N ≪ (ā/b − 1)2 W

ϕ(τ) = k cos(2πτ + ψ) Re(⋅) i

i



近似（14）を使⽤すると、

最終的には 

    最終的なサイズ  ⼀定の環境では、⽅程式の唯⼀の厳密に正の解です

これは式（12）から簡単に⾒つかります。と 、最終サイズ  初期状態にほとんど依存
しない 。これはおおよそ厳密に正の解決策です

式（15）の修正項は、正または負にすることができます。それはの兆候に依存します 。両
⽅に⽐例します 、つまりT、および最初に感染した⼈のi / N部分に。これが、発表されたよう
に、流⾏の最終的なサイズが接触率をその平均で置き換えることによって得られるものに⾮常に
近い理由です。

∫
∞

0
Ī (t)ϕ(t/T ) dt ≃ N Xk∫

∞

0

cos(ωt + ψ)

ch2[Y (t − W)]
dt

= N Xk Re(eiψ ∫
∞

0

eiωt

ch2[Y (t − W)]
dt)

≃ − N XkRe( eiψ

iω ch2(−YW)
)

= −
N Xk sin(ψ)

ω ch2(YW)
.

ch2(YW) ≃ e2YW/4 ≃ (N/i)(1 − b/ā)2/2 ≃ (N/i)X,

ω → +∞

R(∞) ≃ R̄(∞) −
ā k sin(ψ)

N/(N − R̄(∞)) − ā/b
 
i

ω
. (15)

R̄(∞)

1 −
R̄(∞)

N
= (1 − i/N) exp(−

ā

b

R̄(∞)

N
),

i ≪ N R̄(∞)

i

1 −
R̄(∞)

N
≃ exp(−

ā

b

R̄(∞)

N
).

sin(ψ)

1/ω



図4.相対的な違い  期間による伝染病の最終的なサイズの間 。
⿊で、 微分⽅程式系をシミュレーションすることにより推定されます。近似
（15）は⻘⾊で⽰されています。パラメータは図3と同じです。 、期間を除いて 

 0から  ⽉とあれ  （実線）または  （点線）。

    これを図4に⽰します。パラメーターの値は、k = 1の場合の図3と同じです。期間Tは変動しま
す。また、2つの初期条件を試しました。  と 。もし 、のカーブ 近似に⾮常
に接しているように⾒えます（15）。垂直スケールで、相対的な差の⼩ささに気づくでしょう

。でN = 10,000これは、1⼜は2⼈の違いによる流⾏までの最終的なサイズ
（サイズは整数であることが期待されている）に変換されます。と 、Kermackと
McKendrickの近似（13）はまだ⽐較的良好です（Gani、1975、p。240）。

    ψがゼロまたはπの整数倍の場合、式（15）の修正項はゼロです。しかし、これは例外的なケー
スであるため、積分の新しい同等物を⾒つけることは価値がないかもしれません。

 上記。

    結論として、最終的なサイズの近接性は  と  どういうわけか、多くの流⾏モデルで
は、短期間の振動は平均接触率のみを考慮に⼊れずに無視されているという事実を正当化しま
す。
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ā/b = 1,5

∫
∞
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