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Resumen

Abordamos dos problemas en la dinamica de la poblacion en un entorno periodico lento o rapido. Primero,
obtenemos una aproximacion para la probabilidad de no extincidon de un proceso lineal de nacimiento y
muerte con coeficientes periddicos, cuando el periodo es grande o pequefio. Si la tasa de natalidad es menor
que la mortalidad durante parte del periodo y si el periodo tiende hacia el infinito, entonces la probabilidad
de no extincidn converge hacia un limite discontinuo vinculado a un "pato" en un sistema lento-répido . En
segundo lugar, estudiamos un modelo epidémico no lineal del tipo SIR cuando la velocidad de contacto
oscila rapidamente. El tamafio final de la epidemia es cercano al obtenido al reemplazar la tasa de contacto
con su promedio.

1 Introduccion

En un trabajo publicado hace algin tiempo (Bacaér, 2015), estudiamos el limite de un modelo de dinamica
de poblacion, el modelo estocastico SIS, en un entorno periddico cuando el periodo tendia hacia 0 o infinito.
Aqui proponemos estudiar de la misma manera dos modelos aparentemente mas simples: un proceso lineal
de nacimiento y muerte y un modelo epidémico determinista del tipo SIR. Estos dos modelos pueden verse
como aproximaciones del mismo modelo SIR estocastico. El proceso de nacimiento y muerte sirve como una
aproximacion al comienzo de la epidemia; las nuevas infecciones juegan el papel de los nacimientos, las
curaciones juegan el de los muertos. El modelo determinista se usa como una aproximacion cuando el
numero de personas infectadas ya es lo suficientemente grande.

Consideremos primero un proceso lineal de nacimiento y muerte en un entorno variable con una tasa de
natalidad. a(t) y una mortalidad b(t). El proceso comienza a last = tycon un solo individuo. La probabilidad
de no extincion es

1
1+ [ b(t) exp [ [} [b(s) — a(s)] ds] dt ’

p(to) =

(1)

si la integral en el denominador es finita o infinita (Gani, 1975, p. 220). Esto se aplica en particular al caso
donde las funciones a(t) y b(t) son periddicas del mismo periodo, digamos T'. Suponemos que

alt) = A@t/T), b(t) = B(t/T),

donde A(1) y B(7) son funciones periddicas del periodo 1. Considere los medios

a:/olA(T)dT, E:/OlB(T)dT.
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Entonces p(to) es idénticamente igual a 0 si @ < b. Es una funcionT-periddicamente estrictamente positivo y
estrictamente menos de 1 si @ > b (ver (Bacaér, 2007, §5.2) y (Bacaér y Ait Dads, 2014)). Ahora asumimos
que a > b. Este es el caso supercritico.

La formula (1) se simplifica cuando el periodo 7" es muy pequeiio o muy grande, como se sefialo
recientemente (Carmona y Gandon, 2019). Sity/T = 19 € [0, 1] es fijoy si T — 0, entonces
p(tg) = 1—b/a. Sity/T = 1y es fijoy si T — 400, entonces p(ty) ~ 1 — B(7y)/A(7) , al menos para
ciertos valores de 7y donde A(7g) > B(7y).

El objetivo a continuacion es aclarar estas observaciones proponiendo una aproximacion de la
probabilidad de extincion. El limite T — 0 es el mds simple: tenemos

p(to) = (1 - g) {1 - bTT + % [/013(70 +u) /:“2(@) dvdu] +o(T)}. 2)

Si T — 400, asumimos que las funciones A(7) y B(7) son regulares (digamos diferenciables con una
derivada continua) y consideran dos casos:

o A(1) > B(7) para T € [0, 1] (caso fuertemente supercritico);
o A(1) > B(r) paraT € [0,71[U]72,1] donde 0 < 71 < 7» < 1y A(7) < B(r) para T €]71, 12| (caso
débilmente supercritico).

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer en el segundo caso que [;”(A(7) — B(7)) dr > 0. Entonces
hay un tnico 7* €]0, 71| con

T2
/ (A(r) — B()) dr = 0. 3)
Mostramos en la seccion 2 que en el primer caso para 79 € [0, 1], y en el segundo caso para 19 € [7*, 2],

_(1_ B(m) _ A(r9)B' (7o) — A'(70)B(mo)
p(t) = (1 A(m) > {1 T A(m)[A(m0) — B(m0)]?

En el segundo caso con 1y €]7*, 75|,

+o(1 /T)}. (4)

V2[A' (1) — B ()] oT [ Aw)-B() dv
B(To) vV 7T
Esta ultima probabilidad converge exponencialmente rapido a 0 cuando 7' — +o0. Finalmente, hay una

discontinuidad enp = 7*. El limite es cero no solo en |71, 72| pero también en |7, 72[. Esto esta relacionado
con un fenémeno de "pato" en un sistema lento-rapido, como se explica en la seccion 2.6.

(5)

p(ty) ~

A continuacion, considere el modelo de epidemia SIR determinista. Definimos

e NN : el tamafio constante asumido de una poblacion,

e S(t) : la cantidad de personas sanas en ese momento ¢,

e I(t) : el nimero de personas infectadas,

e R(t) : el nimero de personas retiradas de la cadena de transmision porque estan curadas e
inmunizadas,

e a(t) : latasa de contacto infeccioso,

b : la tasa de curacion.

Entonces N = S(t) + I(t) + R(t). Se supone, como en el modelo simplificado de Kermack y McKendrick
(ver por ejemplo (Hillion, 1986, p. 75)) que

as SI dl ST dR

— =-alt), — =al)5 ~bl, —- =L (6)



Por lo tanto, cada individuo sano esta influenciado por la proporcion / /N de individuos infectados en la
poblacion total, en otras palabras, por el "campo medio", y no por su vecindario en una estructura de
contacto particular.

En un trabajo reciente (Bacaér, 2019), estabamos interesados en la influencia que tendria una oscilacién
periodica de pequenia amplitud de la velocidad de contacto en el tamafo final de la epidemia. Nos
centraremos aqui en el caso donde la amplitud es arbitraria pero donde el periodo de las oscilaciones es
pequefio en comparacion con la duracion tipica de la epidemia. Para una epidemia que duraria unas pocas
semanas, esto representaria, por ejemplo, la rapida alternancia entre el dia y la noche. Para una epidemia que
duraria unos pocos meses, esto representaria la alternancia entre dias laborables y fines de semana,
especialmente para epidemias en las escuelas. Para una epidemia que duraria varios afos o incluso varias
décadas, esto representaria la alternancia entre inviernos y veranos;

El periodo de las oscilaciones es 7' > 0. Este pardmetro estd destinado a converger a 0. Suponemos que
a(t) = a(l+ ¢(t/T))
con

e a>0,
e ¢ :una funcién continua en piezas con

1
B, et =or) v [ é(ryar=o.
0
Entonces a(t)es una funcion periodica del periodo 7', con un promedio a. Tomar como condiciones iniciales
al comienzo de la epidemia.
S(0)=N—14, I(0)=1i, R(0)=0,
con0 <7 <N.

La seccion 3.1 muestra simulaciones de este modelo. Vemos de los ejemplos que el tamafio final de la
epidemia es notablemente cercano al obtenido al reemplazar la tasa de contacto con su promedio. En la
seccion 3.2, proponemos una explicacion de esta proximidad haciendo algunas hipotesis adicionales sobre
los parametros del modelo, en particular suponiendo que la fraccién inicial de personas infectadas es
pequefia y que la reproducibilidad de la epidemia sigue siendo cercana a 1. Obtenemos Una férmula
aproximada para corregir el tamafio final de la epidemia. Esta correccion es proporcional tanto al periodo de
las oscilaciones como a la fraccion inicial de personas infectadas, de ahi su pequeiez.

2 Un proceso de nacimiento y muerte.

2.1 Calculo preliminar

Veamos primero el proceso lineal de nacimiento y muerte. Consideremos la integral con el denominador

de formula (1) y anotelo
oo t
J = [0 b(t) exp {[0 [b(s) — a(s)] ds] dt.

Por definicion, tenemos
J= /O " B((ty +1)/T) exp l /t " B(s/T) — A(s/T) ds} dt.

Se tiene to /T = 79. Definimos w = t/T' y v = s/T. Entonces, usando la periodicidad de las funciones A(7)
y B(7), obtenemos



J = T/OOO B(1y + u) exp {T /T0m+u[B(v) — A(v)] dv] du
nf% /n B(ry + u) exp {T /TOW[B(Q;) — Av)] dv] du
_ ngo /0 " B(ry +u) exp [T / :HW[B(U) _ A()] dv] du
>)

=13 expln(5 - a) /O " Blry + ) exp {T / 0m+u[B(v) — A()] dv] du.
Entonces
J=— expé:(l_) — /0 Bl + ) exp [T / OT°+U[B(U) _ A()] dv} du. (1)

2.2 Ellimite T' — 0

Con la aproximacion exp(z) = 1+ z + 2%/2 + o(z?) para  — 0 en el factor antes de la integral, y més
simplemente exp(xz) = 1 + = + o(x) en la integral, obtenemos

J= <a . —+ g 4 o(T)) <5 + TVO1 B(ro +u) /:M[B(v) ~ A()] dvdu} + o(T)).

Observamos que

AE%+@£WE@@@:%K£W§@MYIZ§,

Deducimos que

jA A 72 1 To+u
T T T 0
J = b -+ b + b — — — / B(T0+u)/ A(v) dvdu + o(T).
a—-b 2 2@—b) a—>bJo 70

Con p(tg) = 1/(1 + J), deducimos la formula (2).

2.3 El limite 7' — 400 : el caso altamente supercritico

Volvamos a la formula (7). La integral es de la forma

1
/ Gu) e TFW gy
0

G(u) = B(mgp +u), F(u)= /T0+U[A(v) — B(v)] dv.
Se tiene

F'(u) = A(ry +u) — B(mg +u), F"(u) = A'(1g +u) — B'(19 +u).

Primero supongamos que A(7) > B(7) para 7 € [0, 1]. Entonces F'(u) > 0 por todo u € [0, 1], F(u)
como minimo en u = 0y F(0) = 0. De mas, F(u) = ¢ou + ¢1 u? + o(u?) siu — 0, con



¢o = A(10) — B(m0) y ¢1 = [A'(70) — B'(70)]/2. Por otro lado,G(u) = 1o + 1 u + o(u) siu — 0, con
o = B(10) y ¥1 = B'(70). Seglin un teorema de Erdélyi (Olver, 1974, p. 85),

1
“TF@) g _ ~TFO)(C €1 1
/0 Glu)e TFO gy — (T v +0<T2)) (8)

conco = 1o/do y c1 = (Poh1 — 2¢1%0)/P3. Porque exp[T'(b — a)] es exponencialmente pequefio, la
férmula (7) da

Jo B(m) N A(m0)B'(10) — A'(10) B(70)

A(mo) — B(m) T[A(m) — B(m0)]? ol/T).

Con p(to) = 1/(1 + J), deducimos la formula (4).

2.4 El caso débilmente supercritico

Supongamos ahoraque hay ; y mmcon0 <7y <15 <1y

A(7) < B(T) para T €|11, T3],
A(7) > B(7) para T €]0, 71 [U] 7, 1[.

Porque fol(A(T) — B(7))dT = @ — b > 0, tenemos dos posibilidades:

/0 YA = B(r))dr >0 / (A(r) — B())dr > 0. (9)

Suponemos que la primera desigualdad es verdadera, incluso si eso significa cambiar las funciones con el
tiempo. A(1) y B(7).

Entonces hay un tnico 7* € [0, 71] con

/ " (A(w) — B(w)) du = 0.

*

De hecho, si
h(r) = / " (A(w) - Bu))du, 7€ [0,m],

entonces h'(7) = B(7) — A(7) < 0 para 7 € [0, 71]. De mas, h(0) > 0 de acuerdo con la primera
desigualdad (9) y h(71) < 0. Entonces hay un unico7* € [0, 71] con h(7*) = 0.

Consideremos primero el caso donde 0 < 79 < 7i. La funcion F'(u) estd aumentando para u € [0, 71 — To).
Esta disminuyendo parau € [1, — 79, 72 — 7o|. Esta creciendo de nuevo poru € |2 — 79, 1]. La funcion F'(u)
por lo tanto tiene un minimo local en 73 — 79. Recordemos que F'(0) = 0.

Si 1 €]0, 7*[, entonces F(12 — 79) > 0. Entonces u = 0 sigue siendo el minimo general de F'(u) en el
intervalo [0, 1]. El desarrollo asintdtico (8) sigue siendo valido y la formula (4) también.

Si, por otro lado 7 €|7*, 11, entonces F(72 — 79) < 0. El minimo general de F'(u) en el intervalo [0, 1]
estaenu = T2 — 70, F’(’Tz — ’7'0) = 0, F”(TQ — T(]) = AI(TQ) — BI(TQ) y

/1 G(u) e T g0, ~, B(mo) v/ o~ T (=)
0 V2T (1) — B/(7)]

siT — 400, segun el método de Laplace (Ovaert y Verley, 1997). Entonces



B(m)v T o T J2IAW)-B()] do
V2[A'(r2) — B'(2)]
yp(to) =1/(1+J) ~1/J siT — +o0, que da la formula (5).

J ~

Abhora considere el caso donde 71 < 79 < 7. La funcionF'(u) disminuye durante el intervalo [0, 7o — 70|
luego aumentando durante el intervalo [, — 7y, 1]. Suminimo mientras tanto[0, 1] se alcanza por lo tanto en
u = Ty — Ty, como en el caso anterior. Por lo tanto, la formula (5) sigue siendo valida.

Finalmente, considere el caso donde 75 < 75 < 1. La funcion F'(u) esta aumentando a lo largo del
intervalo [0, 1 + 7; — 7] . Disminuye durante el intervalo[1 + 71 — 7y, 1 + 75 — 7g]. Estd aumentando a lo
largo del intervalo[1 + 75 — 7y, 1]. Por lo tanto, tiene un minimo localen1 + 75 — 75 y

F(l 47— 1) > /11+T2(A(T) _ B(r))dr>0

segun la primera desigualdad (9). Su minimo general en [0, 1|por lo tanto se alcanza en u = 0. Por lo tanto, es
la formula (4) la que se aplica.

2.5 Ejemplo

Vamos a tomar B(7) = b > 0 constante y
A(1) = a(1 + kcos(2n7))

cona > by0 < k < 1. El caso altamente supercritico corresponde aa(1 — k) > b. Si por el contrario

a(1 — k) < b, entonces 71 < 72 son las dos soluciones en [0, 1] de la ecuacion cos(277) = —(1 — b/a)/k, a
saber

- arccos(—(217r— b/a)/k) €0,1/2[, m=1-m.

El umbral 7* es la solucion en [0, 1] de la ecuacion

(97N i (2
(@—b)(r2 — 7%) + ak sin( WTZ)z sin@r7)
s

La férmula (2) da

p(to) = (1 - %) (1 b ;FT sin(2770) + o(T)>

siT — 0.Sia(l —k) >bosia(l —k) <bymy & [r*, 7], entonces la férmula (4) da

b > <1 _ 2mabk sin(27m)
A(m) T A(m)[A(0) — D]?

p(to) = <1 - + 0(1/T)>

siT — +oo.Sia(l — k) < by €]7*, 15[, La férmula (5) da

24/ —aksin(27m)
VT

p(ty) ~

. in(277p) — sin(2
exp {T(Fz B (my— ) + akr S ”0)2;1“( ) ]

siT — +o0.

Tomemos en particular b = 1,a = 3y k = 0,5. Entoncesa(1l — k) > b. La Figura 1 muestra los
resultados para dos valores del periodo:T' = 0,5 y T' = 50. La probabilidad de no extincion. p(t,), dada por



la férmula (1), se estima mediante integracion numérica con el software Scilab. Podemos ver que las
formulas aproximadas (2) y (4) dan mejores aproximaciones. Sin embargo, tenga en cuenta que para
T — 400, la aproximacion (4) se desvia un poco de p(to) en las proximidades del minimo de p(¢o).

to/T
0-3 L] L] L] L] L L] L] L] L] L}
0 01 02 03 04 05 06 07 08 059 1

Figura 1. Dos ejemplos: T' = 0,5 (punteado) y T = 50 (lineas continuas). La probabilidad de no
extincion.p(to), dada por la formula (1), estd en negro. Linea punteada: la formula aproximada

(2) en rojo y la aproximacion 1 — b/aen azul. Lineas continuas: la formula aproximada (4) en
rojo y la aproximacion 1 — B(7p)/A(7o) en azul.

Tomemos ahorab =1,a = 3, k = 0,75 y T' = 100. Entoncesa(l — k) < b, 7* ~ 0,347, 7, ~ 0,424y
9 =~ 0,576. Las diversas formulas aproximadas se representan en la figura 2, en particular la formula (5) en
verde. La probabilidad de no extincidon converge a un limite discontinuo. Parat < 7* y 7 > 75, el limite es
azul. Parat* < 7 < 7y, el limite es igual a 0. Hay un pequefio problema de conectar las aproximaciones al
nivel de 1) = 7y, lo que nos lleva a mirar més de cerca lo que est4 sucediendo en este momento.
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Figura 2. Como en la Figura 1 pero con 7' = 100 y £ = 0,75. La féormula aproximada (5) esta en
verde.

Como en el caso donde 7 < 75 < 1 en la seccion 4.2, vemos en el caso especial donde 1) = 75 eso F'(u)
en su maximo global en [0, 1] en u = 0. Pero esta vez F'(0) = A(1y) — B(73) = 0. Segun el mismo teorema
de Erdélyi (Olver, 1974, p. 85),

B(1)V/7T
V2[4(ry) — B (7))

de manera que p(72T) = 1/(1+ J) ~ 1/J si T — +o0. La férmula (5) sigue siendo valida cuando 79 = 72.

La disminucion exponencial hacia 0 cuando 79 €]7*, 72| se reemplaza por una disminucion en 1/v/T al
punto 7.

1
JNT/ Gu) e TFW gy ~
0

2.6 Enlace con "patos"

Formula (1) para la probabilidad de extincion p(¢p) a tiempo ¢y en realidad se obtiene de la siguiente
manera: si u > t;, la probabilidad de extincion en el momento u del proceso que comienza desde un
individuo en el momento ¢y es z(u — ty) con 2(0) =0y

Z_j — [b(u— 1) — au — t)2(B)](1 — 2(2)), Vit € [0,u— to] (10)

(Bacaér y Ait Dads, 2014). Debido a que esta ecuacion de Riccati es explicitamente solucionable, obtenemos

la formula (1) para la probabilidad de no extincion

p(to) =1— lim z(u— tp).

uU—+00

Tomemos por ejemplo u = £y + n1'con n entero estrictamente positivo. Entonces se escribe la ecuacion (10)

% _ l3<t‘)++T_t) —A<t°++”)z(t)} (1— 2(2).

Sis=1t/Ty z(t) = z(s), entonces

dx

e T[B(to+mn—s)— A(ro +n — s)z(s)](1 — z(s))

en el intervalo s € [0, n]. Esto se puede escribir como un sistema autonomo lento-rapido:

T = TIB(n-+n—y(s) ~ Al -+n - y(s)a(s)] (1~ o(s))
Wy
ds

para s € [0,n], con z(0) = 0y y(0) = 0. Finalmente

p(tg) =1— lim z(n).
n—-+o00
Si T — oo, vemos en este sistema lento-rapido que x(n) — 1 donde z(n) — B(7y)/A(7). El hecho que
z(n) permanece en la rama inestable 1 para 7* < 73 < 71 Por lo tanto, es el mismo fenémeno que lo que se
llama "pato" en el estudio de los sistemas de lento-rapido. Recordemos la definicion (Lobry, 2018, p. 182):

"En un campo lento-rapido de R? , puede haber trayectorias que permanecen infinitamente
cercanas a la curva lenta durante un tiempo significativo (no infinitamente pequefio) a lo largo
de un arco atractivo, seguido de un tiempo significativo pasado a lo largo de un arco repulsivo.
Tal trayectoria se llama [...] pato. "



Verhulst (2014) también notd la aparicion de tales patos en relacion con una ecuacion logistica periodica. La
relacion (3) que une 7* y 73 es la correspondiente "relacion entrada-salida" (Benoit, 1981; De Maesschalck y
Schecter, 2016).

Estas observaciones, sin duda, se extienden en el caso de los procesos de nacimiento y muerte a varios
tipos (Bacaér y Ait Dads, 2014) con matrices de nacimiento. A(7) y matrices de transicion o muerte B(7),
que conducen a un sistema de forma lento-rapido

% TIB(ro + . y(s)) — ding(a(s)) A (m +n — y(s))]colonme(1 — ()
W _
ds ’

donde * denota la matriz transpuesta. En este caso, la relacion entrada-salida queda por determinar.

3 El modelo SIR

3.1 Algunas simulaciones

Ahora considere el modelo SIR (6). Los parametros se eligen para que sean plausibles:

la poblacion total es N = 10000 ;

solo una persona estaba infectada al comienzo de la epidemia (7 = 1);

cada persona tiene en promedio a = 15 contactos por mes;

la duracion promedio de la infeccion es 1/b = 1/10 meses, aproximadamente 3 dias;
el periodo T es 1/4 de un mes, o aproximadamente 7 dias;

el factor periddico es

é(t/T) = kcos(wt + 1),

donde w =2n/Ty |kl <1;
e ¢l cambio de fase es ¢ = —m/2 de manera que ¢(t/T") = ksin(wt) y la tasa de contacto a(t) estd en
una fase creciente en t = 0.

La reproducibilidad es entonces Ry = a/b = 1,5 > 1, que garantiza el desarrollo de una epidemia con un
tamafio final R(o0) > N(1 — b/a) (Bacaér y Gomes, 2009).

La Figura 3 muestra dos simulaciones tipicas del modelo: una con k = 0 (la velocidad de contacto es
constante), la otra con k = 1 (la velocidad de contacto oscila). Aunque las curvas para k = 1 difieren
significativamente de los de k = 0 durante la epidemia es notable que los tamafios finales R(c0) en ambas
simulaciones son casi indistinguibles graficamente. Esto se explicard en la siguiente seccion.
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Figura 3. Simulacion de una epidemia: S(¢) en negro I(t) en rojo y R(t) en azul en funcién del
tiempo ¢ (en meses) Las curvas no onduladas corresponden a k = 0, las curvas onduladas en
k = 1. Las curvas verdes son las aproximaciones de segundo orden para S(t) y I(t).

Al reducir el periodo de las oscilaciones (por ejemplo, con T' = 1/8 de meses), veriamos las curvas
(S(t),I(t), R(t)) para k = 1 mantener sus oscilaciones pero acercarse a la solucion con k = 0, que

observamos (S(t), I (t), R(t)) porque corresponde a a(t) = @. Esto es, ademas, una consecuencia del

teorema del promedio de Fatou (Frangoise, 2005, teorema 42). De hecho, siT = t/T, el sistema esta escrito

ds SI  dI SI dR
a5 ran ey 20 prl. B g
dar al+o() 5> o a(l+6(n) " dr ’

con ¢(7) = cos(2mT + ). El teorema asegura que cuando " — 0,
Z(r) = Z(7) :== (8(r) = 8(7), I(7) — I (), R(r) — R()) = O(T)

por un rato 7 del orden de 1/T. Entonces Z(t) — Z(t) = O(T) por un rato t del orden de 1. Més
precisamente, hay constantes ci, ¢2, c3 y Tp todo positivo, con para 0 < T' < Ty y parat > 0

1Z(t) — Z(t)|| < T[cie® + c3].

Podemos calcular una aproximacion de segundo orden. Escribamos el sistema (11) en la forma
dZ/dr = Tf(r,Z)donde Z = (S,I,R)y f(7, Z) es T-periodo del periodo 1. Entonces

1 —(._ISI/N
fo(2) :=/0 f(r. 2)dr = | asT/N—b1 |,
bl

_ 7 sin(2r74+9)—sin(y)) ST
—ak 2 N

/0 (0, 2) = fo(Z2)ldo = | g SnCrrid) sn@) SI

(11)



Tenga en cuenta que la expresion debe eliminarse sin () para que estas ltimas funciones sean de media
cero. Segun (Frangoise, 2005, teorema 44), tenemos

- aksin(2rr + ) S(r)I(7)

5(7) = () — 1 2L L0 o),
I(7) = (1) + T ak sin(227:r7'+ ) S(T;\/{_(T) L o(T?)

y R(7) = R(7) + O(T?) durante un intervalo de tiempo 7 del orden de 1/7". Dicho de otro modo,

ak sin(wt +1) S(t)I(t)

S(t) = 5(t) — ——_ N T O/,
Ity = I(t) + ak sinE:;t + 1) S’(ti\/{_(t) L O(1/u?)

y R(t) = R(t) + O(1/w?) durante un intervalo de tiempo ¢ del orden de 1. Estas aproximaciones de S(t) y
I(t) se muestran en verde en la Figura 3.

Tenga en cuenta que con un periodo de la tasa de contacto que es pequefio, no observamos una curva
epidémica con varias olas grandes, a diferencia de las simulaciones de (Bacaér y Gomes, 2009). Esto se debe
a que el sistema se esta acercando cada vez mas al caso en el que la tasa de contacto es promedio, lo que
genera solo una ola epidémica.

3.2 Proximidad a los tamafios finales de epidemias

Al escribir la primera ecuacién (6) en la forma 2-(log S) = —a(t)I/N, integrando entre t = 0 y
t = +o0, teniendo en cuenta las condiciones iniciales y qué [;° I(t) dt = R(00)/b, se encuentra facilmente
como en (Bacaér, 2019) que

N — R(o0)
N —1

R(o0)

1
og ~

2 N F/o I(t) é(t/T) dt = 0. (12)

La integral oscilante [ I(t) ¢(t/T) dt probablemente converge a 0 cuando T' — 0. De hecho, sabemos por
un lado que I(t) ~ I (t). Por otro lado, al menos cuando ¢ es un coseno, la integral [;° I (t) ¢(t/T) dt

converge a 0 cuando 7' — 0. De hecho, la funcionT (¢) es positivo e integrable porque

Jo° I(t)dt = R(c0)/b. La transformada de Fourier de una funcién integrable converge a 0 en el infinito.
Se sigue que R(co) — R(oc0) si T — 0. La pregunta es qué tan rapido sucede esto. Como primera

aproximacion, la ecuacion (12) da

a

R(o0) ~ R(o0
(ce) ( )+N/(N—R(oo))—d/b

/O Y1) e(t/T) dt

como en (Bacaér, 2019).

Luego usamos para I (t)la expresion analitica aproximada en forma de campana simétrica obtenida por
Kermack y McKendrick (ver por ejemplo (Bacaér, 2019) o (Gani, 1975)). Sia/b > 1sia/b~ 1sii/N < 1,
entonces

_ NX
T(t) = ch?[Y(t— W)’ (13)

donde ch(-) denota el coseno hiperbolico y



_ log [2(N/ai)_(1b— b/a)?] X (1 —2b/a)2 Cye a ; b (14)

bajo la probable suposicion adicional i/N < (a/b — 1)2. W es una aproximacioén del tiempo que transcurre
antes del pico de la epidemia en un entorno constante.

Finalmente supongamos que ¢(7) = k cos(277 + 1) como en la figura 3. Observemos Re(+) la parte real
de un nimero complejo y i El nimero imaginario habitual (no debe confundirse con ¢, la poblacion
inicialmente infectada). Luego tenemos, utilizando un resultado clasico en el célculo asintotico de integrales
complejas con una fase que no es estacionaria, de modo que el término principal proviene del borde del
intervalo de integracion (Ovaert y Verley, 1997, Teorema 3 ),

< _ N ©  cos(wt + 1)
/O [(t) $(t/T)dt ~ N Xk /O e

00 iwt
= NXEkRe eid’/ © dt
o ch?[Y(t —W)]

el¥
~ — NXEkRe
iwch?(=YW)

_ NXEk sin(v))
wch?(YW)

Con las aproximaciones (14), también podemos ver que
ch>(YW) ~ e®W /4 ~ (N/i)(1 —b/a)?/2 ~ (N /i) X,
que finalmente da por w — +00

ak sin(y)

R0y = o) = N Rioe)) —ap @

(15)

El tamafio final B(oco0) en un entorno constante es la (inica solucion estrictamente positiva a la ecuacion

R(o0) . a R(c0)
1-— T = (1 —Z/N)GXP(—ET),

que se encuentra facilmente en la ecuacion (12). Coni < N, el tamafio final R(co) depende muy poco de la
condicidn inicial ¢. Esta es mas o menos la solucidn estrictamente positiva de

R(c0) _ a R(c0)
== —exp(—zT)'

El término de correccion en la ecuacion (15) puede ser positivo o negativo; depende del signo de sin(v)). Es
a la vez proporcional a1 /w, es decir, a T', y a la fraccion i / N de personas inicialmente infectadas. Esta es la
razon por la cual, como se anuncio, el tamafio final de la epidemia es notablemente cercano al obtenido al
reemplazar la tasa de contacto con su promedio.
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Figura 4. La diferencia relativa [R(o0) — R(00)]/R(00) entre los tamafios finales de epidemias
segun el periodo T'. En negro R(oo)se estima simulando el sistema de ecuaciones diferenciales.

La aproximacion (15) se muestra en azul. Los parametros son los mismos que en la Figura 3 con
k = 1, excepto que el periodo T varia entre 0 y 0,25 mes y que ¢ = 1 (lineas continuas) 0 ¢ = 2
(punteado)

Esto se ilustra en la figura 4 con valores de los pardmetros idénticos a los de la figura 3 para k= 1. El
periodo 7 varia. También probamos dos condiciones iniciales: ¢ = 1y ¢ = 2. SiT — 0, la curva para R(00)
parece muy tangente a la aproximacion (15). Notaremos en la escala vertical la pequefiez de la diferencia
relativa [R(oc0) — R(00)]/R(00). Con N = 10,000, esto se traduce para el tamafio final de la epidemia como
maximo por una diferencia de 1 o 2 personas (el tamafo deberia ser, en principio, un nimero entero). Con
a/b= 1,5, la aproximacion (13) de Kermack y McKendrick sigue siendo relativamente buena (Gani, 1975,
p. 240).

Si y es cero o un multiplo entero del numero 7, el término de correccidn en la ecuacion (15) es cero. Pero
dado que este es un caso excepcional, puede que no valga la pena encontrar un nuevo equivalente para la
integral. [ I (t) ¢(t/T) dt arriba

En conclusion, podemos decir que la proximidad de los tamafios finales R(co) y R(c0) de alguna manera
justifica el hecho de que en muchos modelos epidémicos, las oscilaciones de periodos cortos se descuidan
para considerar solo las tasas de contacto promedio.
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