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الملخص

نعالج مشكلتین في دینامیات السكان في بیئة دوریة بطیئة أو سریعة. أولاً ، نحصل على تقریب تقریباً لاحتمال عدم انقراض عملیة خطیة
للولادة والوفاة مع معاملات دوریة ، عندما تكون الفترة كبیرة أو صغیرة. إذا كان معدل الموالید أقل من معدل الوفیات خلال جزء من الفترة
وإذا كانت الفترة تمیل نحو اللانھایة ، فإن احتمالیة عدم الانقراض تتقارب نحو حد متقطع مرتبط بـ "بطة" في نظام بطيء السرعة . ثانیاً ،

ندرس نموذجًا وبائیاً غیر خطي لنوع SIR عندما یتذبذب معدل الاتصال بسرعة. الحجم النھائي للوباء قریب من ذلك الذي تم الحصول علیھ
عن طریق استبدال معدل الاتصال بمتوسطھ.

1 مقدمة

    في عمل نشُر منذ بعض الوقت (Bacaër، 2015) ، درسنا حد نموذج دینامیكیات السكان ، نموذج Stishastic SIS ، في بیئة دوریة
عندما كانت الفترة تمیل إلى 0 أو اللانھایة. نقترح ھنا للدراسة بنفس الطریقة نموذجین أبسط على ما یبدو: عملیة خطیة للولادة والموت

ونموذج وبائي قطعي من نوع SIR. یمكن النظر إلى ھذین النموذجین على أنھما تقریبیان لنموذج الاستوكاستك SIR نفسھ. تخدم عملیة الولادة
والوفاة تقریباً في بدایة الوباء ؛ الإصابات الجدیدة تلعب دور الموالید ، والشفاء یلعب دور الموتى. یتم استخدام النموذج القطعي كتقریب عندما

یكون عدد المصابین كبیرًا بما فیھ الكفایة بالفعل.

مع فرد . تبدأ العملیة في     لذا دعونا نفكر أولاً في عملیة خطیة للولادة والموت في بیئة متغیرة مع معدل الموالید  والوفیات 
واحد. احتمال عدم الانقراض

ما إذا كان التكامل في المقام محدود أو لا نھائي (Gani، 1975، p. 220). ھذا ینطبق بشكل خاص على الحالة التي تكون فیھا الوظائف
. نفترض ذلك و  ھي دوریة من نفس الفترة دعنا نقول 

أین  و  ھي وظائف دوریة للفترة 1. النظر في الوسائل

(انظر (Bacaër، 2007، §5.2) و بشكل إیجابي بشكل صارم وأقل من 1 إذا  . إنھا وظیفة ثم  یساوي 0 إذا 
. ھذه ھي الحالة فوق الحرجة. (Bacaër and Ait Dads، 2014)). نفترض الآن أن 

    یتم تبسیط الصیغة (1) عندما تكون الفترة T إما صغیرة جدًا أو كبیرة جدًا ، كما لوحظ مؤخرًا (Carmona and Gandon، 2019). إذا
، ثم . إذا تم إصلاحھ وإذا  ، ثم   تم إصلاحھ وإذا 

. ، على الأقل لقیم معینة من  أین 

    الھدف أدناه ھو توضیح ھذه الملاحظات من خلال اقتراح تقریب احتمالیة الانقراض. الحد ھو الأبسط: لدینا
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، نفترض أن الوظائف  و  تكون منتظمة (یمكن تمییزھا بمشتق مستمر) وتنظر في حالتین:     إذا 

 ل  (حالة فوق الحرجة بشدة) ؛
 ل  أین  و  ل  (حالة ضعیفة للغایة فوق

الحرجة).

. ثم ھناك فرید مع دون فقدان العمومیة ، یمكن الافتراض كذلك في الحالة الثانیة التي 

، ، وفي الحالة الثانیة لـ      نعرض في القسم 2 أنھ في الحالة الأولى لـ 

، في الحالة الثانیة مع 

. الحد ھو صفر لیس فقط في . في النھایة ، ھناك انقطاع في یتحول ھذا الاحتمال الأخیر بسرعة كبیرة إلى 0 عندما 
. ویرتبط ھذا بظاھرة "البطة" في نظام بطيء السرعة ، كما ھو موضح في القسم 2.6.  ولكن أیضا في 

    بعد ذلك ، النظر في نموذج وباء SIR القطعي. نحدد

 : الحجم الثابت المفترض للسكان ،
،  : عدد الأصحاء في ذلك الوقت 

 : عدد الأشخاص المصابین ،
 : عدد الأشخاص الذین تمت إزالتھم من سلسلة النقل لأنھم شُفیوا وتمنیعھم ،

 : معدل الاتصال المعدي ،
 : معدل الشفاء.

Hillion،) انظر على سبیل المثال) McKendrick و Kermack یفترض كما في النموذج المبسط ل . لذا 
((1986، p. 75

وبالتالي فإن كل فرد سلیم یتأثر بنسبة I / N من الأفراد المصابین في مجموع السكان ، وبعبارة أخرى "حقل متوسط" ، ولیس من جیرانھ في
بنیة اتصال معینة.

    في عمل حدیث (Bacaër ، 2019) ، كنا مھتمین بالتأثیر الذي سیحدثھ التذبذب الدوري لسعة صغیرة لمعدل الاتصال على الحجم النھائي
للوباء. سنركز ھنا على الحالة التي یكون فیھا السعة تعسفیة ولكن حیث تكون فترة التذبذبات صغیرة مقارنة بالمدة النمطیة للوباء. بالنسبة للوباء

الذي سیستمر بضعة أسابیع ، فإن ھذا یمثل ، على سبیل المثال ، التناوب السریع بین النھار واللیل. بالنسبة للوباء الذي سیستمر بضعة أشھر ،
فإن ھذا یمثل التناوب بین أیام العمل وعطلات نھایة الأسبوع ، وخاصة بالنسبة للأوبئة في المدارس. بالنسبة للوباء الذي سیستمر عدة سنوات

أو حتى عدة عقود ، فإن ھذا یمثل التناوب بین الشتاء والصیف.

. ھذه المعلمة تھدف إلى التقارب إلى 0. نفترض ذلك     فترة التذبذبات 
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ā
){1 −

b̄ T

2
+

T

ā
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 : وظیفة مستمرة في القطع مع

. خذ كظروف أولیة في بدایة الوباء ھي دالة دوریة للفترة T ، بمتوسط  لذا 

. مع 

    یوضح القسم 3.1 محاكاة ھذا النموذج. نرى من الأمثلة أن الحجم النھائي للوباء قریب بشكل ملحوظ من الحجم الذي تم الحصول علیھ عن
طریق استبدال معدل الاتصال بمتوسطھ. في القسم 3.2 ، نقترح شرحًا لھذا القرب من خلال إجراء بعض الافتراضات الإضافیة على معاییر

النموذج ، لا سیما من خلال افتراض أن الجزء الأولي من الأشخاص المصابین صغیر وأن تكاثر الوباء لا یزال قریباً من 1. نحصل على
صیغة تقریبیة للتصحیح إلى الحجم النھائي للوباء. یتناسب ھذا التصحیح مع فترة التذبذبات والجزء الأولي من الأشخاص المصابین ، وبالتالي

صغرھا.

2 عملیة الولادة والموت

2.1 الحساب الأولي

    دعونا ننظر أولاً إلى العملیة الخطیة للولادة والموت. لنأخذ التكامل مع مقام الصیغة (1) ونلاحظھ

بحكم التعریف لدینا

، نحصل . لذا ، باستخدام دوریة الوظائف و  . نحدد  و  لقد فعلنا 

لذا

2.2 الحد 

    بالتقریب  ل  في العامل قبل التكامل ، وببساطة أكثر 
في التكامل ، نحصل
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نلاحظ أن

نستنتج ذلك

، نستنتج الصیغة (2). مع 

2.3 الحد  : القضیة فوق الحرجة

    لنعد إلى الصیغة (7). التكامل ھو الشكل

مع

لقد فعلنا

،  في الحد الأدنى في  و  . ثم للجمیع      دعونا نفترض ذلك أولاً  ل 
مع  و  . بالإضافة إلى ذلك ،  إذا 

. مع  و  . من جھة أخرى، إذا 
وفقاً لنظریة Erdélyi (Olver ، 1974 ، ص 85) ،

. لان صغیر للغایة ، تعطي الصیغة (7) مع  و 

، نستنتج الصیغة (4). مع 

2.4 حالة ضعیفة للغایة فوق الحرجة
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ā − b̄
∫

1

0
B(τ0 + u) ∫

τ0+u

τ0

A(v) dv du + o(T ).

p(t0) = 1/(1 + J)

T → +∞

∫
1

0

G(u) e−T F(u) du

G(u) = B(τ0 + u), F(u) = ∫
τ0+u

τ0

[A(v) − B(v)] dv .

F ′(u) = A(τ0 + u) − B(τ0 + u), F ′′(u) = A′(τ0 + u) − B′(τ0 + u).

A(τ) > B(τ)τ ∈ [0, 1]F ′(u) > 0u ∈ [0, 1]F(u)u = 0
F(0) = 0F(u) = ϕ0 u + ϕ1 u

2 + o(u2)u → 0ϕ0 = A(τ0) − B(τ0)
ϕ1 = [A′(τ0) − B′(τ0)]/2G(u) = ψ0 + ψ1 u + o(u)u → 0ψ0 = B(τ0)ψ1 = B′(τ0)

∫
1

0

G(u) e−T F(u) du = e−T F(0)( c0

T
+

c1

T 2
+ o( 1

T 2
)) (8)

c0 = ψ0/ϕ0c1 = (ϕ0ψ1 − 2ϕ1ψ0)/ϕ3
0exp[T (b̄ − ā)]
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. نفترض أن عدم المساواة الأول صحیح ، حتى لو كان یعني تغییر الوظائف بمرور الوقت  و 

    ثم ھناك فرید  مع

في الواقع ، إذا

. لذلك . بالإضافة إلى ذلك ، حسب عدم المساواة الأولى (9) و  ثم  ل 
. ھناك فرید مع 

. ینمو مرة . یتناقص . الوظیفة یتزاید ل      دعونا ننظر أولاً في الحالة 
. . نذكر أن . الوظیفة وبالتالي لدیھا الحد الأدنى المحلي في  أخرى ل

. التطور المقارب (8) . لذا لا یزال الحد الأدنى العام  على الفاصل الزمني  ، ثم      إذا 
لا یزال ساریاً والصیغة (4) أیضًا.

 ، . الحد الأدنى العام على الفاصل الزمني  في  ، ثم      إذا ، من ناحیة أخرى 
،  و

وفقاً لطریقة لابلاس (Ovaert and Verley، 1997). لذا إذا 

والتي تعطي الصیغة (5). و  إذا 

. الوظیفة ینخفض   خلال الفاصل الزمني  ثم زیادة خلال الفاصل الزمني      الآن النظر في الحالة حیث 
، كما في الحالة السابقة. وبالتالي ، لا تزال الصیغة . الحد الأدنى في غضون ذلك لذلك تم الوصول إلیھ في 

(5) صالحة.

. ینخفض   خلال الفاصل . الوظیفة یتزاید خلال الفاصل الزمني      أخیرا ، النظر في الحالة حیث 
. لذلك لدیھا حد أدنى محلي في . إنھا تتزاید خلال الفاصل الزمني الزمني

و

وبالتالي یتم الوصول إلیھ عند u = 0. وبالتالي ، ھي الصیغة (4) التي تنطبق. حسب التفاوت الأول (9). الحد الأدنى العام في 

2.5 مثال

    لنأخذ  ثابت و

، ثم  ھما الحلان . إذا كان على العكس  . القضیة فوق الحرجة تقابلھا مع  و 
، وھي في  المعادلة 

A(τ)B(τ)

τ ∗ ∈ [0, τ1]

∫
τ2

τ ∗

(A(u) − B(u)) du = 0.

h(τ) = ∫
τ2

τ

(A(u) − B(u)) du , τ ∈ [0, τ1],

h′(τ) = B(τ) − A(τ) < 0τ ∈ [0, τ1]h(0) > 0h(τ1) < 0
τ ∗ ∈ [0, τ1]h(τ ∗) = 0

0 < τ0 < τ1F(u)u ∈ [0, τ1 − τ0]u ∈ [τ1 − τ0, τ2 − τ0]
u ∈ [τ2 − τ0, 1]F(u)τ2 − τ0F(0) = 0

τ0 ∈]0, τ ∗[F(τ2 − τ0) > 0u = 0F(u)[0, 1]

τ ∈]τ ∗, τ1[F(τ2 − τ0) < 0F(u)[0, 1]u = τ2 − τ0

F ′(τ2 − τ0) = 0F ′′(τ2 − τ0) = A′(τ2) − B′(τ2)

∫
1

0
G(u) e−T F(u) du ∼

B(τ0)√π

√2T [A′(τ2) − B′(τ2)]
e−T F(τ2−τ0)

T → +∞

J ∼
B(τ0)√πT

√2[A′(τ2) − B′(τ2)]
e−T ∫

τ2
τ0

[A(v)−B(v)] dv

p(t0) = 1/(1 + J) ∼ 1/JT → +∞

τ1 < τ0 < τ2F(u)[0, τ2 − τ0]
[τ2 − τ0, 1][0, 1]u = τ2 − τ0

τ2 < τ0 < 1F(u)[0, 1 + τ1 − τ0]
[1 + τ1 − τ0, 1 + τ2 − τ0][1 + τ2 − τ0, 1]1 + τ2 − τ0

F(1 + τ2 − τ0) ≥ ∫
1+τ2

1
(A(τ) − B(τ)) dτ > 0

[0, 1]

B(τ) = b̄ > 0
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العتبة  ھو الحل  المعادلة

یعطي الصیغة (2)

ثم تعطي الصیغة (4) . إذا أو إذا  و  إذا 

، الصیغة (5) یعطي . إذا و  إذا 

. إذا 

. یوضح الشكل 1 نتائج قیمتین للفترة: و  . ثم ،  و      لنأخذ على وجھ الخصوص 
، مقدمة بالصیغة (1) ، یتم تقدیرھا من خلال التكامل الرقمي مع برنامج Scilab. یمكننا أن نرى أن . احتمالیة عدم الانقراض

، التقریب (4) ینحرف قلیلا عن  على مقربة من الحد الصیغ التقریبیة (2) و (4) تعطي تقریباً أفضل. ولكن لاحظ أن ل
. الأدنى من 

معطى بالصیغة (1) باللون (خطوط صلبة). احتمالیة عدم الانقراض الشكل 1. مثالان:  (منقط) و 
بالأزرق. الخطوط المستمرة: الصیغة التقریبیة الأسود. خط منقط: الصیغة التقریبیة (2) باللون الأحمر والتقریب

(4) باللون الأحمر والتقریب بالأزرق.

τ1 =
arccos(−(1 − b̄/ā)/k)

2π
∈]0, 1/2[, τ2 = 1 − τ1.

τ ∗[0, τ1]

(ā − b)(τ2 − τ ∗) + āk
sin(2πτ2) − sin(2πτ ∗)

2π
= 0 .

p(t0) = (1 −
b̄

ā
)(1 −

b̄ k T

2π
sin(2πτ0) + o(T ))

T → 0ā(1 − k) > bā(1 − k) < bτ0 ∉ [τ ∗, τ2]

p(t0) = (1 −
b̄

A(τ0)
)(1 −

2π ā b̄ k sin(2πτ0)

TA(τ0)[A(τ0) − b̄]2
+ o(1/T ))

T → +∞ā(1 − k) < bτ0 ∈]τ ∗, τ2[

p(t0) ∼
2√−āk sin(2πτ2)

b̄√T
exp[T (ā − b̄)(τ0 − τ2) + ākT

sin(2πτ0) − sin(2πτ2)

2π
]

T → +∞

b̄ = 1ā = 3k = 0,5ā(1 − k) > b̄T = 0,5
T = 50p(t0)

T → +∞p(t0)
p(t0)

T = 0,5T = 50p(t0)
1 − b̄/ā

1 − B(τ0)/A(τ0)



. یتم ،  و   ، . ثم ،  و   ،     لنأخذ الآن 
تمثیل الصیغ التقریبیة المختلفة في الشكل 2 ، ولا سیما الصیغة (5) باللون الأخضر. یتقارب احتمال عدم الانقراض إلى حد غیر مستمر. ل

، ، الحد یساوي 0. ھناك مشكلة صغیرة في توصیل التقریبات على مستوى  الحد الأزرق. ل  و 
الأمر الذي یقودنا إلى إلقاء نظرة فاحصة على ما یحدث في ھذه المرحلة.

. الصیغة التقریبیة (5) باللون الأخضر. الشكل 2. كما في الشكل 1 ولكن مع  و 

    كما في حالة حیث  في القسم 4.2 ، نرى في الحالة الخاصة حیث  ان  في ذروتھ العالمیة في  في 
. وفقاً لنفس نظریة Erdélyi (Olver ، 1974 ، ص 85) ، . ولكن ھذه المرة ،

. الانحلال الأسي نحو 0 عندما . تبقى الصیغة (5) صالحة عندما بحیث  إذا 
.  یتم استبدالھ بانخفاض في  في النقطة 

2.6 ربط مع "البط"

احتمالیة الانقراض في وقت     صیغة (1) لاحتمال الانقراض  في الوقت  یتم الحصول علیھا بالفعل على النحو التالي: إذا 
ش من العملیة التي تبدأ من فرد في الوقت ھو  مع  و

(بكار وآیت دادس ، 2014). لأن ھذه المعادلة Riccati قابلة للحل بشكل صریح نحصل على الصیغة (1) لاحتمال عدم الانقراض

مع n عدد صحیح موجب بدقة. ثم تكُتب المعادلة (10) لنأخذ على سبیل المثال 

، ثم إذا  و 

b̄ = 1ā = 3k = 0,75T = 100ā(1 − k) < b̄τ ∗ ≃ 0,347τ1 ≃ 0,424τ2 ≃ 0,576

τ < τ ∗τ > τ2τ ∗ < τ < τ2τ0 = τ2

T = 100k = 0,75

τ2 < τ0 < 1τ0 = τ2F(u)[0, 1]
u = 0F ′(0) = A(τ2) − B(τ2) = 0

J ∼ T ∫
1

0
G(u) e−T F(u) du ∼

B(τ2)√πT

√2[A′(τ2) − B′(τ2)]

p(τ2T ) = 1/(1 + J) ∼ 1/JT → +∞τ0 = τ2

τ0 ∈]τ ∗, τ2[1/√Tτ2

p(t0)t0u > t0

t0z(u − t0)z(0) = 0

dz

dt
= [b(u − t) − a(u − t)z(t)](1 − z(t)), ∀t ∈ [0,u − t0] (10)

p(t0) = 1 − lim
u→+∞

z(u − t0).

u = t0 + nT

dz

dt
= [B( t0 + nT − t

T
) − A( t0 + nT − t

T
)z(t)](1 − z(t)).

s = t/Tz(t) = x(s)



. یمكن كتابة ھذا كنظام مستقل بطيء السرعة: على الفاصل الزمني 

. أخیرًا مع  و  ل 

. أن یبقى على الفرع غیر ، نرى في ھذا النظام بطيء السرعة الذي  أین  إذا 
Lobry،) لذلك ھي نفس الظاھرة التي یطلق علیھا "البطة" في دراسة الأنظمة بطیئة السرعة. أذكر التعریف المستقر  ل 

:(2018، p. 182

، قد تكون ھناك مسارات لا تزال قریبة بشكل غیر محدود من المنحنى البطيء لفترة طویلة "في مجال بطيء السرعة 
(لیست صغیرة بلا حدود) على طول قوس جذاب ، یتبعھ وقت كبیر یقضیھ على طول القوس البغیض. یسمى ھذا المسار بطة

" .[...]

كما أشار Verhulst (2014) إلى ظھور مثل ھذه البط فیما یتعلق بمعادلة لوجستیة دوریة. العلاقة (3) الملزمة و  ھي "العلاقة بین
.(De Maesschalck and Schecter، 2016 ؛Benoît، 1981) المدخلات والمخرجات" المقابلة

    تمتد ھذه الملاحظات دون شك في عملیات الولادة والوفاة إلى عدة أنواع (Bacaër و Ait Dads ، 2014) مع مصفوفات الولادة 
مما یؤدي إلى نظام بطيء السرعة ومصفوفات الانتقال أو الموت 

یدل على المصفوفة المنقولة. في ھذه الحالة ، یبقى تحدید علاقة المدخلات والمخرجات. أین 

SIR 3 نموذج

3.1 بعض المحاكاة

    لننظر الآن في نموذج SIR (6). یتم اختیار المعلمات لتكون معقولة:

مجموع السكان  ؛
) ؛ أصیب شخص واحد فقط في بدایة الوباء (

كل شخص لدیھ في المتوسط  جھات الاتصال في الشھر ؛
متوسط   مدة الإصابة  أشھر ، حوالي 3 أیام ؛

الفترة  1/4 من الشھر ، أو حوالي 7 أیام ؛
العامل الدوري ھو

أین  و  ؛
. التحول المرحلة  بحیث  ومعدل الاتصال  في مرحلة متزایدة في 

الذي یضمن تطور وباء بالحجم النھائي  (باكیر وغومیز ، 2009). استنساخ ثم 

(یتأرجح معدل الاتصال).     یوضح الشكل 3 نموذجین من المحاكاة النموذجیة: واحد مع  (معدل الاتصال ثابت) ، والآخر مع 
على الرغم من أن منحنیات تختلف اختلافا كبیرا عن تلك  خلال الوباء من الملاحظ أن الأحجام النھائیة  في كلتا

dx

ds
= T [B(τ0 + n − s) − A(τ0 + n − s)x(s)](1 − x(s))

s ∈ [0,n]

dx

ds
= T [B(τ0 + n − y(s)) − A(τ0 + n − y(s))x(s)](1 − x(s)),

dy

ds
= 1

s ∈ [0,n]x(0) = 0y(0) = 0

p(t0) = 1 − lim
n→+∞

x(n).

T → ∞x(n) → 1x(n) → B(τ0)/A(τ0)x(n)
1τ ∗ < τ0 < τ1

R
2

τ ∗τ2

A(τ)
B(τ)

dx

ds
= T [B∗(τ0 + n − y(s)) − diag(x(s))A∗(τ0 + n − y(s))] colonne(1 − x(s)),

dy

ds
= 1,

∗

N = 10 000
i = 1

ā = 15
1/b = 1/10

T

ϕ(t/T ) = k cos(ωt + ψ),

ω = 2π/T|k| ≤ 1
ψ = −π/2ϕ(t/T ) = k sin(ωt)a(t)t = 0

R0 = ā/b = 1,5 > 1R(∞) ≥ N(1 − b/ā)

k = 0k = 1
k = 1k = 0R(∞)



المحاكاة لا یمكن تمییزھما تقریباً بیانیاً. سیتم شرح ذلك في القسم التالي.

(بالأشھر). تتوافق الشكل 3. محاكاة الوباء:  باللون الأسود ،  باللون الأحمر و  باللون الأزرق كدالة للوقت 
. المنحنیات الخضراء ھي التقریبات من الدرجة الثانیة ل ، منحنیات متموجة في  المنحنیات غیر المتموجة مع 

.  و 

    عن طریق تقلیل فترة التذبذبات (على سبیل المثال مع  أشھر) ، سنرى المنحنیات  ل  الحفاظ
. ھذا بالإضافة إلى ، الذي نلاحظھ  لأنھ یتوافق مع  على التذبذبات ولكن الاقتراب من الحل مع 

، النظام مكتوب نتیجة نظریة متوسط   فاتو (فرانسواز ، 2005 ، نظریة 42). في الواقع ، إذا

، . تؤكد النظریة أنھ عندما مع 

،  و   ، . لذا لفترة من الوقت  بترتیب 1. بتعبیر أدق ، ھناك ثوابت  لفترة من الوقت  من ترتیب 
كلھا إیجابیة ، مع  و ل 

- ، أین  و  ھو      یمكننا حساب تقریب الدرجة الثانیة. لنكتب النظام (11) في الشكل
فترة دوریة 1. ثم

ً لأ أ

S(t)I(t)R(t)t

k = 0k = 1
S(t)I(t)

T = 1/8(S(t), I(t),R(t))k = 1

k = 0(S̄(t), Ī (t), R̄(t))a(t) = ā

τ = t/T

dS

dτ
= −T ā(1 + ϕ(τ))

SI

N
,

dI

dτ
= T[ā(1 + ϕ(τ))

SI

N
− b I],

dR

dτ
= T b I, (11)

ϕ(τ) = cos(2πτ + ψ)T → 0

Z(τ) − Z̄(τ) := (S(τ) − S̄(τ), I(τ) − Ī (τ),R(τ) − R̄(τ)) = O(T )

τ1/TZ(t) − Z̄(t) = O(T )tc1c2c3T0

0 < T < T0t > 0

∥Z(t) − Z̄(t)∥ ≤ T[c1e
c2t + c3].

dZ/dτ = Tf(τ,Z)Z = (S, I,R)f(τ,Z)τ

f0(Z) := ∫
1

0
f(τ,Z) dτ = ,

⎛⎜⎝ −āSI/N

āSI/N − b I

b I

⎞⎟⎠∫
τ

0
[f(σ,Z) − f0(Z)]dσ = .

⎛⎜⎝−ā k
sin(2πτ+ψ)−sin(ψ)

2π
S I
N

ā k
sin(2πτ+ψ)−sin(ψ)

2π
S I
N

0

⎞⎟⎠



بحیث تكون ھذه الوظائف الأخیرة من الوسط صفر. وفقاً لـ (فرانسواز ، 2005 ، نظریة 44) ، لدینا لاحظ أنھ یجب إزالة التعبیر 

. بعبارة أخرى ، و  على مدى فترة زمنیة  من ترتیب 

. ھذه التقریبات و  موضحة باللون الأخضر في الشكل 3. و  على مدى فترة زمنیة  من ترتیب 

Baca andr and) لاحظ أنھ مع فترة صغیرة من معدل التلامس ، لا نلاحظ منحنى وبائي بعدة موجات كبیرة ، على عكس محاكاة    
Gomes ، 2009). وذلك لأن النظام یقترب أكثر فأكثر من الحالة التي یكون فیھا معدل الاتصال متوسطاً ، مما یعطي موجة وبائیة واحدة

فقط.

3.2 القرب من الأحجام النھائیة للأوبئة

، مع مراعاة الشروط ، من خلال الدمج بین  و      بكتابة المعادلة الأولى (6) بالصیغة 
، یمكن العثور علیھ بسھولة كما في (Bacaër، 2019) ذلك الأولیة وماذا 

. من . في الواقع ، نحن نعرف ذلك من ناحیة التذبذب المتأرجح  ربما یتقارب إلى 0 عندما 
. في الواقع ، الوظیفة ناحیة أخرى ، على الأقل متى ھو جیب التمام ، لا یتجزأ  تتقارب إلى 0 عندما 

. یتحول تحویل فورییھ لدالة قابلة للتكامل إلى 0 عند اللانھایة. ھو أمر إیجابي ومتكامل بسبب 

. السؤال ھو مدى سرعة حدوث ذلك. كمعادلة أولیة ، تعطي المعادلة (12)     ویتبع ذلك  إذا 

.(Bacaër، 2019) كما في

التعبیر التحلیلي التقریبي في شكل جرس متماثل تم الحصول علیھ بواسطة Kermack و McKendrick (انظر على     ثم نستخدمھا 
، ثم ، إذا  ، إذا  سبیل المثال (Bacaër، 2019) أو (Gani، 1975)). إذا

أین  یدل على جیب التمام الزائدي و

.  ھو تقریب الوقت المنقضي قبل ذروة الوباء في بیئة ثابتة. تحت الافتراض الإضافي المحتمل 

    أخیراً افترض ذلك  كما في الشكل 3. دعونا نلاحظ  الجزء الحقیقي من عدد مركب و  الرقم الخیالي
أصاب السكان في البدایة). لدینا بعد ذلك ، باستخدام نتیجة كلاسیكیة على الحساب التقارب للتكاملات المعتاد (یجب عدم الخلط بینھ وبین 

sin(ψ)

S(τ) = S̄(τ) − T
ā k sin(2πτ + ψ)

2π

S̄(τ) Ī (τ)

N
+ O(T 2),

I(τ) = Ī (τ) + T
ā k sin(2πτ + ψ)

2π

S̄(τ) Ī (τ)

N
+ O(T 2)

R(τ) = R̄(τ) + O(T 2)τ1/T

S(t) = S̄(t) −
ā k sin(ωt + ψ)

ω

S̄(t) Ī (t)

N
+ O(1/ω2),

I(t) = Ī (t) +
ā k sin(ωt + ψ)

ω

S̄(t) Ī (t)

N
+ O(1/ω2)

R(t) = R̄(t) + O(1/ω2)t1S(t)I(t)

d
dt (logS) = −a(t)I/Nt = 0t = +∞

∫ ∞
0 I(t) dt = R(∞)/b

log
N − R(∞)

N − i
+

ā

b

R(∞)

N
+

ā

N
∫

∞

0

I(t)ϕ(t/T ) dt = 0 . (12)

∫ ∞
0

I(t)ϕ(t/T ) dtT → 0I(t) ≃ Ī (t)

ϕ∫ ∞
0

Ī (t)ϕ(t/T ) dtT → 0Ī (t)

∫ ∞
0 Ī (t) dt = R̄(∞)/b

R(∞) → R̄(∞)T → 0

R(∞) ≃ R̄(∞) +
ā

N/(N − R̄(∞)) − ā/b
∫

∞

0
Ī (t)ϕ(t/T ) dt

Ī (t)
ā/b > 1ā/b ≃ 1i/N ≪ 1

Ī (t) ≃
N X

ch2[Y (t − W)]
, (13)

ch(⋅)

W ≃
log[2(N/i)(1 − b/ā)2]

ā − b
, X ≃

(1 − b/ā)2

2
, Y ≃

ā − b

2
(14)

i/N ≪ (ā/b − 1)2W

ϕ(τ) = k cos(2πτ + ψ)Re(⋅)i
i



، ( Ovaert and Verley، 1997، Theorem 3) المعقدة بمرحلة لیست ثابتة بحیث یأتي المصطلح الرئیسي من حافة فترة التكامل

مع التقریبات (14) ، یمكننا أیضًا رؤیة ذلك

الذي یعطي في نھایة المطاف 

    الحجم النھائي  في بیئة ثابتة ھو الحل الوحید الإیجابي للمعادلة

. ھذا ھو تقریبا الحجم النھائي  یعتمد قلیلا جدا على الحالة الأولیة  والتي یمكن العثور علیھا بسھولة من المعادلة (12). مع
الحل الإیجابي البحت

، T أي إلى ، . كلاھما یتناسب مع یمكن أن یكون مصطلح التصحیح في المعادلة (15) موجباً أو سلبیاً ؛ ذلك یعتمد على علامة
وإلى جزء i / N من الأشخاص المصابین في البدایة. ولھذا السبب ، كما أعُلن ، فإن الحجم النھائي للوباء قریب بشكل ملحوظ من الحجم الذي

تم الحصول علیھ عن طریق استبدال معدل الاتصال بمتوسطھ.

∫
∞

0
Ī (t)ϕ(t/T ) dt ≃ N Xk∫

∞

0

cos(ωt + ψ)

ch2[Y (t − W)]
dt

= N Xk Re(eiψ ∫
∞

0

eiωt

ch2[Y (t − W)]
dt)

≃ − N XkRe( eiψ

iω ch2(−YW)
)

= −
N Xk sin(ψ)

ω ch2(YW)
.

ch2(YW) ≃ e2YW/4 ≃ (N/i)(1 − b/ā)2/2 ≃ (N/i)X,

ω → +∞

R(∞) ≃ R̄(∞) −
ā k sin(ψ)

N/(N − R̄(∞)) − ā/b
 
i

ω
. (15)

R̄(∞)

1 −
R̄(∞)

N
= (1 − i/N) exp(−

ā

b

R̄(∞)

N
),

i ≪ NR̄(∞)i

1 −
R̄(∞)

N
≃ exp(−

ā

b

R̄(∞)

N
).

sin(ψ)1/ω



. باللون الأسود ، الرقم 4 الشكل 4. الفرق النسبي  بین الأحجام النھائیة للأوبئة حسب الفترة 
یتم تقدیره من خلال محاكاة نظام المعادلات التفاضلیة. یظھر تقریب (15) باللون الأزرق. المعلمات ھي نفسھا كما

ما عدا تلك الفترة  یتراوح بین 0 و  الشھر وذاك  (خطوط صلبة) أو  (منقط). في الشكل 3

    ھذا موضح في الشكل 4 مع قیم المعلمات المطابقة لقیم الشكل 3 لـ k = 1. تختلف الفترة T. لقد جربنا أیضًا شرطین أولیین: و 
یبدو مماسًا جدًا للتقریب (15). سنلاحظ على المقیاس العمودي صغر الفرق النسبي ، منحنى  . إذا

. مع N = 10000 ، ھذا یترجم إلى الحجم النھائي للوباء على الأكثر بفارق 1 أو 2 شخص (یجب أن یكون
.(Gani، 1975، p. 240) ًلا یزال تقریب (13) كیرماك وماكیندریك جیدًا نسبیا ، الحجم من حیث المبدأ عددًا صحیحًا). مع

    إذا كانت ψ تساوي صفر أو مضاعف عدد صحیح π ، فإن مصطلح التصحیح في المعادلة (15) ھو صفر. ولكن بما أن ھذه حالة استثنائیة
، فقد لا یكون من المفید العثور على مكافئ جدید للتكامل. أعلاه.

    في الختام ، یمكننا القول أن القرب من الأحجام النھائیة  و  یبرر بطریقة ما حقیقة أنھ في العدید من النماذج الوبائیة ، یتم
تجاھل التذبذبات قصیرة المدى للنظر فقط في متوسط   معدلات الاتصال.
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