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Abstract — On propose une modélisation de l’endommagement fondée surl’introduction de liaisons
convexes en complément d’une une loi locale. On retrouve ainsi un modèle d’endommagement à vari-
ation graduée dont la formulation est proche de celle diteThick Level Set. Cependant, la modélisation
présente s’affranchit complètement des level sets, d’où les performances numériques améliorées pour la
simulation de l’initiation, la coalescence et la propagation des défauts dans les matériaux quasi-fragiles.
Mots clés— endommagement, liaisons convexes, Thick Level Set.

1 Introduction

Le modèle d’endommagement ditThick Level Set(TLS) permet de décrire l’initiation et la propagation
de défauts dans les matériaux quasi-fragiles [1, 2, 3]. Afin d’éviter la localisation des déformations ce
modèle propose de contrôler la forme de la fonction d’endommagementd dans une zone de transition
entre le matériau sain et le matériau complètement endommagé. Plus particulièrement, le modèle TLS
repose sur la définition de l’endommagement comme fonction explicite de la distanceφ à la surfaceΓo

qui délimite la région non endommagée du domaine étudié. Ce dernier résulte ainsi décomposé en trois
parties distinctes : la partie saineΩo, la zone de transitionΩc où l’endommagement varie entre 0 et 1, et
la partie totalement endommagéeΩ1. La frontière de la zone de transition est notée∂Ωc = Γo∪Γ1, avec
les propriétés suivantes :

Mt
o ∈ Γo, d(Mt

o) = 0, φ(Mt
o, t) = 0, (1)

Mt
1 ∈ Γ1, d(Mt

1) = 1, φ(Mt
1, t)≥ lc. (2)

La surface définie par l’équationφ(M, t) = 0 décrit le mouvement de la frontièreΓo. Dans la zone de
transition l’endommagement a une forme explicite

d(φ) = 0, φ(M, t)≤ 0, M ∈ Ωo

ḋ > 0, 0≤ φ(M, t)≤ lc, M ∈ Ωc

d(φ) = 1, φ(M, t)≥ lc.

(3)

La fonction d(φ) est supposée continue et croissante; elle admet donc l’inverse φ(d). L’évolution de
l’endommagement est ainsi associée au mouvement d’une interphase dont l’épaisseur est notéelc. Dans
un cas plus général [2], il existe un endommagement local et la modélisation TLS intervient quand le
gradient de la fonction d’endommagement atteint le seuil critique décrit par une fonctionf (d). Cette
dernière condition équivaut à

d = d(φ), ||∇φ||= 1. (4)

Quand le seuil est atteint, la fonctionφ devient une fonction distance signée.
La présente contribution vise à étudier un modèle isotrope élastique-endommageable dont la loi de com-
portement locale inclut une variable scalaire d’endommagement soumise à deux liaisons internes ex-
plicitement définies. La première est la relation d’ordre, locale et classique, sur le paramètre d’endom-
magement qui décrit la transition entre les deux phases du matériau :

0≤ d ≤ 1. (5)
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La deuxième condition, non-locale et non-classique, consiste à limiter le gradient de l’endommagement:

||∇d|| ≤ f (d). (6)

2 L’état local

On décrit l’état local par la déformation infinitésimaleε, le paramètre d’endommagementd et son gra-
dient∇d; ce dernier apparaît uniquement par la donnée de la liaison interne (6).

Le comportement est introduit à l’aide d’une densité d’énergie libre convexe notéew(ε,d) ; les forces
thermodynamiques conjuguées aux variablesε,d sont le tenseur des contraintes de Cauchyσ et le taux
de restitution d’énergieY :

σ =
∂w
∂ε

, Y =−∂w
∂d

. (7)

Pour un modèle d’endommagement isotrope la forme de la fonction densité d’énergie est typiquement

w(ε,d) =
1
2

g(d)Eε : ε, (8)

où E est le tenseur d’élasticité du matériau vierge etg(d) est la fonction scalaire de dégradation qui
transforme le matériau sain en un matériau endommagé.

2.1 Les liaisons convexes

Dans la modélisation proposée le paramètre d’endommagement d est soumis à deux liaisons internes
traduites par des fonctions convexes. Par définition il obéit à la condition (5); ceci peut s’exprimer à
travers une unique fonction convexeg1 qui réalise les deux inégalités :

g1(d) = d(d−1)≤ 0. (9)

La deuxième liaison est la condition (6). On noterag2 la fonction qui exprime la borne sur le gradient
de l’endommagement:

g2(d) = ||∇d||− f (d)≤ 0. (10)

L’inégalité (10) définit un ensemble convexe si la fonctiong2 est elle-même convexe, c’est-à-dire si
− f (d) est convexe, ce qui équivaut àf (d) concave. On supposera dans la suite quef (0)> 0. Pour toute
fonction f concave s’il existe une valeurdo telle quef (do)> 0 alors l’ensembleC = {(d,∇d)/g2(d)≤ 0}
est convexe non vide. La démonstration est immédiate. Prenons deux éléments deC :(d,∇d),(d∗,∇d∗);
leur combinaison convexe est par définition un élèment deC et vérifie la condition:

||θ∇d+(1−θ)∇d∗|| ≤ θ||∇d||+(1−θ)||∇d∗|| ≤ θ f (d)+ (1−θ) f (d∗), θ ∈ [0,1] (11)

et pour f concave
θ f (d)+ (1−θ) f (d∗)≤ f (θd+(1−θ)d∗) (12)

Q.E.D.
Pour tenir compte des conditions de liaison (9) et (10) on introduira deux champs de multiplicateurs

de Lagrangeγ1,γ2; ces derniers vérifient les conditions de Kuhn-Tucker:

γi ≥ 0; gi ≤ 0; γigi = 0. (13)

On remarquera que les relations d’exclusion ci-dessus confèrent un caractère non dissipatif aux liaisons.
Une densité d’énergie potentielle des liaisons est donc définie par:

wγ(d;γi) = γ1g1(d)+ γ2g2(d). (14)

Elle est convexe de par la convexité des fonctionsg1 et g2.
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3 Équilibre

On étudie les états d’équilibre d’un système dont la frontière est décomposée en une partie∂Ωu où
on impose le déplacementu = ud et la partie complémentaire∂ΩT où les effortsT sont donnés. Les
variables du problème sont le champ de déplacementu, le champ d’endommagementd et les champs
des multiplicateurs de Lagrangeγi . L’énergie potentielle du système s’écrit :

E(u,d;γi) =

∫
Ω

w dΩ−
∫

∂ΩT

T.u dS+
∫

Ω
wγ dΩ (15)

Elle est définie sur l’ensemble des champs de déplacement compatiblesK :

K =
{

u∗|u∗(M) = ud(M),M ∈ ∂Ωu

}

. (16)

3.1 Variation en u

Pour un champ d’endommagement donné, un état d’équilibreusol rend l’énergie potentielle minimale
sur l’ensembleK

∂E

∂u
.δu = 0, ∀δu ∈ {v|v(M) = 0,M ∈ ∂Ωu} . (17)

Cette condition équivaut aux équations d’équilibre avec ses conditions aux limites :

σ =
∂w
∂ε

, divσ = 0, surΩo; σ.n = T, sur∂ΩT . (18)

3.2 Variations enγi

Ces variations définissent une partition du domaineΩ suivant l’état des liaisons internes:

∂E

∂γ1
δγ1 =

∫
Ω

d(d−1)δγ1 dΩ = 0, (19)

∂E

∂γ2
δγ2 =

∫
Ω
(||∇d||− f (d))δγ2 dΩ = 0. (20)

Pour une distribution d’endommagement donnéed, le domaine est décomposé en trois parties :Ω =
Ωo∪Ωc∪Ω1 :

• surΩo et Ω1, g1 = 0, γ1 est positif quelconque,

• surΩo et Ω1, commeg2 ≤ 0 doncγ2 = 0,

• surΩc, commeg1 < 0 alorsγ1 = 0

Le domaineΩc est décomposé en deux sous-domaines :

• Ω−
c où g2 < 0 doncγ2 = 0,

• Ωo
c oùg2 = 0 etγ2 est positif quelconque.

3.3 Variation en d

Une variation de l’endommagementδd induit une variation d’énergie potentielle de la forme :

∂E

∂d
δd =

∫
Ω

∂w
∂d

δd dΩ+
∫

Ω
γ1(2d−1)δd dΩ+

∫
Ω

γ2(∇d.
∇δd
||∇d|| − f ′δd) dΩ

= −
∫

Ω
G δd+

∫
∂Ω

γ2
∇d

||∇d|| .n δd dS+
∫

S
|[γ2

∇d
||∇d|| ]|S.n δd dS (21)

Cette variation contient trois contributions : un terme de volume, une contribution sur les surfaces de
discontinuités éventuelles et un terme de surface sur la frontière du solide.
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Le terme de volume définit le taux de restitution d’énergie local G :

G=Y− γ1(2d−1)+ γ2 f ′+div(γ2
∇d

||∇d|| ) (22)

Lorsqueγ2 = 0, la définition deG est purement algébrique. Quandγ2 6= 0, le terme de divergence montre
le caractère non-local de la loi de comportement dû à la liaison (10).

Quant aux surfaces de discontinuités éventuelles, si ellessont non dissipatives on a :

|[γ2
∇d

||∇d|| ]|S.n = 0. (23)

En particulier, des équations de type (23) doivent être satisfaites sur la surfaceΓo, le long de laquelle
d = 0+ et ||∇d||= f (0+)> 0, ce qui impliqueγ2 = 0. Sur une surface de discontinuité du gradient ded,
l’endommagement est continu etg2 = 0. Dans ce cas particulier on obtient :

d+ = d−, ||∇d+||− f (d+) = ||∇d−||− f (d−) = 0, (24)

ces relations impliquent :

0= n.∇d++n.∇d−, 0= (γ+2 ∇d+− γ−2 ∇d−).n, 0< γ+2 , 0< γ−2 , (25)

soit γ+2 = γ−2 = 0.

Les conditions aux limites. Une différence majeure par rapport aux modèles d’endommagement à gra-
dient de la littérature vient du fait que sur la frontière∂Ω∩∂Ωo

c nous avonsg2 = 0, ce qui implique que
∇d 6= 0 et par conséquentγ2 = 0 . La condition aux limites sur la dérivée normale de l’endommagement
n’est donc plus nécessairement homogène dans le cadre du modèle d’endommagement à variation graduée.

4 Dissipation

Les liaisons internes (9) et (10) étant non-dissipatives, la dissipation totale du système est due à la seule
contribution du taux de restitution d’énergie locale :

−∂E

∂d
ḋ =

∫
Ω

Gḋ dΩ =

∫
Ω

Yḋ dΩ ≥ 0 (26)

Suivant [4] on suppose que l’évolution de l’endommagement est donnée par un pseudo-potentiel de
dissipationD(ḋ) fonction convexe dėd et positivement homogène de degré 1. QuandD est régulier, on
obtient une équation cinétique surd:

G=
∂D

∂ḋ
(27)

ce qui équivaut à l’équation de Biot [5]:

∂E

∂d
+

∂D

∂ḋ
= 0 (28)

Pour un pseudo-potentiel non-régulier

D(d∗) =

{

Ycd∗, si d∗ ≥ 0,

+∞, sinon.
(29)

l’évolution est gouvernée par une règle de normalité sous laforme:

G−Yc ≤ 0, ḋ ≥ 0, (G−Yc)ḋ = 0. (30)

Comme pour la mécanique linéaire de la rupture [6] une énergie dissipéeG(d) peut être introduite, quand
le seuilYcdépend uniquement d’un paramètre

G(d) =
∫ d

0
Yc(α) dα. (31)
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Dans ce cas l’énergie totale du système s’écrit:

W (u,d,γi) = E(u,d,γi)+G(d) (32)

et l’évolution de l’endommagement suivant la loi de normalité est régie par l’inéquation variationnelle:

ḋ ≥ 0,
∂W

∂d
(δd− ḋ)≥ 0, ∀δd ≥ 0. (33)

La loi de normalité consiste en une équation aux dérivées partielles déterminantγ2 sur le domaine
Ωo

c. Au point auḋ > 0 l’équation (30) fournit :

G=Y+ γ2 f ′+div(γ2
∇d

||∇d||) =Yc. (34)

Sur le domaineΩo
c, commeg2 = ||∇d||− f (d) = 0 l’équation se réduit à

(Y−Yc) f +div(γ2∇d) = 0. (35)

Plaçons nous sur une iso-endommagement et introduisons la fonctionφ(d) telle que

∇φ =
∇d
f
, ||∇φ||= 1, φ =

∫ d

o

dω
f (ω)

, (36)

La fonctionφ est une distance signée de la surfaced = 0+, et f (d) = d′(φ). Soit un pointMo(α,β) de
Γo ; un pointM deΩo

c a pour coordonnées(α,β,z) tel que

M = Mo+z
∇d

||∇d|| , Mo ∈ Γo. (37)

Considérons l’intégrale de (35) sur un tronc de cône de direction ∇d fermé par les surfaces dS(z= 0) et
dS(z= l) = j(z) dS(z= 0). Le terme j(z) prend en compte le changement d’aire dû à la présence de la
courbure quand toutes les surfaces sont décrites dans la base locale attachée àMo of Γo. L’intégrale de la
divergence div(γ2∇d) se réduit aux contributions sur les surfaces ( dS(0), dS(l)) où γ2 = 0. On retrouve
ainsi le taux de restitution d’énergiêG associé au mouvement de la zone de transition d’épaisseur actuelle
φ(d) = lc proposé pour le modèle TLS [1]. L’endommagement évolue doncsous la condition :

Ĝ=

∫ z=l

z=0
Y f j(φ) dφ =

∫ l

0
Yc f j(φ) dφ. (38)

Cette analyse montre que associant à un modèle d’endommagement local l’équation de liaison (6) on
retrouve les propriétés du modèle Thick Level Set. Cependant, la modélisation de l’endommagement
à variation graduée avec liaisons convexes s’affranchit complètement des level sets car la résolution de
l’équation (35) qui détermine l’évolution de l’endommagement ne dépend aucunement de la notion de
fonction de niveau.

5 Étude la barre en traction

Une barre de longueurL est soumise à une élongation contrôlée. Afin de comparer les résultats obtenus
avec d’autres théories [7, 8] ainsi que pour étudier l’influence des liaisons on considère la forme suivante
de l’énergie libre

w=
1
2
(1−d)Eε2+

k
2
||∇d||2, (39)

où k > 0 est un paramètre de régularisation avec les dimensions d’une force, et une forme simple de la
fonction de liaison

g2(d) = ||∇d||− 1
lc
≤ 0. (40)

L’étude la barre en traction dont l’énergie est régulariséepar la présence du terme quadratique en∇d
permet de déterminer, entre autre, les conditions sur le paramètrek pour que la solution soit cohérente
avec celle du problème non régularisé.
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On obtient deux familles de solutions. La première est la solution homogène, la seconde est l’initiation
d’un défaut suivi de sa propagation. On suppose que ce défautprend place enx= 0. Pour la forme régu-
larisée, la solution dépend dek. La présence du terme de régularisation modifie la définition(22) en

Gk = G+k∆d (41)

ainsi que les conditions aux limites qui imposent maintenant ∇d.n = 0 sur la frontière deΩc.
Lors de la croissance de l’endommagement, on décompose l’évolution en deux phases, la première

pendant laquelle||∇d|| < 1/lc et γ2 = 0 et la seconde pendant laquelle la liaison est satisfaite avec
l’égalité. On peut montrer que la seconde phase ne peut exister que sik est suffisamment petit. En effet,
la conditionGk =Yc avecγ2 = 0 permet de construired(x) par quadrature en intégrant

Σ2

2E(1−d)
−Ycd+

k
2
(∇d)2 =C. (42)

La constanteC est déterminée par les conditions aux limites

∇d(x= 0).ex = ∇d(x= L).ex = 0; d(x= L) = 0. (43)

Posonsd(0) = dm. On obtient queC= Σ2/2E sur [0,L]. Ce qui détermine le chargementΣ

Σ2 = 2EYc(1−dm) = Σ2
c(1−dm). (44)

La solution ainsi déterminée sera valable tant que||∇d|| lc < 1; cette condition est toujours vérifiée si

K =
k

2l2
c Yc

< 1. (45)

Sous cette condition il apparaît une zone[xa,xb] pour laquelled = da+
xb−x

lc
. Sur ce segmentγ2 ≥ 0,

γ2(xa) = γ2(xb) = 0, et le gradient∇d.ex est continu en ces points. On montre alors queK = dadb avec

da =
1
2
(dm+K)(1+

√

1− 4K
(dm+K)2) (46)

db =
1
2
(dm+K)(1−

√

1− 4K
(dm+K)2) (47)

Les courbes de réponse de la barre sont présentées dans la Figure 1.
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Figure 1: Courbes réponseΣ− ε pourK = 0.01. L = 1 (gauche), etL = 5 (droite).

Une valeurK = 0.1 n’est pas adaptée, l’endommagement est trop étalé. PourK donné, la valeurdo

pour laquelle la liaisong2 est satisfaite en un point est donnée par :

do = 2
√

K−K, (48)
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ce qui implique queK doit être inférieur à 1. PlusK est faible, plus l’endommagement est concentré
autour dex= 0 au cours de la phase initiale.

La solution obtenue ici est une approximation de la solutionexacte. En effet, tant que la liaison
(40) n’est pas satisfaite avec l’égalité, l’évolution ded présente une zone de charge[0,xc] et une zone
de décharge[xc,xM ] sur le segment de longueurxM . La fonctionxc(dm) est décroissante puis croissante,
jusqu’à dépasser la valeurxM. C’est ce qui apparaît sur la réponse en endommagement (Figure 2) lorsque
les courbesd(x) se croisent.
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Figure 2: Profils d’endommagementd(x) pourK = 0.01 (gauche) etK = 0.1 (droite).

La conditionḋ > 0 n’est satisfaite que lorsque la zone oùg2 = 0 est clairement établie. PlusK est
petit, plus cette condition est satisfaite rapidement au cours de l’histoire du chargement. La valeur deK
doit être suffisamment petite pour que la valeurxM soit très inférieure àlc afin que la partie linéaire ded
soit dominante.

6 Conclusions

Nous avons proposé et mis en oeuvre une nouvelle modélisation de l’endommagement à variation graduée
où l’on retrouve les propriétés du modèleThick Level Set. Cependant, cette nouvelle approche s’affranchit
complètement du formalisme des fonctions de niveau (level-set) et de toutes les difficultés qui en dé-
coulent, l’information nécessaire au suivi des interphases lors de la propagation des défauts étant con-
tenue dans les champs de multiplicateurs de Lagrange associés à deux équations de liaison décrites par
des fonction convexes.
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