N
N

N

HAL

open science

Liaisons convexes et endommagement a variation
graduée

Nunziante Valoroso, Claude Stolz

» To cite this version:

Nunziante Valoroso, Claude Stolz. Liaisons convexes et endommagement a variation graduée. CSMA

2019, 14¢éme Colloque National en Calcul des Structures, May 2019, Giens (Var), France.

02266884

HAL Id: hal-02266884
https://hal.science/hal-02266884
Submitted on 1 Dec 2020

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-02266884
https://hal.archives-ouvertes.fr

CSMA 2019

14éme Colloque National en Calcul des Structi
13-17 Mai 2019, Presqu'ile de Giens (V4

Liaisons convexes et endommagement a variation graduée

N. Valorosd-?, C. Stol23

1IMSIA, UMR-CNRS 9219, Université de Paris Saclay

2 DIT, Universita di Napoli Parthenope, nunziante.valor@oniparthenope.it
2 |RC, Ecole Spéciale des Travaux Publics, du Batiment etldéustrie

3 GeM, Ecole Centrale Nantes, claude.stolz@ec-nantes.fr

Abstract — On propose une modélisation de 'endommagement fondédrgumduction de liaisons
convexes en complément d’'une une loi locale. On retrouva ammodéle d’'endommagement a vari-
ation graduée dont la formulation est proche de celle Titiek Level SetCependant, la modélisation
présente s'affranchit complétement des level sets, d'epdeformances numériques améliorées pour la
simulation de l'initiation, la coalescence et la propagaties défauts dans les matériaux quasi-fragiles.
Mots clés— endommagement, liaisons convexes, Thick Level Set.

1 Introduction

Le modele d’'endommagement dihick Level SefTLS) permet de décrire I'initiation et la propagation
de défauts dans les matériaux quasi-fragiles [1, 2, 3]. Agnitbr la localisation des déformations ce
modéle propose de contrdler la forme de la fonction d’endagementd dans une zone de transition
entre le matériau sain et le matériau complétement endognfgs particulierement, le modéle TLS
repose sur la définition de 'endommagement comme fonctiplicite de la distance a la surfacd

qui délimite la région non endommagée du domaine étudié.e@eat résulte ainsi décomposé en trois
parties distinctes : la partie saif®, la zone de transitiof; ol I'endommagement varie entre 0 et 1, et
la partie totalement endommag®@e. La frontiére de la zone de transition est nad€r =N, U 1, avec
les propriétés suivantes :

M}) € rOa d(Mf)) = Oa (p(M})at) Oa (1)

Miely, dM)=1 @Myt) >l (2)

La surface définie par I'équatiop(M,t) = 0 décrit le mouvement de la frontiefg. Dans la zone de
transition I'endommagement a une forme explicite

d((p) - 07 q)(Mat) S 07 M € QO
d>0, 0<@M,t) <le, MeQ (3)
d(@) =1, oM, t) > I,

La fonctiond(@) est supposée continue et croissante; elle admet doncrbeggd). L'évolution de
I'endommagement est ainsi associée au mouvement d'unphiaige dont I'épaisseur est notgeDans
un cas plus général [2], il existe un endommagement loca etddélisation TLS intervient quand le
gradient de la fonction d’endommagement atteint le settiqoe décrit par une fonctiori(d). Cette
derniére condition équivaut a

d=d(g), [[O@|=1 (4)

Quand le seuil est atteint, la fonctigrdevient une fonction distance signée.

La présente contribution vise a étudier un modele isotrégigue-endommageable dont la loi de com-
portement locale inclut une variable scalaire d’'endommeegg soumise a deux liaisons internes ex-
plicitement définies. La premiére est la relation d’ordogale et classique, sur le paramétre d’endom-
magement qui décrit la transition entre les deux phases dériaa :

0<d<1 5)



La deuxiéme condition, non-locale et non-classique, stasi limiter le gradient de I'endommagement:

[|0d]] < f(d). (6)

2 Létatlocal

On décrit I'état local par la déformation infinitésimalele paramétre d’'endommagemehét son gra-
dient[1d; ce dernier apparait uniquement par la donnée de la liaigemie (6).

Le comportement est introduit & I'aide d’une densité d’'gieelibre convexe notée(e,d) ; les forces
thermodynamiques conjuguées aux variaklgssont le tenseur des contraintes de Cauglst le taux

de restitution d’énergi¥ :

ow ow
=g Y:—E. (7)

Pour un modéle d’'endommagement isotrope la forme de laifondensité d’énergie est typiquement
1
w(e,d) = Eg(d)EE L€, (8)

ou E est le tenseur d’élasticité du matériau viergeggt) est la fonction scalaire de dégradation qui
transforme le matériau sain en un matériau endommage.

2.1 Les liaisons convexes

Dans la modélisation proposée le paramétre d’endommadeinest soumis a deux liaisons internes
traduites par des fonctions convexes. Par définition iltaddéa condition (5); ceci peut s’exprimer a
travers une unique fonction conveggequi réalise les deux inégalités :

01(d)=d(d—-1) <0. 9)

La deuxiéme liaison est la condition (6). On notgsda fonction qui exprime la borne sur le gradient
de 'endommagement:
g2(d) = [|0d]| — f(d) <O. (10)

L'inégalité (10) définit un ensemble convexe si la fonctprest elle-méme convexe, c'est-a-dire si
—f(d) est convexe, ce qui équivautféd) concave. On supposera dans la suite f§i@ > 0. Pour toute
fonction f concave s'il existe une valeds telle quef (dy) > 0 alors I'ensemble” = {(d, 0d)/g2(d) < 0}
est convexe non vide. La démonstration est immédiate. Rseeux éléments de :(d, O0d), (d*, 0d*);
leur combinaison convexe est par définition un élement éévérifie la condition:

160d + (1— 8)0d*|| < 8||0d|| + (1— 6)[|0d*|| < 8f(d)+ (1—0)f(d*), 8c[0,1]  (11)

et pourf concave
0f(d)+(1-0)f(d*) < f(6d+ (1—0)d") (12)

Q.E.D.
Pour tenir compte des conditions de liaison (9) et (10) amihtira deux champs de multiplicateurs
de Lagrangen, Y»; ces derniers vérifient les conditions de Kuhn-Tucker:

Y >0; g <0; vigi =0. (13)

On remarquera que les relations d’exclusion ci-dessusoemif un caractére non dissipatif aux liaisons.
Une densité d’énergie potentielle des liaisons est donaidgiar:

wy(d; Vi) = v101(d) + y202(d). (14)

Elle est convexe de par la convexité des fonctignst gs.



3 Equilibre

On étudie les états d’équilibre d’'un systeme dont la froatiést décomposée en une padife, ou
on impose le déplacement= u et la partie complémentai@Q ou les effortsT sont donnés. Les
variables du probléme sont le champ de déplacemgld champ d’endommagemedtet les champs
des multiplicateurs de Lagrange L'énergie potentielle du systéme s’écrit :

‘E(u,d;w):/wdQ—/ T.udS+/Wde (15)

Q 0Qr Q

Elle est définie sur 'ensemble des champs de déplacemenatinbes X :
K:{u*|u*(M):ud(M),M eaQu}. (16)

3.1 Variationenu

Pour un champ d’endommagement donné, un état d’équiliffeend I'énergie potentielle minimale
sur 'ensemblex

E
Z—u.éu =0, Vou € {v|v(M) =0,M € 0Q,}. 17)
Cette condition équivaut aux équations d’'équilibre aveccemditions aux limites :
ow .
7= dive =0, surQq; on=T, surdQr. (18)

3.2 Variations eny,

Ces variations définissent une partition du domd&ksuivant I'état des liaisons internes:

I 5 — / d(d— 1)3y; dQ =0, (19)
oy1 0

I

o - /(HDdH— £(d))dy, dQ = 0. (20)
Y2 Q

Pour une distribution d’'endommagement dondéée domaine est décomposé en trois parti€3 =

e surQq etQ,, g =0,y; est positif quelconque,
e sSUrQq etQ;, commeg, < 0 doncy, = 0,
e surQ., commeg; < 0 alorsy; =0
Le domaineQ, est décomposé en deux sous-domaines :
e Q. ougy < 0doncy, =0,

e Q2 oug; = 0 ety, est positif quelconque.

3.3 Variationend

Une variation de 'endommagemaedd induit une variation d’énergie potentielle de la forme :

0E ow 0od
Csd — —5ddQ+/ 2d—16ddQ+/ 0d. =22 #/5d) dQ
ad o od REC o 200 TEg] )
0d Od
_ Gad+/ —.n6ddS+/ @ 4 nsdds 21

Cette variation contient trois contributions : un terme d&ume, une contribution sur les surfaces de
discontinuités éventuelles et un terme de surface surfdidére du solide.



Le terme de volume définit le taux de restitution d’énerg@l&s :

. Od
G=Y-yi(2d-1) +y2f’+d|v(y2||Dd||
Lorsquey, = 0, la définition deG est purement algébrique. Quapd£ 0, le terme de divergence montre
le caractére non-local de la loi de comportement d0 a leolia{40).
Quant aux surfaces de discontinuités éventuelles, sisdiesnon dissipatives on a :

[
2110d|

En particulier, des équations de type (23) doivent étresfadties sur la surfack,, le long de laquelle
d=0" et||Od|| = f(0") > 0, ce qui impliquey, = 0. Sur une surface de discontinuité du gradientide
'endommagement est continugt= 0. Dans ce cas particulier on obtient :

) (22)

lsn=0. (23)

d"=d", |I0d*||~ f(d")=||0d"|| - f(d") =0, (24)
ces relations impligquent :
O0=n.0d" +n.0d", 0= (y30d" —y,0d").n, 0<vy;, 0<Y;, (25)
soity; =y, =0.
Les conditions aux limites. Une différence majeure par rapport aux modéles d’endommeugea gra-
dient de la littérature vient du fait que sur la fronti@® N 0Q2 nous avong, = 0, ce qui implique que

Od # 0 et par conséquent = 0 . La condition aux limites sur la dérivée normale de I'endwagement
n’est donc plus nécessairement homogéne dans le cadre élendehdommagement a variation graduée.

4 Dissipation

Les liaisons internes (9) et (10) étant non-dissipativeslidsipation totale du systéme est due a la seule
contribution du taux de restitution d’énergie locale :

_a_fd':/eddQ:/Ydszo (26)
od Q Q

Suivant [4] on suppose que I'évolution de I'endommagemshtiennée par un pseudo-potentiel de
dissipationD(d) fonction convexe dd et positivement homogene de degré 1. Quanest régulier, on

obtient une équation cinétique sir
G 0D

=— 27
3 (27)
ce qui équivaut a I'équation de Biot [5]:
0E 0D
=170 28
od " ad (28)
Pour un pseudo-potentiel non-régulier
Yed*, sid*>0
D(d*) = { oy ST =0 (29)
+o0,  sinon.
I'évolution est gouvernée par une régle de normalité sotwriae:
G-Y.<0, d>0, (G-Y,)d=0. (30)

Comme pour la mécanique linéaire de la rupture [6] une éaeligsipée; (d) peut étre introduite, quand
le seuilY cdépend uniquement d’un parameétre

G(a)= | "Ve(a) da. (31)
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Dans ce cas I'énergie totale du systéme s’écrit:

W(u,d.y) = E(u,d,yi) + G(d) 32)
et I'évolution de 'endommagement suivant la loi de nortéadist régie par I'inéquation variationnelle:
d>o0, %(&j —d)y>0, vad>o0. (33)

La loi de normalité consiste en une équation aux dérivéesefies déterminany, sur le domaine
Q2. Au point aud > 0 I'équation (30) fournit :

G=Y +yf +div(y: 1

Tod)) =Y 34

Sur le domain&€2, commeg, = ||0d|| — f(d) = 0 I'équation se réduit a
(Y =Ye) f +div(y.0d) = 0. (35)
Plagons nous sur une iso-endommagement et introduisoaedadn@(d) telle que

Od d dw
La fonction @ est une distance signée de la surfdce 0", et f(d) = d’(¢g). Soit un pointMy(a,B) de
o ; un pointM de Q2 a pour coordonnée®, 3,z) tel que
Od
M=Myg+z——, MgeTl,. 37
0+ |||:|d|| 9 (0] (o] ( )

Considérons l'intégrale de (35) sur un tronc de cone detitirecld fermé par les surfacesStz = 0) et
dS(z=1) = j(z) dS(z= 0). Le termej(z) prend en compte le changement d’aire d0 & la présence de la
courbure quand toutes les surfaces sont décrites dansdddoade attachéelM, of I',. L'intégrale de la
divergence diy,[1d) se réduit aux contributions sur les surface$(, dS(1)) ouy, = 0. On retrouve
ainsi le taux de restitution d’énergi@associé au mouvement de la zone de transition d’épaisseietlac
@(d) = I proposé pour le modéle TLS [1]. Lendommagement évolue dons la condition :

~ Z:

| |
6= [ Yfi(g do= [ Yefi(e) do (38)
Cette analyse montre que associant & un modéle d’endomreagéwoal I'équation de liaison (6) on
retrouve les propriétés du modéle Thick Level Set. Cepdandamodélisation de 'endommagement
a variation graduée avec liaisons convexes s’affranchitptétement des level sets car la résolution de
I'équation (35) qui détermine I'évolution de 'endommagathne dépend aucunement de la notion de
fonction de niveau.

5 Etude la barre en traction

Une barre de longuelr est soumise a une élongation contrélée. Afin de compareésedtats obtenus
avec d'autres théories [7, 8] ainsi que pour étudier I'inflcedes liaisons on considére la forme suivante
de I'énergie libre

1 k
W:E(l—d)E52+§||Dd||2, (39)
ouk > 0 est un paramétre de régularisation avec les dimensione dance, et une forme simple de la

fonction de liaison 1
ge(d) = [|0d]| - = <0, (40)
(o4

L'étude la barre en traction dont I'énergie est régularizgela présence du terme quadratiqueien
permet de déterminer, entre autre, les conditions sur kenpetrek pour que la solution soit cohérente
avec celle du probléeme non régularisé.



On obtient deux familles de solutions. La premiere est latBmi homogéne, la seconde est l'initiation

d’'un défaut suivi de sa propagation. On suppose que ce défand place er = 0. Pour la forme régu-
larisée, la solution dépend #@ieLa présence du terme de régularisation modifie la défin{2@y en

G =G+ kad (41)

ainsi que les conditions aux limites qui imposent maintéh&hn = 0 sur la frontiere d€..

Lors de la croissance de I'endommagement, on décompossutén en deux phases, la premiére
pendant laquelle|Cd|| < 1/I; ety, = 0 et la seconde pendant laquelle la liaison est satisfaie av
I'égalité. On peut montrer que la seconde phase ne peueerisé sk est suffisamment petit. En effet,
la conditionG* = Y, avecy, = 0 permet de construirg(x) par quadrature en intégrant

2 vaKoae-c (42)
2E(1—d) 2
La constanté& est déterminée par les conditions aux limites
Od(x=0).ex=0d(x=L).ex=0; d(x=L)=0. (43)
Posonsi(0) = dy,,. On obtient queC = 32 /2E sur[0,L]. Ce qui détermine le chargement
32 = 2EY;(1— dm) = Z2(1— dpy). (44)
La solution ainsi déterminée sera valable tant [gud|| . < 1; cette condition est toujours Vvérifiée si
:§%K<l (45)
Sous cette condition il apparait une zdrg x,| pour laquelled = d; + ? Sur ce segmeng > 0,

C
Y2(Xa) = Y2(Xp) = O, et le gradientld.e, est continu en ces points. On montre alors Kue d,dy, avec

1 / 4K
da = E(dm‘l‘K)(l-l- 1—m) (46)

4K

1
do = S(dnt+K) (11~

Les courbes de réponse de la barre sont présentées dansria Eig

Sigma 1
A T T T T
Elas

—Elas
__approx exac
___exact

Sigma
©

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
epsilon

Figure 1: Courbes réponge— ¢ pourK = 0.01. L = 1 (gauche), et =5 (droite).

Une valeurk = 0.1 n'est pas adaptée, 'endommagement est trop étalé. donné, la valeud,
pour laquelle la liaisorg, est satisfaite en un point est donnée par :

do = 2VK — K, (48)



ce qui implique queK doit étre inférieur a 1. PIuK est faible, plus 'endommagement est concentré
autour dex = 0 au cours de la phase initiale.

La solution obtenue ici est une approximation de la soluégacte. En effet, tant que la liaison
(40) n'est pas satisfaite avec I'égalité, I'évolution di@résente une zone de chaif@ex:| et une zone
de déchargéxc, xv] sur le segment de longuexy;. La fonctionx.(dn) est décroissante puis croissante,
jusqu’a dépasser la valexy;. C’est ce qui apparait sur la réponse en endommagementérylorsque
les courbesl(x) se croisent.

d

xa T
xa xb o
xb : dm=.005
dm=.02 dm=.26 ——

dm=.095 — gm:-532 I

_ : A m=.625 1
dm=.19 Qe
dm=.82 ——
dm=90 ——

0.75 dm=.352

—_dm=.514

— dm=.67
dm=.83

Figure 2: Profils d’endommagemaethtx) pour K = 0.01 (gauche) ek = 0.1 (droite).

La conditiond > 0 n’est satisfaite gue lorsque la zone @= 0 est clairement établie. Plksest
petit, plus cette condition est satisfaite rapidement auscde I'histoire du chargement. La valeuride
doit étre suffisamment petite pour que la valgyrsoit trés inférieure & afin que la partie linéaire dz
soit dominante.

6 Conclusions

Nous avons proposeé et mis en oeuvre une nouvelle modéfisigibendommagement a variation graduée
ou I'on retrouve les propriétés du modéleick Level SetCependant, cette nouvelle approche s’affranchit
complétement du formalisme des fonctions de niveau (Isegl-et de toutes les difficultés qui en dé-
coulent, I'information nécessaire au suivi des interphdees de la propagation des défauts étant con-
tenue dans les champs de multiplicateurs de Lagrange éssbdeux équations de liaison décrites par
des fonction convexes.
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