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2XLIM-ASALL Université de Poitiers, Poitiers

Résumé

Les Algebres Géométriques constituent un outil intuitif et performant pour représenter et manipuler des objets
géométriques ainsi que pour calculer les intersections entre plusieurs objets géométriques. Parmi les Algebres
Géométriques les plus courantes figure I’Algebre Géométrique Conforme qui permet de représenter des objets
ronds (cercles et sphéres) et plats (droites et plans) de facon compacte et élégante. Dans I’Algebre Géométrique
Conforme, les objets plats se construisent comme un objet rond dont on a remplacé un point de construction
par un point a Uinfini. Cela a pour effet de voir les objets plats comme des objets ronds avec une courbure
nulle. La structure de ces objets plats n’est pas différentes de celles des objets ronds (une droite et un cercle de
courbure nulle). Tous ces objets se construisent avec le nombre minimum de points de contrdle nécessaires a leur
définition, ou bien par leur formule implicite communément utilisée en algébre linéaire. Mais, contrairement a
l’algebre linéaire, ces objets se manipulent (transformations rigides) tous avec exactement les mémes opérateurs,
indifféremment de leur type. Enfin, I’intersection entre ces objets se calcule elle aussi avec un unique opérateur.
En revanche, la diversité des objets exprimés dans cette algébre se limite a quelques objets (sphéres, plans, cercles,
droites, ...). Dans cet article, nous nous intéressons a une extension de I’Algebre Géométrique Conforme qui
permet de représenter et manipuler les surfaces quadriques, I’Algebre Géométrique Conforme Quadrique. Les
surfaces quadratiques suscitent de plus en plus d’attention dans la communauté des Algebres Géométriques et
plusieurs algebres ont été proposées pour représenter et manipuler ces surfaces. En nous plagant dans I’Algébre
Géométrique Conforme Quadrique, nous étudions les objets ronds et plats de cette algebre. L’objectif est, dans
un premier temps, de retrouver les objets ronds et plats de I’Algebre Géométrique Conforme et ensuite d’explorer
quels sont les nouveaux objets ronds et plats que ’on peut définir et manipuler avec I’Algébre Géométrique
Conforme Quadrique.

Mots-clés : Surfaces quadratiques, Algebres Géomé-
triques Conformes

1. Introduction

Les Algebres Géométriques sont un outil mathématique
de représentation et de manipulation d’objets géométriques
initialement conceptualisées par Hermann Grassmann en
1844. A la méme époque, Wiliam Rowan Hamilton (1805-
1865) développait 1’algebre des quaternions utilisée pour les
rotations 3D. Enfin William Kingdon Clifford (1845-1879)
produisit une algebre permettant d’englober toutes les al-
gebres (Grassmann, quaternion, ...). Leurs travaux n’ont été
repris seulement qu’a la fin du XX siecle grace a I’avéne-
ment de I'informatique. David Hestenes a remis au goit du

jour ces algebres en résolvant des problemes de mécanique
quantique avec les Algebres Géométriques. Pour un histo-
rique plus complet, se référer a [DFMO07] ou [Kan].

2. Algebres Géométriques

Une Algebre Géométrique est définie par une métrique,
c’est-a-dire par une matrice symétrique déterminant le pro-
duit scalaire entre les vecteurs d’une base. On parlera ici de
produit intérieur, ou inner product.

Habituellement, en algebre linéaire, on utilise une mé-
trique Euclidienne, o, pour une base (eq,ey,...,en) on a
e;-e; =l ete;-e; =0. Pour les Algebres Géométriques, il
est fréquent d’utiliser des métriques non-Euclidiennes. Pour
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certains vecteurs de la base on peut alors avoir e; -e; = 0
ou e; -e; = —1 en plus des relations précédentes. Dans ce
papier, on utilise des métriques non-Euclidiennes.

Les Algebres Géométriques se basent également sur un
autre produit, le produit extérieur noté a A b (lire “ a wedge
b”, ou “ a exterieur b”). En pratique, ce produit ressemble
beaucoup au produit vectoriel, a la différence qu’il est définit
en toutes dimensions et qu’il est associatif, i.e. (aAb) Ac=
aA (b Ac). Ce produit présente des propriétés intéressantes
que le lecteur peut approfondir dans [DFMO7].

Enfin, dans cet article, il sera souvent fait mention du
concept de dual. C’est un concept que nous manipulons sou-
vent dans R lorsque nous exprimons le vecteur normal a
un plan. Dans notre cas, I’un est le dual de I’autre car ils
expriment la méme entité géométrique et définissent a eux
deux les trois dimensions de R*. Dans la suite de ce papier,
le dual de A se note A* et sera toujours défini. Bien que cette
notion de dual souléve quelques subtilités, son calcul est tout
a fait trivial.

3. Algebre Géométrique Conforme

L’ Algebre Géométrique Conforme trouve son origine au
19ieme siecle et a depuis été perfectionnée par différents
auteurs, notamment Hestenes [HesO1] et Li [LHRO1]. Sa
capacité a représenter facilement les droites, les plans, les
cercles et les spheres ainsi que leurs transformations rigides
(translations, rotations) comme des primitives géométriques
(des éléments bien identifiés de 1’algebre), en fait 1’'une des
Algebres Géométriques la plus utilisée et étudiée. Elle est
régulierement utilisée en géométrie, par exemple par An-
gles [Ang80].

Cette section présente ses caractéristiques principales.
Pour davantage de détails, le lecteur peut se référer
a [DFMO7].

3.1. Caractéristiques

L’ Algebre Géométrique Conforme (CGA) de R se définit
par la métrique suivante dans un espace a cinq dimensions
dont une base (eg,eq,€z,€3,exc) :

|e0 (3

1 €& €3 €x
| 0 0 0 0 —1
et | 0 1 0 0 0
e | 0 0 1 0 0 M
es| 0 0 0 1 0
e | -1 0 0 0 0

Si on considere un point Euclidien xe € R3, tel que xe =
ze| +ye;p + zes3, le point correspondant dans CGA est définit
par :

1
X = ey + xe| +ye, + ze3 +5(x2 +y2 +z2)eoo 2)

Xe lIxell*

Le vecteur e correspond a la coordonnée homogene que
I’on retrouve habituellement en synthese d’images ou en vi-
sion par ordinateur. Dans le cadre de CGA, on dit que eg est
le point a ’origine. En effet, si toutes les coordonnées de x.¢
sont nulles, il ne reste que e(.

Le vecteur e est moins habituel et représente le point a
I’infini. Pour mieux comprendre cela, considérons le point X
de CGA associé au point x¢ de R? de I’équation (2). Tout
comme avec les coordonnées homogenes, x et kx (k € R*)
représentent le méme point X.. En particulier, Hfﬁ repré-
sente aussi le point Xe et lorsque I’on translate X vers 1’in-
fini, la seule coordonnée de ﬁ qui ne s’annule pas est
celle de e~. Ainsi, on voit que e~ correspond bien a un
point a I’infini.

3.2. Les objets ronds

CGA permet de définir un certain nombre d’objets géomé-
triques, parmi lesquels figurent les objets ronds de R>. Plus
précisément, les objets ronds sont définis par I’ensemble des
points situés a une distance r d’un centre X.. On obtient dif-
férents objets ronds lorsque I’on impose aux points situés
a une distance r d’un centre X. de rester dans un espace
d’une dimension donnée d < 3. Pour d = 3, les points sont
dans 1’espace R3 et on obtient une sphere. Si I’on choisit
d = 2 et que les points sont contraint d’étre dans un plan
de R, un objet rond dans ce plan sera un cercle et par consé-
quent un cercle dans R3. Lorsque d = 1 et que les points
sont contraints a &tre sur une droite, on obtient un objet rond
constitué d’une paire de points. En effet, lorsque 1’on choisit
un centre X sur une droite, il n’y a que deux points de cette
droite qui sont situés a une distance r de X.

La construction de ces objets ronds peut se faire simple-
ment a partir de points de contrdle et du produit extérieur.
Ces constructions sont données sur la figure 1.

Le produit extérieur permet aussi de savoir si un point ap-
partient ou non a un objet. Un point x de CGA se trouve sur
un objet A de CGA si et seulement si x A A = 0. Cette équa-
tion est donc valable pour une sphere, un cercle ou une paire
de points.

Quelque soit 1’objet rond C, on peut retrouver facilement
son rayon avec la formule :

2= __cCc 3)
(€0 C)?
ou interviennent des opérateurs non définis dans ce pa-
pier, mais qui se retrouvent usuellement dans la litéra-
ture [DFMO07]. De méme, le centre X de 1’objet rond C se
retrouve par une formule bien établie :

C

Xe =
ex - C

“
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P4
Sphere: S=p; ApyApP3APp4

p2

Cercle: C=p;i Ap2/AP3

P1
[ ] Pz.

Paire de points : P =p; Ap2

Figure 1: Construction d’objets ronds par points de
controles.

3.3. Les objets plats

A chaque objet rond correspond son équivalent plat. Leur
construction se base sur le méme schéma que les objets
ronds, mais en remplagant un des points de contréle par le
point a I’infini e~o, comme illustré sur la Fig. 2.

Cette construction justifie le point de vue ou 1’on voit un
plan comme une sphere de rayon infini et une droite comme
un cercle de rayon infini.

A nouveau, un point x de CGA appartient au plan, a la
droite ou au point plat si et seulement si AAXx =0, ou A
représente 1’un de ces trois objets.

3.4. Intersections

L’intersection C entre deux objets A et B de CGA se cal-
cule par la formule :

C=(A"AB")" )
ol X* correspond au dual de X.

La Figure 3 montre (en vert) le genre d’intersections que
I’on peut calculer avec I’Eq (5). On peut remarquer que 1’in-
tersection de deux objets ronds donne un objet rond (inter-
section sphere-sphere ou bien sphere-cercle). De méme, I’in-
tersection entre deux objets plats donne un objet plat. Enfin,
I’intersection entre un objet plat et un objet rond donne un
objet rond (intersection plan-sphere ou bien droite sphere).

Plan: M=p; ApyAp3Aexo

Droite: L=p;Ap2Aex

p
[

Point plat: F=pAex

Figure 2: Construction d’objets plats par points de
controles.

Pour une intersection correspondant a un objet rond C,
cette intersection existe si son rayon 7, calculé avec I’équa-
tion (3), est positif. Si le rayon est négatif, il s’agit d’un objet
rond imaginaire.

Par exemple, deux spheres peuvent s’intersecter en for-
mant un cercle. Si les spheres sont tangentes, ce cercle de
rayon nul correspondra & un point orienté (bivecteur tan-
gent). Enfin, si les spheres sont disjointes, leur intersection
sera a nouveau un cercle, qui existe et qui a un sens du point
de vue géométrique, mais de rayon négatif. Ce rayon négatif

O

Figure 3: Intersections (en vert) entre différents objets de
CGA.
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qui peut surprendre est lié au fait que les Algebres Géomé-
triques représentent naturellement les nombres complexes,
de facon transparente pour 1’ utilisateur, et ce méme pour une
Algebre Géométrique Euclidienne.

En pratique, I’intersection entre une droite et une sphere
donnera une paire de points P, dont on peut extraire les deux
points p+ par la formule suivante :

_ P+ VP2

—exo - P

P+ Q)

Si le rayon de la paire de points est négatif, il n’y a pas d’in-
tersection.

De méme, I’intersection entre une droite et un plan donne
un point plat P dont on peut extraire le point p par :
(€0 Neoo)- (e AP)

P=- (epNex) P ™

3.5. Transformations géométriques

L’ Algebre Géométrique conforme permet d’appliquer sur
tous les objets géométriques qui la composent des trans-
formations rigides (rotation, translation) ainsi que des ré-
flexions et des homothéties. Ces transformations sont défi-
nies par des versors [DFMO7] qui fonctionnent de facon si-
milaire aux quaternions, par “sandwich”. A noter qu’un ver-
sor est défini indépendamment de 1’objet sur lequel il s’ap-
plique, contrairement a I’algébre linéraire (e.g. la matrice de
translation pour un plan de P3 nest pas la méme que celle
d’un point pour une méme translation). En Algebre Géomé-
trique, le méme versor appliquera donc la méme transforma-
tion géométrique quel que soit I’objet manipulé.

4. Quadric Conformal Geometric Algebra

L’algebre “Quadric Conformal Geometric Algebra”, no-
tée QCGA et définie par Breuils et al. [BNSH18], est une
extension de CGA permettant de construire et de manipuler
des surfaces quadriques et des coniques. Elle inclut égale-
ment tous les objets de CGA définis dans les sections 3.2
et 3.3.

4.1. Caractéristiques

Lalgebre QCGA de R? est définie sur un espace vectoriel
de dimension 15. Plus précisément, QCGA est basée sur la
métrique présentée par le tableau (8). La dimension 15, qui
peut surprendre et méme rebuter, est en fait bien adaptée au
traitement des quadriques et reste efficace numériquement.

Si on considere un point Euclidien x¢ € R3, tel que Xe =
ze| + ye) + zes3, le point correspondant dans QCGA est dé-
fini par :

X =X + %(xzeool + y2e002 + 226003)
+ TY€ood +T2€005 + Y2€o0h ©)
+eo1 T €5 + €53

4.2. Les objets de CGA

Les objets de CGA définis dans les sections 3.2 et 3.3 sont
également définis dans QCGA. Par soucis de lisibilité, nous
définissons au préalable quelques constantes :

€% = €ool + €002 + €oo3 (10)
I([J> = (eol _eOZ)/\(eOZ_eo3)/\eo4 Neos N\ eo6 an

L5 = (ool — €002) A (002 — €003) A €ood A €oos A €ocs

(12)

Pour commencer, il est possible de convertir un point de
QCGA en un point de CGA par I’opération suivante :

Pcca = Pocca N\ IEO A I(‘)> (13)

Par extension, tous les objets de CGA peuvent étre construits
dans QCGA. Les objets ronds :

paire de points : P =x; Axp A IO‘>o A IE (14)
cercle : C :Xl/\xz/\X3/\Igo/\I§ (15)
spheére : S = x; AXp AX3 /\1(4/\15O /\I(‘? (16)

et les objets plats correspondants :
points plats : F = X/\eOD<> /\IEo /\IE (17
droite : L :Xl/\X2/\e50/\150/\10D (18)
plan: M =x; Axp Ax3 Ae AT ALY (19)

Leur construction est tres similaire a celle de CGA présentée
dans les Figures 1 et 2.

4.3. Les surfaces quadriques

Les surfaces quadriques sont couramment définies de fa-
con implicite sous la forme d’une équation a 10 coefficients :

az? +by® +c2 +doy +eyz + fzz + gr+hy +iz+j = 0.

(20)
Des contraintes sur ces parametres caractérisent chaque type
de quadrique [HCV99].

QCGA permet de définir une surface quadrique a partir de
ces coefficients [BNSH18]. L’objet obtenu est le dual d’une
quadrique de QCGA qu’il suffit de dualiser a nouveau pour
obtenir sa version primale. QCGA permet également de défi-
nir une surface quadrique par le produit extérieur de 9 points
de contrdle linéairement indépendants :

Q=piIAP2AP3A APy ALY @21

A nouveau, il suffit de calculer le dual Q* de Q pour ac-
céder aux coefficients de 1’équation (20), comme spécifié
dans [BNSH18].

5. Points a infini

QCGA inclut plusieurs sortes de vecteurs associés a une
idée d’infini. Les premiers peuvent étre mis en évidence de la
méme facon que pour CGA dans la section 3.1, en déplagant
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(]
S

€0l €col €02 €oo2 €03 €o03 €04 €ood4 €o5 €oo5 €06 €xo6

€1
€2
€3
e | - - - 0 —1

exl | - - - —1 0

en | - - - . 0 -1
e | - - - - - =1 0
€03
€003
€04
€004
€05
€005
€06
€006

c o —|®
o = O
- o o|®

un point vers I’infini. Contrairement a CGA, le choix de la
direction peut mener a des résultats différents.

Si I’on considere un point X défini par 1’équation (9), le
déplacer sur I’axe des x vers I’infini annihile toutes ses com-
posantes sauf e, :

De méme, le déplacer selon 1’axe des y ou ’axe des z ne
conserve qu’une seule composante :

lim (12) — eon 23)
y—00 \y
lim (%) — o (24)
z—00 \ 2

Un point déplacé a I’infini de facon isotrope aura la forme
X =e5, = eoo| + €oo2 + €503 défini dans I’équation 10. Plus
généralement, un point a I’infini prendra la forme :

X = 01501 + 02€002 + 03€003 25)

avec 41,092,053 € {0,1} et 41,02, 03 non tous nuls.

QCGA inclut également les vecteurs de base €504, €505 €t
e,o6 qui contribuent aux composantes croisées (ry,xz,yz)
de la surface quadrique. On leur attribue ce qualificatif d’in-
fini non pas parce qu’un point de QCGA déplacé vers I’infini
les mettrait en évidence, mais parce que dans la metrique de
QCGA du tableau (8), ils sont définis avec les mémes pro-
priétés que les vecteurs eso1, €502 €t €503

6. Plat et rond de QCGA

Aplatir une quadrique de QCGA signifie construire cette
quadrique par le produit extérieur de points de contrdle et
de points a ’infini. Ces points a I’infini peuvent prendre
I’'une des deux formes spécifiées dans la section 5. Dans ce
contexte, aplatir une quadrique de QCGA peut avoir un effet

®)

sur la position de la quadrique et aussi sur les symétries de
cette surface.

Par le produit extérieur de six points avec €yoq,€505 €t
€,06, On trouve la surface quadrique centrée en 1’origine et
alignée avec les axes et passant par les six points, soit la
forme suivante :

Qc =P1 A+ APsAescs Aeoos Neso AL (26)

En remplacant un des points a I’infini selon un des axes,
on ajoute une contrainte de symétrie a la surface quadrique.
Pour avoir une symétrie circulaire, on peut remplacer un des
points par, au choix, es1,€502,€503. On peut ainsi obtenir
le cylindre centré, dont la directrice sera 1’axe choisi. Les
cylindres de droites directrices resp. (Ox), (Oy), (Oz) sont
définis dans 1’ordre par :

Ce =X AXp AX3AX4 AX5 A €503 N €sod N esos5 A esog /\I(l7>
27

Ce =X1 AX2 AX3AX4 AX5 A €x02 A €sod N esos A €sog /\I(I)>
(28)

Ce =X1 AXo AX3AX4 AX5 A€ol A€sod N €sos A €sog /\IE

(29)
Une illustration des objets ainsi obtenus est montrée Fi-
gure 4.

11 est possible d’ajouter d’autres types de symétries a la
surface quadrique. On peut, par exemple, ajouter un autre
plan de symétrie a la surface. La surface obtenue est une
sphéroide dont le plan principal est le plan choisi. Le plan
de symétrie est obtenu par combinaison de e.o1,€502,€5035
soulignée dans les équations suivantes des sphéroides de
plan principal resp. (Ozy), (Ozz), (Oyz) :

Sc=P1 A APs A (ool — €502) A€ood A€oos Ao ALY
(30)
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Figure 4: Construction de trois cylindre d’axes resp.
(Oz,0y,0z). Chaque cylindre est construit a partir de 5
points et est de méme diamétre. Cet exemple est basé sur une
bibliotheque efficace des Algebres Géométriques [BNF].

Sc =PI A APs A (€01 — €003) A€oos A €oos Aoos AL
31

Sc=P1 A APs A (Boo2 — €003) A Cood A€oos Aeoos AL
(32)

Le fait d’ajouter plus de contraintes de symétries rend la sur-
face quadrique dégénérée. En effet, la surface obtenue en
remplacant deux des points par e, et e,o2, correspond a
une paire de plans M. définie par :

Me =x1 AXo AX3AX4 A €001 A€o0 N€sod A€sos /\eooe/\IE
(33)

Une fois de plus, il suffit de calculer le dual des entités obte-
nues pour obtenir les coefficients de la forme implicite.

7. Conclusion

Cet article présente une extension de 1’Algebre Géomé-

trique Conforme qui permet de représenter et manipuler les
surfaces quadriques, I’ Algebre Géométrique Conforme Qua-
drique. Nous avons montré 1’étendu des objets géométriques
représentables a partir de QCGA. Dans cet article, nous
avons commencé a explorer les nouveaux objets ronds et
plats de cette algebre. En particulier, le fait de remplacer des
points de contrdle par certains vecteurs de base permet de
définir des quadriques centrées, alignées. En allant plus loin,
remplacer un point autorise également de nouvelles symé-
tries a I’objet géométrique obtenu. Enfin, nous avons montré
qu’il est méme possible de construire des surfaces dégéné-
rées a partir de points de contrdle.
Nous chercherons pour la suite a approfondir cette recherche
d’objets plats de QCGA. Une méthode envisagée consiste a
étudier 1’étendue des surfaces quadriques obtenues en en-
voyant un point a I’infini selon la surface de départ.
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