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une double solution à la Louis de Broglie ?

Michel Gondran
Académie Européenne Interdisciplinaire des Sciences, Paris, France∗

Alexandre Gondran
École Nationale de l’Aviation Civile, 31000 Toulouse, France†

Résumé
Nous proposons une grille de lecture de la mécanique quantique correspondant aux spécifications de la théorie de la double

solution de Louis de Broglie. Le principe est de décomposer l’évolution d’un système quantique sous la forme de deux fonctions
d’onde : une fonction d’onde externe correspondant à l’évolution de son centre de masse et une fonction d’onde interne corres-
pondant à l’évolution de ses variables internes dans le référentiel du centre de masse. La décomposition mathématique n’est
possible que dans certains cas car de nombreuses interactions relient ces deux parties. En outre, ces deux fonctions d’onde vont
avoir des sens et des interprétations différentes.
L’interprétation de la fonction d’onde externe correspond à l’onde pilote de Broglie-Bohm. Elle découle mathématiquement

de la convergence, lorsque l’on fait tendre la constante de Planck ~ vers zéro, du carré du module et de la phase de la
fonction d’onde externe vers une densité et une action classique vérifiant les équations statistiques d’Hamilton-Jacobi. Cette
interprétation explique tous les résultats de mesure, comme les expériences d’interférences, de mesure du spin (Stern et Gerlach)
et de non-localité (EPR-B).
L’interprétation de la fonction d’onde interne correspond à celle proposée par Erwin Schrödinger au congrès Solvay de 1927.

Pour lui, les particules sont étendues et le carré du module de la fonction d’onde (interne) d’un électron correspond à la densité
de sa charge dans l’espace. Nous présentons les nombreux arguments en faveur de cette interprétation, qui comme la précédente
est déterministe.
Nous montrons que cette double interprétation permet de revoir sous un nouveau paradigme les relations entre la relativité

et la mécanique quantique.

1



I. INTRODUCTION

Les pères de la mécanique quantique se sont fortement opposés au congrès Solvay de 1927 sur l’interprétation de la
fonction d’onde d’un système quantique. Et la discussion est toujours ouverte aujourd’hui.

Dès la définition de son équation, Erwin Schrödinger rêve de la possibilité de construire un paquet d’ondes non
dispersif représentant complètement la particule. C’est ainsi qu’il introduit en 1926 les états cohérents de l’oscillateur
harmonique49 : “Notre paquet d’ondes reste toujours groupé, et ne s’étale pas au cours du temps sur un espace de
plus en plus grand, comme le font par exemple les paquets d’ondes qu’on est habitué à considérer en optique.” Mais
il échoue à trouver une solution explicite non dispersive pour le problème de l’atome d’hydrogène : “Il est certain
qu’on peut construire par un procédé tout à fait analogue au précèdent, des paquets d’ondes gravitant sur des ellipses
de Kepler à un grand nombre de quanta et formant l’image ondulatoire de l’électron d’un atome d’hydrogène ; mais
dans ce cas les difficultés de calcul seront beaucoup plus grandes que dans l’exemple particulièrement simple que nous
avons traité ici et qui à ce point de vue est presqu’un exercice de cours.” Il reprend cette interprétation en 195250 dans
un débat avec l’école de Copenhague. Un début de solution numérique ne sera trouvée qu’en 19958.

Pour Louis de Broglie, la théorie de la double solution est l’interprétation qu’il a esquissée15 en 1926 et recherchée
toute sa vie16,19,20 sans parvenir à la trouver et dont la théorie de l’onde-pilote qu’il présente au congrès Solvay de
1927 n’est qu’un sous produit : “J’introduisais, sous le nom de “théorie de la double solution” l’idée qu’il fallait
distinguer deux solutions distinctes, mais intimement reliées à l’équation des ondes, l’une que j’appelais
l’onde u étant une onde physique réelle et non normable comportant un accident local définissant la particule
et représenté par une singularité, l’autre, l’onde Ψ de Schrödinger, normable et dépourvue de singularité, qui ne
serait qu’une représentation de probabilités.”20

On trouve dans le numéro spécial de 2017 desAnnales de la Fondation de Broglie une synthèse des travaux récents sur
la double solution de Broglie et l’historique des 90 ans écoulé10,27,48 depuis que de Broglie ait lancé les premières idées
en 1927. La physique non-linéaire occupe une part importante dans ces travaux ainsi que le concept de soliton, “objet
singulier et persistant, matérialisation sous forme ondulatoire du concept de corpuscule” qui permet de reconsidérer
sous un œil nouveau le programme de la double solution et donne des perspectives prometteuses pour réconcilier
la théorie quantique avec le réalisme10,44. L’ajout de terme supplémentaire non-linéaire à l’équation de Schrödinger
est largement étudié. On notera particulièrement l’article de Thomas Durt23 qui définit une très intéressante double
solution à la de Broglie pour l’équation non-linéaire de Schrödinger-Newton.

L’approche que nous adoptons dans notre article diffère de celui du numéro spécial en cela que nous n’introduisons
aucune non-linéarité, les états cohérents montrant que le concept de soliton apparaît également en physique linéaire.
La double solution que nous présentons est plus une distinction d’échelle (externe/interne) et d’interprétation qu’une
recherche d’une équation d’onde non-linéaire sous-jacente48.

Dans son discours Nobel de 1954, Max Born6 rappelle sa démarche pour définir l’interprétation statistique de la
mécanique quantique : “Ce fut de nouveau une idée d’Einstein qui me guida. Il avait essayé de faire comprendre la
dualité des ondes et des particules - des quanta de lumière ou photons - en considérant le carré de l’amplitude des
ondes lumineuses comme densité de la probabilité de présence des photons. Cette idée pouvait s’étendre immédiatement
à la fonction ψ : |ψ|2 devait être la densité de la probabilité de présence des électrons (ou autres particules). Il était
facile de l’affirmer. Mais comment le démontrer ? Les processus de chocs atomiques permirent de le faire.”

En opposition avec la recherche d’images physiques chez de Broglie et Schrödinger, Werner Heisenberg présente
un cadre formel pour la théorie quantique qui ne doit être qu’un système de concepts7 : “Le nouveau système de
concepts donne en même temps le contenu intuitif de la nouvelle théorie. D’une théorie intuitive en ce sens on doit
donc demander uniquement qu’elle soit sans contradiction et qu’elle permette de prédire sans ambiguïté les résultats de
toutes les expériences imaginables dans son domaine. La mécanique des quanta sera dans ce sens une théorie intuitive
et complète des processus mécaniques.” Ainsi, Heisenberg ne garde pour une théorie que sa condition minimale, la non
contradiction.

Pour Niels Bohr, la théorie quantique est basée sur le principe de complémentarité5 avec lequel il espère “contribuer à
concilier les conceptions apparemment contradictoires défendues par différents physiciens” : il pense “qu’il est possible
d’exprimer l’essence de la théorie à l’aide du ‘postulat quantique’.[...] Ce postulat quantique exprime que toute
observation des phénomènes atomiques entraîne une interaction finie avec l’instrument d’observation ; on ne peut par
conséquent attribuer ni aux phénomènes ni à l’instrument d’observation une réalité physique autonome
au sens ordinaire du mot. [...] nous devons en effet nous contenter de les concevoir comme des aspects
complémentaires, mais mutuellement exclusifs, de notre représentation des résultats expérimentaux.”

Albert Einstein a bien synthétisé ce débat dans l’un de ces derniers écrits (1953), “Réflexions élémentaires concernant
l’interprétation des fondements de la mécanique quantique”25 en hommage à Max Born : “Le fait que l’équation de
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Schrödinger, associée à l’interprétation de Born, ne conduise pas à une description des "états réels" d’un système
individuel incite naturellement à rechercher une théorie qui ne soit pas soumise à cette limitation. Les deux tentatives
jusqu’à maintenant dans ce sens ont ceci en commun qu’elles conservent l’équation de Schrödinger et abandonnent
l’interprétation de Born. La première tentative, qui constitue un retour à de Broglie, a été poursuivie avec
beaucoup de finesse par Bohm. [...] La deuxième tentative en vue d’obtenir une "description réelle" d’un
système individuel qui soit fondée sur l’équation de Schrödinger est toute récente 54 et émane de Schrödinger lui-
même. L’idée générale est, en bref, la suivante : la fonction ψ représente en elle-même la réalité et point
n’est besoin de lui adjoindre l’interprétation statistique de Born [...] Des considérations précédentes, il résulte que la
seule interprétation de l’équation de Schrödinger jusqu’à présent admissible est l’interprétation statistique donnée par
Born. Cependant, celle-ci ne donne pas la "description réelle" du système individuel, elle ne produit que des énoncés
statistiques relatifs à des ensembles de systèmes.”

Nous proposons ici une interprétation de la mécanique quantique qui correspond à la théorie de la double solution
recherchée par Louis de Broglie. Cette interprétation fait suite à nos travaux sur la théorie de la double préparation34
où nous montrons qu’il existe deux types d’interprétation suivant la préparation du système quantique. La double
solution propose une ontologie commune à cette double préparation.

L’idée de base consiste à étudier l’évolution d’un système quantique à partir de l’évolution de son centre de masse
(évolution externe) et de son évolution interne. L’utilisation de l’onde du centre de masse n’est pas nouvelle et
a été très souvent évoquée par de nombreux auteurs. On la trouve par exemple très bien expliquée dans le livre
Interférométrie atomique de Baudon et Robert2 : “dans l’évolution libre d’un atome ou d’une molécule, le mouvement
externe (correspondant au mouvement du centre de masse R) et l’onde qui lui est associée tiennent un rôle à part.
En effet du fait de la séparation de l’hamiltonien du système (en l’absence de toute interaction extérieure) sous la
forme : H = T + Hint où T = − ~2

2m MR est l’opérateur énergie cinétique et Hint la partie de l’hamiltonien qui
ne fait intervenir que les variables autres que R, il existe des états du système dont la fonction d’onde a la forme
Ψ(R, t)Φint, où Ψ(R, t) et Φint sont des états propres de T et Hint respectivement. C’est sur la fonction d’onde Ψ du
mouvement externe, qui correspond à un état du continuum, que va porter l’interférométrie atomique.” Ce point de
vue est complété par Claude Cohen-Tannoudji dans sa préface de ce livre2 : “Une onde de de Broglie est également
associée au mouvement du centre de masse d’un système quantique plus complexe, comme un atome ou une molécule,
formé de plusieurs protons, neutrons et électrons. la longueur d’onde de l’onde de de Broglie associée à un objet de
masse M et de vitesse v est inversement proportionnelle au produit Mv.”

La démarche est la même qu’en mécanique classique : elle consiste à étudier l’évolution d’un système à partir de
ses variables externes comme le centre de masse et sa vitesse qui correspondent au mouvement global du système
quantique et les variables internes qui correspondent à son mouvement dans le référentiel du centre de masse. On étudie
comment la fonction d’onde du système peut se décomposer sous la forme de deux fonctions d’onde, la fonction d’onde
de son centre de masse (évolution externe) et la fonction d’onde interne. Ces deux fonctions d’onde, qui correspondent,
dans le cas de l’atome d’hydrogène, à une séparation du spectre d’énergie en spectre continu et spectre discret, sont
de nature différente et vont avoir des interprétations différentes, ce qui va nous conduire à la théorie de la double
solution recherchée par Louis de Broglie.

On montre d’abord que la fonction d’onde externe correspond à l’interprétation de l’onde pilote de de Broglie et
Bohm restreinte à l’espace 3D. On démontre en effet mathématiquement que, lorsque l’on fait tendre la constante
de Planck ~ vers zéro, le carré du module et la phase de la fonction d’onde externe convergent respectivement vers
une densité et une action classique vérifiant les équations statistiques d’Hamilton-Jacobi. Cette interprétation de la
fonction d’onde externe par l’onde pilote de Broglie-Bohm donne une explication physique des résultats de mesure,
aussi bien pour les expériences d’interférométrie atomique que pour les mesures de spin comme dans les expériences
de Stern-Gerlach et EPR-B. La réduction de la fonction d’onde du système quantique est alors pilotée par la position
du centre de masse au moment et à l’endroit où le système quantique est capturé.

Pour la fonction d’onde interne, on considère l’interprétation proposée par Schrödinger en 1926 puis au congrès
Solvay de 1927. Pour lui les particules sont étendues et le carré du module de la fonction d’onde (interne) d’un électron
correspond à la valeur de la distribution de sa charge dans l’espace. L’interprétation de la fonction d’onde interne est
déterministe et notre double solution l’est donc aussi.

Le plan de l’article est le suivant. En section 2, nous étudions sur trois exemples comment se fait la décomposition
de la fonction d’onde du système quantique entre ses fonctions d’onde externe et interne. En section 3, nous présentons
deux analogies non quantiques permettant de mieux comprendre les interactions entre les fonctions d’onde externe
et interne. En section 4, nous montrons mathématiquement par l’étude de la convergence vers la mécanique classique
et expérimentalement par l’explication simple de la mesure en mécanique quantique, que l’interprétation la plus
plausible de la fonction d’onde externe est l’interprétation par l’onde pilote de Broglie-Bohm. En section 5, nous
proposons une interprétation de la fonction interne correspondant à l’interprétation de Schrödinger. En section 6,
nous approfondissons l’étude des états cohérents de l’oscillateur harmonique qui font le lien entre les fonctions interne
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et externe. En section 7, nous évoquons quelques conséquences possibles de la théorie de la double solution sur
des développements en théorie quantique des champs et en relativités restreinte et générale. Puis en section 8, nous
proposons une expérience cruciale pour valider l’existence des fonctions d’onde externe et interne. Enfin, en conclusion,
nous montrons que cette grille de lecture permet à la fois de mieux comprendre les débats sur les interprétations de
la mécanique quantique et de revoir sous un nouveau paradigme les relations entre la relativité et la mécanique
quantique.

II. LES FONCTIONS D’ONDE INTERNE ET EXTERNE

Dès le début de la mécanique quantique, on distingue pour étudier la dynamique atomique, et en particulier pour
l’étude de l’atome d’hydrogène, deux types de variables, ses variables internes et ses variables externes. Les variables
externes concernent la dynamique externe de l’atome, c’est à dire le mouvement de son centre de masse et l’orientation
du référentiel qui lui est lié. Les variables internes décrivent par exemple l’évolution de l’état de l’électron dans l’atome.

Ces degrés de liberté internes et externes ne sont en général pas indépendants. Les interactions entre variables
internes et externes sont en effet à la base de la manipulation des atomes, en particulier de leurs refroidissements14.
Selon les conditions expérimentales, ces interactions sont plus ou moins importantes, ce qui rend la décomposition de
la fonction d’onde totale en une fonction d’onde externe et une fonction d’onde interne plus ou moins aisée et pas
toujours possible. Nous étudierons trois exemples : un système à deux corps et le cas d’une particule élémentaire jouet
où la décomposition peut être exacte, puis un système à N corps où la décomposition ne sera qu’ approchée et qui
représente le cas général.

A. Décomposition pour un système à deux corps comme l’atome d’hydrogène

Considérons un système de deux particules sans spin de masses m1 et m2, de coordonnées x1 et x2, soumises à
un champ de potentiel linéaire V1(x1) = m1g · x1 et V2(x2) = m2g · x2, et à une interaction mutuelle décrite par un
potentiel U(x1 − x2). Ce système quantique est donc décrit par la fonction d’onde Ψh(x1,x2, t) qui vérifie l’équation
de Schrödinger :

i}
∂Ψh(x1,x2, t)

∂t
= HΨh(x1, x2, t) (1)

avec comme Hamiltonien :

H =
p2

1

2m1
+ V1(x1) +

p2
2

2m2
+ V2(x2) + U(x1 − x2) (2)

et comme condition initiale :

Ψh(x1,x2, 0) = Ψh
0 (x1,x2). (3)

Effectuons la séparation de ces deux mouvements comme dans tous les cours de mécanique quantique. Soient
xG = (m1x1 + m2x2)/(m1 + m2) la position du barycentre, x = x1 − x2 la position relative des deux particules,
M = m1 + m2 la masse totale et µ = m1m2/M la masse réduite. Alors l’hamiltonien H se décompose en un
hamiltonien externe Hext qui s’écrit en fonction de la position du centre de gravité xG et de l’impulsion totale
(pG = p1 + p2), et en un hamiltonien interne Hint qui s’écrit en fonction de la position relative x et de l’impulsion
relative (p = (m2p1 −m1p2)/M) :

H =
p2
G

2M
+Mg · xG +

p2

2µ
+ U(x) = Hext +Hint. (4)

Proposition 1 - Si la fonction d’onde initiale Ψh
0 (x1,x2) se factorise sous la forme :

Ψh
0 (x1,x2) = ψh0 (xG)ϕh0 (x) (5)

alors la fonction d’onde Ψh(x1,x2, t), solution de (1),(2) et (3), s’écrit comme le produit d’une fonction d’onde externe
ψh(xG, t) et d’une fonction interne ϕh(x, t) :

Ψh(x1,x2, t) = ψh(xG, t)ϕh(x, t) (6)
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où ψh(xG, t) est la solution des équations externes de Schrödinger :

i}
∂ψh(xG, t)

∂t
= − ~2

2M
∆xGψ

h(xG, t) +Mg.xGψh(xG, t) (7)

avec la condition initiale :

ψh(xG, 0) = ψh0 (xG) (8)

et où ϕh(x, t) est la solution des équations internes de Schrödinger :

i}
∂ϕh(x, t)

∂t
= − ~2

2µ
∆xϕ

h(x, t) + U(x)ϕh(x, t) (9)

avec la condition initiale :

ϕh(x, 0) = ϕh0 (x). (10)

Ce résultat très classique s’obtient simplement en remplaçant dans l’équation de Schrödinger (1), Ψh(x1,x2, t) par
ψh(xG, t)ϕh(x, t). On trouve en effet :(

i}
∂

∂t
−H

)
Ψh(x1,x2, t) = ψh(xG, t)

[(
i}
∂

∂t
−Hint

)
ϕh(x, t)

]
+ ϕh(x, t)

[(
i}
∂

∂t
−Hext

)
ψh(xG, t)

]
= 0.

B. Décomposition pour une particule

Nous proposons ci-dessous un modèle jouet d’une particule basée sur les états cohérents de l’oscillateur harmonique.
Les résultats obtenus avec lui resterons valables lorsque ce modèle jouet pourra être remplacé par un modèle plus
réaliste.

Nous représenterons mathématiquement cette particule par un système composé de deux corps identiques et fictifs.
Comme dans le système à deux corps précédent, on considère deux particules (fictives) identiques de masse m, de
coordonnées x1 et x2, soumises chacune à un champ de potentiel linéaire V (x) = mg ·x et à une interaction mutuelle
décrite par un potentiel U(x1−x2) = 1/4mω2(x1−x2)2. Ce système quantique est donc décrit par la fonction d’onde
Ψh(x1,x2, t) qui vérifie l’équation de Schrödinger :

i}
∂Ψh(x1,x2, t)

∂t
= HΨh(x1, x2, t) (11)

avec comme Hamiltonien :

H =
p2

1

2m
+ V (x1) +

p2
2

2m
+ V (x2) + U(x1 − x2) (12)

et comme condition initiale :

Ψh(x1,x2, 0) = Ψh
0 (x1,x2). (13)

Soient xG = (x1 + x2)/2 la position du barycentre, x = (x1−x2)/2 la position relative des deux particules fictives,
M = 2m la masse totale et µ = m/2 la masse réduite. Alors l’hamiltonien H s’écrit en fonction des impulsions totale
(pG = p1 + p2) et relative (p = (p1 − p2)/2) en une partie externe et une partie interne :

H =
p2
G

2M
+Mg · xG +

p2

2µ
+ U(2x) = Hext +Hint. (14)

Montrons qu’il existe des fonctions d’onde initiales Ψh
0 (x1,x2) qui se factorisent sous la forme :

Ψh
0 (x1,x2) = ψh0 (xG)ϕh0 (x) (15)
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C’est le cas par exemple de la fonction d’onde :

Ψh
0 (x1,x2) = (2πσ2

h)−3/4e
− (x1−x2)2

4σ2
h

∫
v
f(v)e

i
~ (mv·x1+mv·x2)dv (16)

avec f(v) une fonction quelconque et :

σ~ =

√
~

2µω
. (17)

Proposition 2 - La fonction d’onde Ψh(x1,x2, t), solution de (11) et (12) avec les conditions initiales (13) et (15) ;
s’écrit comme le produit d’une fonction d’onde externe ψh(xG, t) et d’une fonction interne ϕh(x, t) :

Ψh(x1,x2, t) = ψh(xG, t)ϕh(x, t) (18)

où ψh(xG, t) est la solution des équations externes de Schrödinger :

i}
∂ψh(xG, t)

∂t
= − ~2

2M
∆xGψ

h(xG, t) +Mg · xGψh(xG, t) (19)

avec la condition initiale : ψh(xG, 0) = ψh0 (xG)et où ϕh(x, t) est la solution des équations internes de Schrödinger :

i}
∂ϕh(x, t)

∂t
= − ~2

2µ
∆xϕ

h(x, t) + U(2x)ϕh(x, t) (20)

avec la condition initiale : ϕh(x, 0) = ϕh0 (x).

Remarque 1 - Conditions initiales - Si de plus, les conditions initiales vérifient l’équation (16), alors :

ψh(xG, 0) = ψh0 (xG) =

∫
v
f(v)e

i
~Mv·xGdv (21)

ϕh(x, 0) = ϕh0 (x) = (2πσ2
h)−3/4e

− x2

σ2
h , (22)

i.e. que ϕh(x, t) est la solution stationnaire de ϕh0 (x).

Ce second cas montre, une nouvelle fois, que la décomposition mathématique peut être complète entre les niveaux
interne et externe, qui peuvent alors être traités séparément.

C. Décomposition pour un système à N corps comme une molécule

Considérons un système de N particules sans spin de masses mj , de coordonnées xj , soumises à un champ de
potentiel linéaire Vj(xj) = mjg · xj , ∀j = 1...N , et à des interactions mutuelles décrites par les potentiels Ujk(xj −
xk), ∀j, k = 1...N . Ce système quantique est donc décrit par la fonction d’onde Ψh(x1,x2, ...,xN , t) qui vérifie
l’équation de Schrödinger :

i}
∂Ψh(x1,x2, ..,xN , t)

∂t
= HΨh(x1,x2, ..,xN , t) (23)

avec comme Hamiltonien :

H =
∑
j

(
p2
j

2mi
+ Vj(xj)

)
+
∑
j,k

Ujk(xj − xk) (24)

et comme condition initiale :

Ψh(x1,x2, ..,xN , 0) = Ψh
0 (x1,x2, ..,xN ). (25)

On sépare le mouvement de ces N particules du mouvement de leur barycentre comme on le fait en mécanique
classique : Soient xG = (

∑
jmjxj)/(

∑
jmj) la position du barycentre, x′j = xj − xG la position de la particule j par
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rapport au barycentre, M =
∑
jmj la masse totale. Alors l’hamiltonien H s’écrit en fonction des impulsions totale

(pG = Σipi) et relatives (p′i = pi −mi/MpG) :

H =
p2
G

2M
+Mg · xG +

∑
i

p′2

2mi
+
∑
i,j

Uij(x
′
i − x′j) = Hext +Hint. (26)

Contrairement au système à un et deux corps, on n’a plus la possibilité de factoriser exactement la fonction
d’onde Ψh(x1,x2, ...,xN , t) comme le produit d’une fonction d’onde externe ψh(xG, t) et d’une fonction interne
ϕh(x′1,x′2, ..,x′N , t), même si on a une factorisation des conditions initiales :

Ψh
0 (x1,x2, ..,xN ) = ψh0 (xG)ϕh0 (x′1,x

′
2, ..,x

′
N ). (27)

Une continuité avec les systèmes à un et deux corps nous pousse à chercher une condition plus faible mais qui garde
la fonction d’onde externe, et donc à chercher une factorisation sous la forme :

Ψh(x1,x2, ..,xN , t) = ψh(xG, t)ϕh(xG,x′1,x
′
2, ..,x

′
N , t). (28)

Proposition 3 - Si la fonction d’onde initiale Ψh
0 (x1,x2, ..,xN ) se factorise comme en (27), alors Ψh(x1,x2, ..,xN , t)

s’écrit sous la forme (28) où ψh(xG, t) est la solution des équations externes de Schrödinger :

i}
∂ψh(xG, t)

∂t
= − ~2

2M
∆xGψ

h(xG, t) +Mg.xGψh(xG, t) (29)

avec la condition initiale :

ψh(xG, 0) = ψh0 (xG) (30)

et où ϕh(xG,x′1,x′2, ..,x′N , t) est la solution des équations internes de Schrödinger :

i}
∂ϕh(xG,x′i, t)

∂t
=
∑
i

[
− ~2

2M

(
∂2

∂x2
G

+ 2
∂2

∂xG∂x
′
i

)
− ~2

2mi

∂2

∂x
′2
i

− ~2

2M

∂Ψh

∂xG

Ψh

(
∂

∂xG
+

∂

∂x′i

)]
ϕh(xG,x′i, t) (31)

avec la condition initiale :

ϕh(xG,x′1,x
′
2, ..,x

′
N , 0) = ϕh0 (x′1,x

′
2, ..,x

′
N ). (32)

Remarque 2 - Non étalement de la fonction d’onde interne - Si notre système quantique correspond à un
atome ou une molécule, la fonction d’onde interne est une onde physique représentant le système quantique dont la
taille est atomique (quelques a0). Si le système quantique interne conserve sa structure et son unité, la densité de la
fonction d’onde interne reste expérimentalement de l’ordre de quelques a0.

Dans ce troisième cas la décomposition mathématique n’est pas symétrique. C’est ce qui se produit en général
lorsque des variables externes agissent sur la fonction d’onde interne, comme ci-dessus ; ou inversement lorsque des
variables internes agissent sur la fonction d’onde externe.

Dans les trois exemples précédents, nous avons fait l’hypothèse que les particules composant le système quantique
n’étaient soumises qu’à un potentiel externe linéaire. Sous les hypothèses de la remarque 1 (système quantique corres-
pondant à un atome ou une molécule), on peut généraliser les propositions 1, 2 et 3 en supposant de plus que chaque
particule j admet une charge qj et est soumise à des potentiels gravitationnel VG(xj) et électrique Vq(xj) variant
peu à l’échelle du système quantique : VG(xj) ∼ VG(xG) et Vq(xj) ∼ Vq(xG). Sous ces hypothèses, le champ externe
s’appliquant à la fonction d’onde externe s’écrit :

V (xG) =
∑
j

mjVG(xj) +
∑
j

qjVq(xj) 'MVG(xG) +QVq(xG) (33)

et il suffit de remplacer Mg · xG par V (xG) dans les équations externes de Schrödinger (7), (19) et (29). Le cas où
il existe un champ magnétique extérieur est pris en compte dans la section 7 sur les expériences de Stern et Gerlach
et EPR-B. On peut certainement généraliser la fonction d’onde externe à des systèmes quantiques mésoscopiques et
macroscopiques qui ne sont ni des atomes, ni des molécules Nous discuterons des conditions d’une telle généralisation
dans un article ultérieur.
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D. Décomposition et omission

Dans beaucoup d’études, la connaissance sur le système quantique ne correspond pas à une fonction d’onde totale
mais seulement à une fonction d’onde externe ou une fonction d’onde interne. En particulier, seule est considérée
la fonction d’onde externe pour tous les problèmes de mesures qui sont la plupart du temps liés à la mesure de
la position du centre de masse. Ce sont particulièrement les cas d’interférométrie atomique, de mesure du spin et
d’énergie. La fonction d’onde interne va expliquer les valeurs liées au spectre d’énergie et aux sauts quantiques, mais
ils seront mesurées par des mesures de positions sur la fonction d’onde externe. Ainsi dans les débats du congrès Solvay
de 1927, de Broglie, avec “l’onde pilote”, et Born, avec “l’onde statistique”, considéraient implicitement la fonction
d’onde externe, tandis que Schrödinger, avec son “soliton”, et Heisenberg, avec ses sauts quantiques, considéraient
implicitement la fonction d’onde interne.

III. LA FONCTION D’ONDE TOTALE ET LES FONCTIONS D’ONDE EXTERNE ET INTERNE

Nous venons de voir qu’il n’y a pas toujours de relation simple entre la fonction d’onde totale d’un système quantique
et les fonctions d’onde externe et interne. Le cas d’un simple produit comme dans les deux premiers exemples est
exceptionnel. D’une manière générale, les variables externes influent sur les variables internes et réciproquement.

Considérons les deux analogies non quantiques suivantes qui peuvent être instructives pour comprendre les types
d’interaction entre les fonctions d’onde externe et interne : l’analogie avec les marcheurs de Couder et l’analogie avec
le système solaire.

A. Analogie avec les "marcheurs" de Couder

La dualité onde-particule semble être une caractéristique du monde quantique, n’ayant pas d’équivalent en physique
classique. Or Yves Couder et son équipe11–13,24,29 : ont montré “qu’une goutte rebondissant sur une surface liquide
vibrant verticalement peut devenir autopropulsée par son interaction avec l’onde de surface qu’elle excite”. La goutte
se couple aux ondes de surface que ses rebonds génèrent et se met en mouvement spontanément sur la surface.
L’objet résultant, appelé marcheur, associe la goutte et ses ondes de surface, possède une nature duale qui permet de
réaliser un grand nombre des expériences classiques de mécanique quantique : fentes de Young11, effet tunnel24, orbites
quantifiées29. Même si les marcheurs de Couder et de son équipe présentent des différences fondamentales avec le cas
quantique (système entretenu par la vibration, pas de constante de Planck ni d’intrication et de non-localité, existence
des ondes sur un milieu matériel), ils nous montrent que la dualité onde-particule existe au niveau macroscopique. La
structure interne de la goutte et le fait qu’elle apparaisse et disparaisse constitue son évolution interne. L’évolution
externe de la goutte, c’est-à-dire de son centre de gravité, est régie par l’onde de surface qu’elle crée lors de chaque
rebond et du liquide extérieur vibrant.

B. Analogie avec le système solaire

Pour étudier l’évolution d’une planète dans le système solaire, on décompose le problème en deux sous-problèmes :
1) l’évolution du centre de masse de cette planète (évolution externe) pour laquelle la planète est réduite à un point,
son centre de masse. 2) l’évolution interne de la planète dans le référentiel de son centre de masse ; cette évolution
tient compte du fait que la planète n’est pas un point mais a bien une structure gazeuse ou/et solide et éventuellement
un mouvement de rotation sur elle-même. Ces deux évolutions peuvent être traitées de façon séparé en première
approximation. Mais selon les conditions expérimentales de chaque planète, on peut observer des effets important de
l’évolution externe sur l’évolution interne ; par exemple les marrées terrestres dues au soleil déforment très légèrement
la structure solide de la Terre et ralentissent sa rotation sur elle-même.

Pour un système quantique, nous observons la même décomposition, une évolution externe et une évolution interne.
On a donc deux fonctions d’onde l’une externe qui décrit l’évolution du centre de masse et l’autre interne défini dans
le référentiel du centre de masse.

Cependant, selon les conditions expérimentales, on va s’intéresser seulement aux variables externes ou seulement
aux variables internes. C’est ce que nous avions fait dans la théorie de la double préparation34. Dans de nombreuses
expériences, il est en effet possible de séparer ces deux fonctions d’onde. C’est par exemple le cas de particules libres
comme dans les expériences d’interférence de type Young, de mesure du spin de Stern et Gerlach et de non-localité de
EPR-B où seul l’évolution externe des particules (c-à-d l’évolution du centre de masse) est étudiée, l’évolution interne
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étant négligée. A contrario, si on étudie les raies d’émission d’un gaz, seul l’évolution interne des particules du gaz est
étudiée, l’évolution externe étant négligée.

IV. L’INTERPRÉTATION DE LA FONCTION D’ONDE EXTERNE

Pour interpréter la fonction d’onde externe, nous allons étudier comment elle évolue lorsque l’on fait tendre mathé-
matiquement la constante de Planck vers zéro.

Considérons le changement de variable semi-classique ψh(xG, t) =
√
ρ~(xG, t) exp

(
iS

~(xG,t)
~

)
, la densité ρ~(xG, t)

et l’action S~(xG, t) étant des fonctions qui dépendent à priori de ~. Les équations externes de Schrödinger (7-8), (19-
21) et (29-30) se décomposent en donnant les équations de Madelung42 (1926) qui correspondent aux deux équations
couplées :

∂S~(xG, t)

∂t
+

1

2M
(∇S~(xG, t))

2 + V (xG)− ~2

2M

∆
√
ρ~(xG, t)√
ρ~(xG, t)

= 0 ∀(xG, t) ∈ R3 × R+ (34)

∂ρ~(xG, t)

∂t
+ div

(
ρ~(xG, t)

∇S~(xG, t)

m

)
= 0 ∀(xG, t) ∈ R3 × R+ (35)

avec les conditions initiales

ρ~(xG, 0) = ρ~0(xG) et S~(xG, 0) = S~
0 (xG) ∀xG ∈ R3 (36)

Ici, V (xG) est un potentiel général comme celui de (33). Nous étudions dans ce paragraphe la convergence de la
densité ρ~(xG, t) et de l’action S~(xG, t) des équations de Madelung, lorsque l’on fait tendre la constante de Planck ~
vers 0. Nous nous restreindrons à des systèmes quantiques “préparés indiscernés” , c’est à dire tel que la densité de
probabilité initiale ρ~0(xG) et l’action initiale S~

0 (xG) de la fonction d’onde externe sont des fonctions ρ0(xG) et S0(xG)
régulières et indépendantes de ~. C’est le cas d’un ensemble de particules sans interaction entre elles et préparées de
la même façon : jets de particules libres ou dans un champ linéaire comme dans l’expérience de Shimizu51 avec des
atomes froids, jets de fullerènes de neutrons ou d’électrons dans une expérience de fentes de Young.

Théorème 1 -Quand ~ tend vers 0, pour tout xG et t bornés, la densité ρ~(xG, t) et l’action S~(xG, t), solutions des
équations de Madelung (34-36), convergent vers ρ(xG, t) et S(xG, t), solutions des équations statistiques d’Hamilton-
Jacobi :

∂S (x, t)
∂t

+
1

2m
(∇S(x, t))2 + V (x) = 0 ∀ (x, t) ∈ R3 × R+ (37)

S(x, 0) = S0(x) ∀ x ∈ R3 (38)
∂ρ (x, t)
∂t

+ div

(
ρ (x, t)

∇S (x, t)
m

)
= 0 ∀ (x, t) ∈ R3 × R+ (39)

ρ(x, 0) = ρ0(x) ∀x ∈ R3. (40)

La démonstration a été faites dans34 dont nous rappelons le principe brièvement. Dans le cas de systèmes
quantiques préparés indiscernés, la fonction d’onde externe Ψ(xG, t) au temps t se déduit de la fonction d’onde
externe initiale par l’intégrale de chemin de Feynman28 : Ψ(xG, t) =

∫
F (t, ~) exp

(
i
~Scl(xG, t; x0)

)
Ψ0(x0)dx0 =

F (t, ~)
∫ √

ρ0(x0) exp
(
i
~ (S0(x0) + Scl(xG, t; x0)

)
dx0. Le théorème de la phase stationnaire montre alors que, si ~

tend vers 0, nous avons Ψ(xG, t) ∼ exp
(
i
~minx0

(S0(x0) + Scl(xG, t; x0)
)
, ce qui implique que l’action quantique

externe S~(xG, t) converge vers la fonction :

S(xG, t) = minx0(S0(x0) + Scl(xG, t; x0)) (41)

qui est la solution de l’équation d’Hamilton-Jacobi (37) avec la condition initiale (38).L’équation (41) est une intégrale
dans l’analyse Minplus qui correpond à une nouvelle branche des mathématiques (cf. Maslov53, Gondran36,37 chapitre
7) qui étudie certains problèmes non linéaires par une approche linéaire. Elle est construite en remplaçant le produit
scalaire classique (f, g) =

∫
X
f(x)g(x)dx par le produit scalaire Minplus (f, g)min+ = inf

x∈X
{f(x) + g(x)}. Cette

équation (41) est donc l’analogue en mécanique classique de l’intégrale de chemin de Feynman et nous l’avons appelé34
l’intégrale de chemin Minplus.
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La démonstration se poursuit en remarquant que, comme la densité quantique ρh(xG, t) vérifie l’équation de conti-
nuité (35), nous déduisons, puisque Sh(xG, t) tend vers S(xG, t), que ρh(xG, t) converge vers la densité classique
ρ(xG, t), qui vérifie l’équation de continuité (39).

Ainsi, si la fonction d’onde externe est préparée indiscernée, les équations de Madelung de cette fonction d’onde
externe convergent vers les équations statistiques d’Hamilton-Jacobi. Ces équations d’Hamilton-Jacobi statistiques
correspondent à un ensemble de particules classiques, sans interaction entre elles et soumises à un champ de potentiel
extérieur V (x), et dont on ne connaît, à l’instant initial, que la densité de probabilité ρ0 (x) et le champ de vitesse v0(x)

par l’intermédiaire de l’action initiale S0(x) (v0(x) = ∇S0(x)
m ). Ce sont des particules classiques préparées indiscernées

comme les particules quantiques préparées indiscernées. Pour ces particules classiques préparées indiscernées, la vitesse
du centre de gravité de la particule classique est donnée en chaque point (x,t) par :

v (x,t) =
∇S (x,t)

m
(42)

L’équation (42) montre que la solution S (x,t) des équations d’Hamilton-Jacobi (37) permet de définir le champ de
vitesse en tout point (x, t) à partir du champ de vitesse ∇S0(x)

m à l’instant initial. Ainsi, si on se donne la position
initiale xinit du centre de gravité d’une particule classique indiscernée, on déduit par (42) la trajectoire du centre de
gravité de la particule. L’action d’Hamilton-Jacobi S (x,t) est donc un champ qui “pilote” le mouvement de la particule
classique.

L’indétermination sur la position du centre de masse d’un système quantique correspond donc dans ce cas à l’in-
détermination sur la position du centre de masse d’un système classique dont on a défini seulement la densité de
distribution initiale. Comme l’action d’Hamilton-Jacobi pour une particule classique indiscernée, la fonction d’onde
externe d’un système quantique ne suffit pas pour définir la position du centre de masse du système quantique ; il
faut ajouter sa position initiale et il est donc naturel d’introduire les trajectoires de Broglie-Bohm pour le centre de
gravité d’un système quantique. Sa vitesse à l’instant t est donnée par3,15 :

v~(xG, t) =
1

m
∇S~(xG, t) (43)

qui vérifie l’équation de continuité (35).
Nous donnons dans la suite de cette section, deux cas d’expériences où seule la fonction d’onde externe est considérée.

En effet, dans beaucoup d’études, la connaissance de la fonction d’onde interne n’est pas nécessaire et peut donc être
négligée. C’est, en particulier, le cas de tous les problèmes de mesures qui sont la plupart du temps liés à la mesure
de la position du centre de masse. Nous détaillons d’abord le cas de l’interférométrie atomique puis celui de la mesure
du spin.

A. Cas pratique 1 : interférence de l’onde externe de la molécule de C60

Les expériences d’interférométrie de type Young ou Mach-Zehnder sont des exemples où seule la fonction d’onde
externe d’une particule interfère avec elle-même. La structure interne n’est pas nécessaire pour comprendre l’expérience
et est omise dans les calculs.

Les figures 1 et 2 représentent une simulation de l’expérience des fentes de Young avec des molécules de fullerène
C60 dans les conditions de celle réalisée par Nairz, Arndt et Zeilinger47. Les deux fentes sont espacées de 100 nm
(centre à centre) et large chacune de 55 nm. La vitesse moyenne des molécules est de 200 m/s, ce qui correspond à
une longueur d’onde de 2.8 pm. La norme de la fonction d’onde externe est représentée sur les figures en bleu : plus
le bleu est clair, plus la densité est importante. Sur la figure 1, la fonction d’onde externe d’une molécule de C60 est
représentée à quinze instants différents, de deux millimètres avant les fentes (complètement à gauche) à 5 millimètres
après les fentes (complètement à droite). Le trait rouge correspond à la trajectoire du centre de gravité d’une molécule
de C60 dont la position initiale (avant les fentes) a été tirée au sort dans le paquet d’onde initial 55. La fonction d’onde
interne d’une molécule de C60 qui définit le structure interne est schématiquement représentée sur le figure par un
dessin de la molécule arbitrairement grossie (×13) car sa taille est de seulement 1 nm. La fonction d’onde interne
reste inchangée durant toute l’expérience, sa taille reste de 1 nm avant et après les fentes, et elle n’interagit pas avec
la fonction d’onde externe qui elle se transforme profondément. Cette expérience peut être considérée comme cruciale
car il est difficile d’imaginer que la fonction d’onde interne d’une molécule C60 ne passe pas par une seule des fentes.
C’est sa fonction d’onde externe qui passe par les deux fentes à la fois. Lors de la mesure de l’impact de la molécule
de C60 à 5 mm après les fentes, c’est la fonction d’onde interne qui interagit avec l’écran de détection et qui produit
l’impact.
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Figure 1: Simulation de l’évolution des fonctions d’onde externes (en bleu) et interne (en blanc, grossie 13 fois) d’une molécule
de C60 dans les conditions expérimentales de47 à quinze instants différents tout les 2.5 µs (soit tous les 0.5 mm). Les fentes
sont placées à 0 mm et sont espacées de 100 nm et large de 55 nm.

La figure 2 décrit la même expérience, la densité de la fonction d’onde externe est représente continûment de 2 mm
avant les fentes à 5 mm après. 24 trajectoires du centre de gravité d’une molécule de C60 sont représenté en trait
rouge correspondant à 24 points de départ différents du centre de gravité.

Ainsi pour une fonction d’onde externe “préparée indiscernée” , ρ0(xG) correspond à la densité de probabilité
initiale du centre de masse et ρ~(xG, t) à la densité de probabilité du centre de masse à l’instant t. La fonction d’onde
externe préparée indiscernée peut donc être considérée comme une onde de probabilité à laquelle s’applique l’interpré-
tation statistique de Born. On retrouve aussi le point de vue de Dirac qui, dès 1930 écrit :22 “[en mécanique quantique],
les particules sont reliées [...] à des ondes qui les dirigent et qui donnent lieu, dans des conditions appropriées, à des
phénomènes d’interférences et de diffraction” Et il ajoute qu’il ne s’agit que “d’une seule et même réalité”.

Remarque 3 - Convergence de ~ vers 0 - Dans le théorème 1, on suppose que ~ tend vers 0. Or, physiquement ~
n’est jamais égal à 0 et ne peut pas tendre vers 0 puisque c’est une constante. Toutes les trajectoires sont quantiques
et les trajectoires dites classiques sont des approximations des trajectoires quantiques pour lesquelles le terme en ~ est
négligeable par rapport aux autres termes. Un exemple très simple est celui d’un objet quantique défini par un paquet
d’onde gaussien de centre (x0, y0, z0) et d’écart type (σ0x, σ0y, σ0z) et dont le centre de masse a la position initiale
(xG(0), yG(0), zG(0)) et la vitesse initiale v0 = (v0x, v0y, v0z). Si g = (0, 0, g) est la seule force extérieure, alors le
centre de gravité de la particule suit la trajectoire de de Broglie-Bohm suivante :

Xh(t) = xG(0) + v0xt+ (x0 − xG(0))

(
1− σ~x(t)

σ0x

)
(44)

Y h(t) = yG(0) + v0yt+ (y0 − yG(0))

(
1− σ~y(t)

σ0y

)
(45)

Zh(t) = zG(0) + v0zt−
gt2

2m
+ (z0 − zG(0))

(
1− σ~z(t)

σ0z

)
(46)
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Figure 2: Simulation de 24 trajectoires de C60 dans les conditions expérimentales de47 correspondant à 24 points de départ
différents du centre de gravité d’un C60.

avec σ~i(t) = σ0i

√
1 +

(
~t

2mσ2
0i

)2

et i = x, y, z. On vérifie que cette trajectoire de de Broglie-Bohm tend vers la

trajectoire que l’on appelle classique et de même point de départ quand on fait converger ~ vers 0. En réalité, ce n’est
pas ~ qui tend vers 0, mais le dernier terme des trois équations qui est négligeable par rapport aux autres termes si
on considère un objet classique comme une pierre, alors que si l’objet est un électron, un atome ou une molécule, ce
terme n’est pas pas forcément négligeable. On observe que si, m, la masse de l’objet augmente, alors la situation est
la même que si ~ diminue. Ce sont ces trajectoires que nous avons utilisées pour simuler l’expérience des fentes de
Young de Shimizu51 avec des atomes froids ; nous avons ainsi montré32 pourquoi de tels atomes avec des fonctions
d’onde différentes étaient assez cohérentes pour interférer.

Ainsi, la fonction d’onde externe correspond, dans le cadre de la limite semi-classique à l’évolution des centres de
masse des systèmes quantiques. A l’échelle de la longueur d’onde de de Broglie, on retrouve le monde classique.

B. Cas pratique 2 : mesure du spin par l’onde externe pour l’expérience de Stern et Gerlach

Étudions le cas pratique du spin qui est une propriété également portée par la fonction d’onde externe de la particule.
En effet, la mesure du spin d’une particule est in fine une mesure de la position de son centre de masse. Considérons
l’expérience de Stern et Gerlach permettant de mesurer le spin d’un atome d’argent. Ces atomes ont à la sortie de
l’enceinte E une vitesse v parallèle à (Oy). Ils traversent l’entrefer d’un électroaimant A1 avant de se condenser sur
une plaque P1 (Fig. 3).

Les moments magnétiques de ces atomes d’argent ont été préparés dans un état pur (θ0, ϕ0) 56 de manière qu’à
l’arrivée dans l’électroaimant A1 à l’instant initial t = 0 chaque atome peut être décrit par le spineur gaussien en x
et z :

Ψ0(x, z) = (2πσ2
0)−

1
2 e
− (z2+x2)

4σ2
0

(
cos θ02 e

i
ϕ0
2

i sin θ0
2 e
−iϕ0

2

)
(47)

avec r = (x, z). La variable y est traitée de manière classique avec y = vt. Pour l’atome d’argent9, on am = 1, 8×10−25

kg, v = 500 m/s, σ0=10−4m. Dans (47), θ0 et ϕ0 sont les angles polaires caractérisant l’orientation initiale du vecteur
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Figure 3: Schéma de l’expérience de Stern et Gerlach : un jet d’atomes d’argent, préparé dans un état pur (ϕ0, θ0) et issu de
l’enceinte E traverse un champ magnétique inhomogène (aimant A1) puis se sépare en deux faisceaux distincts donnant sur la
plaque P1 deux taches distinctes d’intensité N+ et N−.

représentant le moment magnétique, θ0 correspond à l’angle avec (Oz). Ici, nous avons un état pur et tous les atomes
d’argent ont la même orientation du moment magnétique.

La plupart des livres de cours de mécanique quantique ne prennent pas en compte l’extension spatiale f(r) =

(2πσ2
0)−

1
2 e
− (z2+x2)

4σ2
0 du spineur (47) et se contentent de prendre la fonction d’onde dans l’espace de Hilbert de dimension

2 engendré par |0〉 =
(

1
0

)
et |1〉 =

(
0
1

)
:

|ψ0〉 = cos
θ0

2
ei
ϕ0
2 |0〉+ i sin

θ0

2
e−i

ϕ0
2 |1〉 (48)

En ne retenant pour le système quantique que la fonction d’onde (48) avec l’orientation (θ0, ϕ0), on perd le caractère
individuel du spineur (47) et on n’en garde que le caractère statistique. L’extension spatiale du spineur (47) nous
permet en effet de prendre en compte la position initiale (x0, z0) du centre de masse de la particule (variable externe)
et de rendre l’évolution du système quantique (fonction d’onde + position) déterministe.

Le spineur initial (47) est en fait uniquement la fonction d’onde externe de l’atome d’argent. La fonction d’onde
interne de l’atome d’argent n’est pas utile pour décrire l’expérience. Cependant le fait que l’atome d’argent ait un
spin provient du fait de l’addition de tous les moments de spin de ses électrons internes. Les atomes à nombre impair
d’électrons, comme l’atome d’argent qui en compte 47, ont un spin demi-entier.

L’évolution du spineur Ψ =
(
ψ+

ψ−

)
dans un champ magnétique B = (Bx, By, Bz) est alors donnée par l’équation de

Pauli9 :

i~
( ∂ψ+

∂t
∂ψ−
∂t

)
= − ~2

2m
∆

(
ψ+

ψ−

)
+ µBBσ

(
ψ+

ψ−

)
(49)

où µB = e~
2me

est le magnéton de Bohr, σ = (σx, σy, σz) correspond aux trois matrices de Pauli et où Bσ correspond
à la matrice Bxσx +Byσy +Bzσz.

Les atomes d’argent entrent dans un champ électromagnétique B orienté principalement suivant l’axe (Oz), Bx =
B′0x ; By = 0 ; Bz = B0 − B′0z, avec B0 = 5 Tesla, B′0 =

∣∣∂B
∂z

∣∣ = −
∣∣∂B
∂x

∣∣ = 103 Tesla/m sur une longueur ∆l = 1 cm.
À la sortie du champ magnétique, on a affaire à des particules libres jusqu’à la plaque P1 placée à une distance
D = 20 cm.

La particule reste un temps ∆t = ∆l
v = 2×10−5s dans le champ magnétique. À la sortie de ce champ, on montre31,35

qu’à l’instant t+ ∆t (t ≥ 0), le spineur externe est égal à :

Ψ(xG, zG, t+ ∆t) =

(
R+e

i
S+
~

R−e
i
S−
~

)
'

 cos θ02 (2πσ2
0)−

1
2 e
− (zG−z∆−ut)

2+x2
G

4σ2
0 ei

muzG+~ϕ+
~

i sin θ0
2 (2πσ2

0)−
1
2 e
− (zG+z∆+ut)2+x2

G
4σ2

0 ei
−muzG+~ϕ−

~

 (50)

avec :

z∆ =
µBB

′
0(∆t)2

2m
= 10−5m, u =

µBB
′
0(∆t)

m
= 1m/s. (51)
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Dans l’interprétation de Broglie-Bohm, le spineur externe va permettre de définir la trajectoire XG(t) =
(xG(t), zG(t)) du centre de masse de l’atome d’argent à partir de sa position initiale XG(0) = (xG(0), zG(0) par
la formule4,52 :

dXG(t)

dt
=

~
2mρ

Im(Ψ†∇Ψ)|x=XG(t) (52)

où Ψ† = (Ψ+∗,Ψ−∗) et ρ = Ψ†Ψ. Bohm et al.4 définissent également un champ de vecteurs de spin s comme :

s(x, t) =
~
2ρ

Ψ†(x, t)σΨ(x, t) =
~
2

(sinθ sinϕ, sinθ cosϕ, cosθ). (53)

Le vecteur de spin d’une particule individuelle est évaluée le long de sa trajectoire comme étant : s = s(XG(t), t). Ce
vecteur spin est totalement défini par le spineur et la position du centre de masse de la particule.

La figure 4 représente ρ(zG, t) =
∫

Ψ†(xG, zG, t)Ψ(xG, zG, t)dxG, la densité de probabilité de présence de l’atome
d’argent pour les valeurs θ0 = π/3 et φ0 = 0. L’axe (Oy), de propagation du jet, est en abscisse (y = vyt) et l’axe (Oz)
en ordonnée (la variable x n’est pas représentée car l’onde reste gaussienne selon cet axe). L’aimant A1 est représenté
sur la figure par les deux rectangles blancs, il est long de ∆l = 1cm et il y a D = 20cm de parcourt libre avant que
l’atome soit mesurée sur l’écran de détection P1. Une trajectoire est aussi représentée sur la figure 4 ainsi que son
spin s(XG(t), t) le long de cette trajectoire. Si la position du centre de masse de la particule est située dans le haut
du paquet d’onde, comme sur la figure, alors la particule va être mesurée en spin UP ; si la position initiale est plus
basse, elle sera mesurée DOWN.

Figure 4: Les flèches indiquent l’orientation θ du vecteur spin s (initialement θ0 = π/3) le long de la trajectoire. La position
de la particule existe avant la mesure ; la particule suit alors une trajectoire déterministe et l’impact sur l’écran ne fait que
révéler sa position.

Comme pour les particules où le spin n’intervient pas, le spineur externe qui utilise uniquement la résolution de
l’équation de Pauli sur les variables externes, donne les mêmes résultats statistiques que la mécanique quantique
habituelle pour l’expérience de Stern-Gerlach. Sa résolution permet35 de proposer une claire interprétation de la
mesure du spin en démontrant les postulats de la mesure et le postulat de réduction du paquet d’onde. L’expérience
de Stern et Gerlach n’est pas la mesure de la projection du spin selon l’axe (Oz), mais le redressement de l’orientation
du spin soit dans la direction du gradient du champ magnétique, soit dans la direction opposée. Le résultat dépend
de la position initiale du centre de masse de la particule dans la fonction d’onde externe. C’est une explication simple
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de la non contextualité de la mesure du spin le long de différents axes. La durée de la mesure est le temps nécessaire
à la particule pour redresser son spin dans la direction finale. La valeur "mesurée" (le spin) n’est pas une valeur
pré-existante comme la masse et la charge de la particule mais une valeur contextuelle conforme au théorème de
Kochen et Specker.

Remarque 4 - Expérience EPR-B - Pour l’expérience EPR-B, le spineur total (état singulet des deux particules
intriquées) est encore uniquement le spineur externe. Mais comme pour l’expérience de Stern et Gerlach, la fonction
d’onde singulet initiale a une extension spatiale :

Ψ0(xAG,x
B
G) =

1√
2
f(xAG)f(xBG)(|+A〉|−B〉 − |−A〉|+B〉) (54)

où xAG et xBG sont les centres de gravité des particules A et B et où f(x) = (2πσ2
0)−

1
2 e
− x2

4σ2
0 .

Il est possible de retrouver cette fonction singulet (54) à partir du principe de Pauli. Pour cela, nous supposons qu’à
l’instant de la création des deux particules intriquées A et B, chacune des particules a une fonction d’onde initiale
ΨA

0 (xAG, θ
A
0 , ϕ

A
0 ) et ΨB

0 (xBG, θ
B
0 , ϕ

B
0 ) avec des spins opposées : θB0 = π− θA0 , ϕB0 = ϕA0 − π. On peut se reporter à notre

article “Replacing the Singlet Spinor of the EPR-B Experiment in the Configuration Space with two Single-particle
Spinors in Physical Space”35 où on montre comment interfèrent ces trois spineurs externes, le spineur singulet avec
extension spatiale qui vérifie l’équation de Pauli et les spineurs des deux particules intriquées avec leurs extensions
spatiales.

V. L’INTERPRÉTATION DE LA FONCTION D’ONDE INTERNE : INTERPRÉTATION DE SCHRÖ-
DINGER

Nous allons voir dans cette section que, si elle est restreinte à la fonction d’onde interne, l’interprétation de Schrö-
dinger, est un candidat valable pour l’interprétation de cette onde interne.

Schrödinger propose dès 1926, puis au congrès Solvay de 1927 et enfin en 195250 lors d’une forte controverse avec
l’école de Göttingen-Copenhague, une interprétation de la fonction d’onde à la fois réaliste et déterministe, comme le
rapporte Born dans sa conférence Nobel en 19546 : “En outre Schrödinger croyait que sa théorie ondulatoire rendait
possible un retour au déterminisme de la Physique classique : il proposa (et il a renouvelé récemment50 avec insistance
cette proposition) d’abandonner complètement l’image des particules et, au lieu de considérer les électrons comme
de petits éléments discrets, de parler d’une distribution continue de densité |ψ|2, ou de densité électrique e|ψ|2.” On
peut comprendre les critiques d’une telle interprétation pour la fonction d’onde totale, mais les arguments contre ne
sont a priori plus valables pour la fonction d’onde interne. La critique la plus importante correspondait en effet à la
contradiction entre ce que considère Schrödinger : “the particles are narrow wave packets” et le fait que la fonction
externe s’étale dans le temps comme le fait remarquer Born dans la suite de son discours Nobel.

Dans l’interprétation de Schrödinger restreinte à la fonction d’onde interne, les particules du système quantique sont
toujours étendues et l’électron par exemple peut être vu comme un nuage électronique ayant comme densité de charges
ρint = e|Φ(x, t)|2, et dont les propriétés sont déterminées par l’équation de Schrödinger. Dans cette interprétation, si
à chaque particule du système quantique on peut associer une fonction interne individuelle, la position du centre de
masse de cette particule est égale à :

X(t) =

∫
x |ψ(x, t)|2dx (55)

et vérifie le théorème d’Ehrenfest. L’interprétation de Schrödinger pour la fonction d’onde interne est alors détermi-
niste.

Donnons quelques arguments en la faveur de l’interprétation de Schrödinger pour la fonction d’onde interne :
— C’est l’interprétation réaliste la plus simple pour la fonction d’onde interne. La critique habituelle (le problème

de la mesure) n’est plus valable car elle ne s’adresse qu’à l’interprétation de la fonction d’onde externe.
— Cette interprétation est à la base du modèle de l’électron élastiquement lié.
— Le premier théorème de Hohenberg et Kohn39, qui est à la base de la théorie de la fonctionnelle densité et

qui stipule qu’à une densité électronique donnée correspond une fonction d’onde unique, est fondamentalement
compatible avec l’interprétation de Schrödinger de la fonction d’onde interne. L’énergie cinétique des électrons
est alors approximée comme une fonctionnelle explicite de la densité, tandis que les contributions de l’attraction
noyau-électron et de la répulsion électron-électron sont traitées de manière classique.

— La théorie de la double solution avec l’interprétation de Schrödinger est donc aussi fondamentalement compatible
avec la méthodologie de la dynamique moléculaire.
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Dans la fin de cette section, montrons que cette hypothèse se valide bien pour le cas de l’électron dans l’atome
d’hydrogène. Commençons par remarquer que les solutions habituelles des cours de mécanique quantique correspondent
à des solutions stationnaires de l’électron et non à des paquets d’ondes localisés sur une trajectoire périodique.

On trouve dans Bialynicki-Birula41, Kalinski, Eberly, Buchleitner et Delande8 les premières constructions d’un
paquet d’ondes non dispersif en dimension 3 pour l’atome d’hydrogène en présence d’une micro-onde polarisée circu-
lairement. “En passant dans le référentiel tournant, le système devient indépendant du temps et il existe un point fixe
stable située à une distance finie du noyau le long de l’axe du champ électrique de la micro-onde. Dans le référentiel
du laboratoire, cela correspond à une orbite circulaire de Bohr parcourue à une vitesse angulaire constante égale à
celle de la micro-onde ; cette orbite est le centre de l’ilôt de résonance. A son voisinage, on peut construire des paquets
d’ondes quantiques qui tournent autour du noyau sans se déformer. Ces paquets d’ondes ne sont pas Gaussiens, mais
totalement non dispersifs”21. Ces paquets d’ondes non-dispersifs correspondent à des trajectoires périodiques et sont
vecteurs propres de l’opérateur de Floquet.

Figure 5: Paquet d’ondes cohérent de l’atome d’hydrogène, d’après l’image de8.

La figure 5 montre un tel paquet d’ondes, en forme de banane, calculé dans un champ de fréquence voisine de
30 Ghz avec un nombre quantique principal n = 60. Le paquet est à environ 4000 rayons de Bohr du noyau et tourne
autour de celui-ci dans le plan horizontal sans se déformer.

La première réalisation expérimentale déterminante de paquets d’ondes non-dispersifs pour l’atome d’hydrogène a
été éffectuée en 2004 par Maeda et Gallagher43, avec l’observation d’une durée de vie supérieure à 15000 périodes du
champ, à comparer aux 10 périodes observées en l’absence de champ pour la dispersion du paquet d’ondes.

Comme l’avait remarqué Schrödinger, ces paquets d’ondes dynamiques sont difficiles à déterminer car ils n’en existe
pas de représentation analytique. Mais on peut calculer analytiquement la dynamique du centre de gravité de ces
états en utilisant les théorèmes de Floquet et d’Ehrenfest.

Enfin, dans la discussion de 1952 entre Schrödinger et l’école de Copenhague-Göttingen sur les sauts quantiques,
l’expérience récente (2019) de Minev, Devoret et al.46 sur “le saut de l’état fondamental à un état excité d’un atome
artificiel supraconducteur à trois niveaux”, donne raison à Schrödinger car “les résultats expérimentaux démontrent
que l’évolution de chaque saut effectué est continue, cohérente et déterministe”. Étant donné que l’interprétation de
la fonction d’onde interne est déterministe, alors notre double solution est également une théorie déterministe.

Remarque 5 - Fonction d’onde externe négligée - Les transitions d’états de la fonction d’onde interne se
mesurent indirectement via l’énergie des particules emises (photons, électrons). C’est le cas des mesures de raies
spectrales de vapeur atomique (de type raies de Balmer, par exemple, ou les expériences de Franck et Hertz) ou des
expériences de sauts quantiques de Dehmelt (fluorence sur un ion unique à trois niveaux). Dans ces expériences, la
fonction d’onde externe (du centre de masse) du système quantique est négligée. Ce n’est plus le cas des expériences
de refroidissement d’atomes, où il faut tenir compte du recul du centre de masse après chaque absorption/émission.

Notons qu’il est aussi possible de restreindre l’interprétation de Copenhague à la fonction d’onde interne.
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Remarque 6 - Interprétation de Copenhague restreinte à la fonction d’onde interne - Remarquons que
si l’on restreint l’interprétation de Copenhague à la seule fonction d’onde interne, celle-ci redevient cohérente. En
effet, la critique majeure de l’interprétation de Copenhague, ne concerne ni le réalisme et ni le déterminisme, mais
l’incohérence d’avoir un postulat au moment de la mesure (postulat de réduction du paquet d’onde) qui n’est pas relié
explicitement à l’évolution de la fonction d’onde (équation de Schrödinger). La théorie quantique ne précise pas s’il faut
utiliser le postulat de réduction du paquet d’onde ou l’équation de Schrödinger. Cet incohérence conduit au problème dit
de la mesure45 et constitue un problème théorique majeur de la mécanique quantique. Cependant si l’interprétation de
Copenhague ne concerne que la seule fonction d’onde interne, alors le postulat de la réduction du paquet d’ondes n’est
plus nécessaire. En effet, la mesure déterministe est prise en charge par l’onde externe et le problème de la mesure ne
se pose pas pour la fonction d’onde interne.

VI. LA DÉCOMPOSITION DE L’EXTERNE ET DE L’INTERNE DES ÉTATS COHÉRENTS DE L’OS-
CILLATEUR HARMONIQUE

La fonction d’onde des états cohérents quasi-classiques de l’oscillateur harmonique est très particulière comme l’avait
remarqué Schrödinger. Elle correspond à un paquet d’ondes qui garde sa forme et dont le centre de gravité suit une
trajectoire périodique (T = 2π/ω) identique à celle du centre de gravité d’un oscillateur harmonique classique. Elle est
à la fois solution de l’équation de Schrödinger dépendante du temps et vecteur propre de l’opérateur d’annihilation.
Elle ne correspond pas à une décomposition de l’hamiltonien en une partie externe et une partie interne, mais nous
allons montrer qu’il est cependant probable qu’en plus du mouvement externe du centre de gravité, il existe un
mouvement interne de rotation du paquet d’ondes autour de son centre de gravité .

Pour cela, considérons les états cohérents de l’oscillateur harmonique à deux dimensions. Ils sont solutions de
l’équation de Schrödinger dépendante du temps avec le potentiel V (x) = 1

2mω
2(x2 +y2) et la fonction d’onde initiale :

Ψ0(x) =
(
2πσ2

~
)− 1

2 e
− (x−x0)2

4σ2
~

+i
mv0.x

~ (56)

avec :

σ~ =

√
~

2mω
. (57)

Notons que la largeur du paquet d’onde initial dépend de ~, ce qui n’était pas le cas pour les paquets d’onde représentant
des jets de particules. Nous obtenons pour la densité et l’action initiale :

ρ~0(x) = (2πσ2
~)−1e

− (x−x0)2

2σ2
~ et S0(x) = S~

0 (x) = mv0 · x. (58)

La fonction d’onde Ψ(x, t), solution de l’équation de Schrödinger pour l’oscillateur harmonique 2D avec la condition
initiale (56), correspond à un état cohérent et est égale à :

Ψ(x, t) =
(
2πσ2

~
)− 1

2 e
− (x−x(t))2

4σ2
~

+i
mv(t)·x−g~(t)

~ (59)

où x(t) et v(t) correspondent à la position et à la vitesse d’une particule classique soumise au potentiel V (x) =
1
2mω

2(x2 + y2) et ayant x0 et v0 comme position et vitesse initiales et où g~(t) =
∫ t

0
(~ω+ 1

2mv2(s)− 1
2mω

2x2(s))ds.
On en déduit les valeurs de la densité ρ~(x, t) et de l’action S~(x, t), solutions des équations de Schrödinger avec les
conditions initiales (58) :

ρ~(x, t) =
(
2πσ2

~
)−1

e
− (x−x(t))2

2σ2
~ et S~(x, t) = mv(t) · x− g~(t) (60)

Le centre de gravité de ce paquet d’ondes suit bien la trajectoire classique x(t).
Considérons l’énergie E(x, t) défini par l’équation i~∂Ψ

∂t (x, t) = E(x, t)Ψ(x, t) est égale à g′(t)−mdv(t)
dt ·x+i~x−x(t)

2σ2
~
·

v(t). Sur la trajectoire classique, pour x = x(t), cette énergie est constante et égale à

E(x(t), t) = ~ω +

(
1

2
mv2(t) +

1

2
mω2x2(t)

)
= ~ω +

(
1

2
mv2

0 +
1

2
mω2x2

0

)
. (61)

L’état cohérent est donc un état d’énergie constante sur la trajectoire x(t). L’énergie converge bien vers l’énergie
classique (E0 = 1

2mv2
0 + 1

2mω
2x2

0) quand ~ tend vers 0.
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Le potentiel quantique Q~(x, t) = − ~2

2m

∆
√
ρ√
ρ = ~ω− 1

2mω
2(x−x(t))2 est aussi constant (et égal à ~ω) pour le centre

du paquet d’onde et tend vers zéro quand ~ tend vers 0.
Si on prend au sérieux l’interprétation de Schrödinger, elle doit pouvoir expliquer l’énergie ~ω de l’état fondamental

de l’oscillateur harmonique à deux dimensions représenté par un disque de densité ρ(x, y) =
(
2πσ2

~
)−1

e
− x

2+y2

2σ2
~ . Pour

cela, il faut tenir compte du courant de probabilité de Gordon. En effet dès 1928, Gordon38 montre que le courant
de probabilité de Dirac se décompose en un courant de connexion et un courant lié au spin. Dans l’approximation
non relativiste de Pauli, ce courant lié au spin s’écrit JPauli−spin = ~

2m∇ × (Ψ∗σΨ). Si on suppose de plus que le
spineur de Pauli est dans un état stationnaire Ψ(x, t) = ψ(x, t)χ où χ est un spineur constant tel que χ∗χ = 1, alors
comme le montre Holland40, le courant de Gordon devient le courant de spin de Schrödinger JSchr−spin = ~

2m∇ρ
~×k

où k = χ∗σχ qu’il faut ajouter au courant de convection ρ~∇S
~

m . On prendra donc comme vitesse v~(x, t) totale la
somme des deux vitesses précédentes

v~(x, t) =
∇S~(x, t)

m
+

~
2m
∇ log ρ~(x, t)× k (62)

qui vérifie l’équation de continuité (35) de Madelung. Pour l’oscillateur harmonique 2D, le champ de vitesse à l’instant
t au point x s’écrit alors, en posant Ω = ωk :

v~(x, t) = v(t) + Ω× (x− x(t)). (63)

Selon notre grille de lecture, la vitesse de convection correspond à la vitesse du centre de masse et le champ de vitesse
de spin à la rotation de la particule sur elle-même (évolution interne). Dans cette interprétation, le champ de vitesse
(63) correspond bien à la vitesse d’un solide plan dont le centre de gravité suit la trajectoire classique x(t) et qui
tourne autour de son centre de gravité parallèlement à la direction du spin avec une vitesse angulaire ω.

Théorème 2 - Dans l’interprétation de Schrödinger, les états cohérents de l’oscillateur harmonique 2D évoluent
comme une particule étendue dont l’énergie est égale à (61), la somme de l’énergie du centre de gravité (qui est
continue et constante sur la trajectoire) et de l’énergie ~ω liée à la rotation de la particule autour de son centre de
gravité (qui est quantifiée et constante le long de la trajectoire).

Démonstration : on calcule l’énergie moyenne avec le champ de vitesse (63) à l’instant t. On trouve succesivement :

E = <
1

2
m(v~)2(x, t) +

1

2
mω2x2 >

= <
1

2
mv2(t) > + <

1

2
mω2(x− x(t))2 > + <

1

2
mω2x(t)2 > + <

1

2
mω2(x− x(t))2 >

=
1

2
mv2

0 +
~ω
4

+
~ω
4

+
1

2
mω2x2

0 +
~ω
4

+
~ω
4

=

(
1

2
mv2

0 +
1

2
mω2x2

0

)
+ ~ω.

Remarque 7 - Vide quantique - Dans cette interprétation, l’état fondamental de l’oscillateur 2D, où x0 = v0 = 0

et E = ~ω et a pour fonction d’onde : Ψ0(x, y) = (2πσ2
~)−

1
2 e
− x

2+y2

4σ2
~ . Cet état fondamental ne semble pas correspondre

à un état du vide comme on l’interprète habituellement, mais correspondre à l’état d’une particule en rotation sur
elle-même avec la période ω. L’étude du vide pourrait en être fortement impactée.

Remarque 8 - Inégalités d’Heisenberg - Le sens des inégalités d’Heisenberg peut être revu selon l’interprétation
des fonctions d’onde externe et interne. Pour la fonction d’onde externe, ce sont des inégalités qui correspondent à
une incertitude sur la position et la vitesse d’une particule parmi un ensemble de particules indiscernées (interpréta-
tion habituelle de la théorie de de Broglie-Bohm). Pour la fonction d’onde interne, elles correspondent, comme pour
l’oscillateur 2D, à une égalité liée à l’indétermination sur la position et la vitesse d’un élément d’une particule unique
et étendue.

Comme on a pu le constater, la fonction d’onde des états cohérents est à la fois une fonction d’onde externe et une
fonction d’onde interne. Ces états cohérents sont peut-être la clé qui permet de faire le lien entre ces deux fonctions
d’onde.
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VII. IMPACTS SUR LA THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPS ET LA RELATIVITÉ

Cette existence d’une double solution avec une fonction d’onde externe et une fonction d’onde interne devrait avoir
des conséquences très importantes pour la théorie quantique des champs et pour les relativités restreinte et générale.
On peut déjà faire les remarques suivantes :

— Les espaces qui correspondent aux deux fonctions d’onde ne sont pas de même nature, l’externe correspond à
un concept (la position ponctuelle du centre de masse et son référentiel) de nature mathématique où on peut
faire converger la constante de Planck vers 0, l’interne est plutôt physique et ~ est une constante nécessaire pour
la stabilité de la matière. On retrouve la séparation de de Broglie en deux ondes : la fonction d’onde interne
correspond à “l’onde physique réelle et non normable” qu’il nomme u et la fonction d’onde externe correspond à
“une représentation de probabilité” qu’il nome Ψ. On note cependant une différence consernant la singularité qui
est pour notre cas dans la fonction d’onde externe et represente le centre de masse, tandis que pour de Broglie
la singularité est portée par l’onde u.

— On a séparé le spectre en énergie de la fonction d’onde totale en deux : le spectre en énergie continu pour la
fonction d’onde externe et le spectre en énergie discret pour la fonction d’onde interne.

— La fonction d’onde externe est non locale (c’est la variable cachée non locale de l’expérience EPR-B) tandis que
la fonction d’onde interne est locale.

— Les mesures, qui passent par l’intermédiaire des positions, se font dans l’espace externe et non dans l’espace
interne.

— Il est fortement possible que la fonction d’onde interne entre plusieurs particules ne soit pas relativiste, seule
la fonction externe l’étant (car on ne connait pas actuellement de fonction d’onde relativiste entre plusieurs
particules).

— S’il existe un référentiel privilégié (éther), il est lié aux fonctions d’onde externes et il les supporte.
— La gravité agit sûrement sur la fonction d’onde externe comme le montre les équations (7 et 8), (19 et 21) et (29

et 30), et elle n’agit peut-être pas sur la fonction d’onde interne. On en déduit l’hypothèse que la fonction d’onde
externe est liée à la gravitation tandis que la fonction d’onde interne serait liée aux autres forces physiques. La
gravitation pourrait alors ne pas être quantifiée.

— Pour qu’il y ait interaction entre particules dans les diagrammes de Feynmann, il est nécessaire que les centres
de masse se rejoignent (même coordonnées dans l’espace-temps) ; alors l’interaction entre les particules se fait
alors à partir des fonctions d’onde internes de chacune d’entre elle.

VIII. UNE EXPÉRIENCE CRUCIALE : INTERFÉRENCES ASYMÉTRIQUES

Pour définir une expérience permettant de valider l’existence simultanée des fonctions d’onde externe et interne,
nous nous baserons sur les résultats de deux expériences, une expérience déjà ancienne (1983) de l’équipe de Serge
Haroche26 avec des atomes de Rydberg où la taille des atomes intervient et une expérience plus récente (1999) de
l’équipe de Zeilinger1 avec des molécules C60 où la taille des molécules n’intervient pas.

Dans l’expérience d’Haroche, on mesure “la transmission d’un jet d’atomes de Rydberg à travers une grille métallique
faite d’un réseau de fentes micrométriques. La transmission décroît linéairement avec le carré du nombre quantique
principal n, avec une coupure pour une valeur maximum de n”. Ainsi dès que n est assez grand (n ≥ 60 dans cette
expérience pour des fentes de 1 µm de large), la densité des particules mesurée après les fentes est nulle. L’interprétation
habituelle, qui ne fait pas de différence entre l’onde et la particule, suppose que, si les particules ne passent pas, la
fonction d’onde (totale) de la particule ne passe pas non plus et donc qu’elle est nulle derrière les fentes ; c’est
l’hypothèse standard.

Dans l’expérience d’interférences de Zeilinger avec des molécules C60, les résultats expérimentaux montrent que la
densité des molécules C60 après les fentes se calcule en prenant uniquement la fonction d’onde du centre de masse
(onde externe) et en ne tenant pas compte de l’onde interne de la molécule.

Dans l’interprétation des fonctions d’onde externe et interne, où on fait la différence entre l’onde du centre de
gravité et celle de la molécule, les conditions de passage par une fente de l’onde externe et de l’onde interne peuvent
être différentes : si une fente est plus petite que la taille de l’onde interne de la particule, alors la particule ne passera
pas la fente et son onde exeterne non plus. Mais si il y a deux fentes une plus petite que la taille de l’onde interne et
une plus grande, l’onde interne pourra passer par la grande fente mais pas par la petite. Si elle passe par la grande,
quand est-il alors de son onde externe ? Elle passera évidemment par la grande fente, mais passera-t-elle également
par la petite ?

Nous avons proposé deux expériences permettant de tester cette hypothèse, l’une qui utilise des molécules de
fullerènes33, l’autre qui utilise des atomes de Rydberg30 et qui est actuellement réalisable, contrairement à celle avec
les fullerènes.
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L’idée de ces expériences est de réaliser des interférences, non à partir de deux fentes identiques, mais à partir
d’une fente A (grande par rapport à la taille d’un atome de Rydberg ou d’un fullerène) et d’une grille B de plusieurs
centaines de petites fentes qui ne laissent pas passer l’atome ou la molécule. Soit par exemple pour les atomes de
Rydberg avec n = 60, une fente A de 100 µm et une grille B de 1000 fentes de 0,1 µm. On montre par simulation30
que les résultats d’interférence permettent de discriminer entre l’hypothèse standard et l’hypothèse alternative.

IX. CONCLUSION

Nous avons proposé une théorie de la double solution répondant aux spécification de Louis de Broglie20 :
“J’introduisais, sous le nom de "théorie de la double solution" l’idée qu’il fallait distinguer deux solutions

distinctes, mais intimement reliées à l’équation des ondes, l’une que j’appelais l’onde u étant une onde
physique réelle et non normable comportant un accident local définissant la particule et représenté par une
singularité, l’autre, l’onde ψ de Schrödinger, normable et dépourvue de singularité, qui ne serait qu’une
représentation de probabilités.”

Dans notre approche, la fonction d’onde totale d’un système quantique se décompose en une fonction d’onde externe
correspondant aux variables externes du système quantique (position et vitesse du centre de masse, orientation du
spin global) et une fonction d’onde interne correspondant aux variables internes du système quantique. Les fonctions
d’onde interne et externe correspondent respectivement aux ondes u et ψ de la spécification de de Broglie, l’onde
totale étant approximativement le produit des ondes u et ψ. La fonction d’onde interne u est une onde physique
représentant le système quantique microscopique tandis que la fonction d’onde externe ψ est une onde associée au
centre de masse du système quantique.

Cette décomposition mathématique en deux fonctions d’onde est déjà connue et utilisée pour de nombreuses expé-
riences. On montre dans cet article que cette décomposition n’est pas seulement mathématique mais aussi porteuse
d’un sens physique avec des interprétations différentes.

En étudiant la convergence de la fonction d’onde externe ψ lorsque h tend vers 0, nous avons montré qu’il est fort
probable qu’elle "pilote" le centre de masse du système quantique comme dans l’interprétation de l’onde pilote de
Broglie-Bohm. Elle est, de plus, compatible avec l’interprétation statistique de Born.

L’interprétation de la fonction d’onde interne u peut être reliée à l’interprétation de Schrödinger où les densités
des fonctions d’onde des particules correspondent à de réelles densités. Les centres de gravité des particules suivent
des trajectoires classiques à partir du théorème d’Ehrenfest et cette interprétation de la fonction d’onde interne est
déterministe. On en conclu que notre approche de la double solution est déterministe.

Elle permet de comprendre les débats sur l’interprétation de la mécanique quantique, en particulier ceux du congrès
Solvay de 1927, chacun des pères fondateurs ayant une part de vérité sur une des deux fonctions d’onde qu’il généralise
à la fonction d’onde globale : de Broglie pour l’onde pilote de la fonction d’onde externe, Schrödinger pour le soliton de
la fonction d’onde interne, Born pour l’interprétation statistique de la fonction d’onde externe, l’école de Copenhague
pour le caractère complet de la fonction d’onde interne, Einstein qui hésite entre de Broglie, Schrödinger et Born en
accordant à chacun une part de vérité :

“Des considérations précédentes, il résulte que la seule interprétation de l’équation de Schrödinger jus-
qu’à présent admissible est l’interprétation statistique donnée par Born. Cependant, celle-ci ne donne pas
la "description réelle" du système individuel, elle ne produit que des énoncés statistiques relatifs à des
ensembles de systèmes.”25

Cette double solution expliquée par les fonctions d’onde externe et interne est une grille de lecture nouvelle qui
permet de revoir sous un nouveau paradigme les relations entre la relativité et la mécanique quantique : la relativité
et la gravitation seraient liées à la fonction d’onde externe (ensemble des centres de masse) mais pas directement à la
fonction d’onde interne.

Il reste cependant beaucoup à faire sur cette théorie de la double solution, pour laquelle Louis de Broglie aura, en
1966, cette interrogation pathétique et cette lucidité sur sa direction de recherche et le regard de l’histoire :

“L’avenir, un avenir que je ne verrai sans doute pas, tranchera peut-être la question : il dira si mon
point de vue actuel est l’erreur d’un homme déjà assez âgé qui reste attaché aux idées de sa jeunesse ou,
au contraire, s’il traduit la clairvoyance d’un chercheur qui a réfléchi pendant toute sa vie sur le problème
le plus fondamental de la physique contemporaine”18
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