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Résumé : nous étudions des conjectures de Bertrand et Rodriguez-Villegas sur le comportement du covo-
lumes de sous réseaux du groupe des unités (via le plongement logarithmique) et montrons que ces conjectures
sont vraies dans plusieurs cas. Ces résultats prolongent nos résultats antérieurs ainsi que ceux de nombreux
auteurs dont récemment Chinburg-Friedman-Sundstrom.

1 Introduction

Soit K un corps de nombres, de degré d = [K : Q], notons O} son groupe des unités de rang rx. On
considére le plongement logarithmique usuel

O — RI¥
€ — Lk () = (dyloglely))

VEMEK o0

ou l'indice varie dans I’ensemble Mk o, de cardinal o := rx + 1 des places archimédiennes de K (l'ordre
étant sans importance) et ot d, = [K, : R] est le degré local (valant 1 pour les places réelles et 2 pour les
places complexes). On munit R7% de la métrique euclidienne naturelle (rendant mutuellement orthogonaux
chaque facteur R et donnant a 1 la norme 1); on notera (-,-) le produit scalaire correspondant. Dans ces
conditions £k (O%) est un sous-groupe discret de R7%, contenu dans 'hyperplan H d’équation Y ;% z; = 0.
C’est un Z-module libre de rang 7.

Le probléme de Lehmer, ouvert depuis les années 30 prédit une minoration de la hauteur de Weil loga-
rithmique et absolue d’'un nombre algébrique non nul « qui n’est pas une racine de 1'unité, uniquement en



termes du degré de son corps de définition. Ce probléme peut ainsi étre vu comme une prédiction sur le
comportement du premier minimum du réseau Lx(O%) (ou Pon munit cette fois R7% de la métrique Lq
standard et ot K est simplement Q(«)). En effet, une réduction facile permet de se ramener au cas ot « est
une unité.

A Tautre extrémité du spectre, si A est un sous-groupe discret de H, on dispose de la notion de covolume
Vol(A) défini comme étant le volume (pour la mesure de Lebesgue associée a cette normalisation) d’une
maille fondamentale de A vu comme un réseau de A ® R. Si E est un sous-groupe de O}, on pose alors pour
alléger Volg (F) = Vol(Lk (E)). Plus explicitement, si €1, ...,&,, est une base quelconque de E,

Volg (E)? = E det (d, log |€i])T<i<m
JCMKAO veJ
Card(J)=m

Ainsi Volg (O} ) sera simplement le covolume du groupe des unités O}, via L, c¢’est-a-dire le régulateur de
K multiplié par ,/ok. Des minorations exponentielles en le degré sont connues depuis Zimmert (confer [Zi]).

Ces questions (étude du probléme de Lehmer, étude du régulateur) sont cependant restées bien distinctes
et ont connu des développements paralléles pendans plusieurs décennies. Dans le courant des années 90, D.
Bertrand a proposé d’unifier ces questions en proposant 1'étude du réseau euclidien £k (OF).

On note V (K, m) l'infimum de Volg (E), pour E parcourant les sous-groupes de rang m de O, et V(m)
linfimum de V(K,m) pour K parcourant les corps de nombres tels que rx > m. Avec ces notations, une
question posée en 1997 par D. Bertrand [Be, Problem (ii), (iii) p. 210] peut s’énoncer ainsi :

Question 1.1 (D. Bertrand).
(i) Est-ce qu’il existe un entier m > 2 et une constante positive c¢(m) > 0 tel que

V(m) > c(m) ?

(ii) Est-ce qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout corps de nombres K (avec rx > 1), on ait :
V(K,1)>c/\/Tx ?

La question (i) a une réponse positive d’aprés [Am-Da, Corollaire 1.10], dés que m > 3. En fait, ce corollaire
montre que pour tout corps de nombres de degré d et pour tout £ > 0, il existe ¢(m,e) > 0 tel que

V(K,m) > ¢(m,e)d™/>717¢,

De fagon indépendante, F. Rodriguez-Villegas a conjecturé en 2002 une minoration pour la norme L; d’un
élément non trivial du produit extérieur A" L (O} ). Cette conjecture a été ensuite renforcée (voir [Ch-Fr-Su],
note de bas de page 1) et peut s’énoncer ainsi :

Conjecture 1.2 (F. Rodriguez-Villegas). Iis existent deux constants absolues co > 0 et ¢; > 1 tel que pour
tout corps de nombres K et pour tout entier m, 1 < m < rg, on ait pour tout w € N"" Lk (O%), w #0 :

(i) ||lwl|l1 > co (version faible) ;

(i) ||wl|lx > co - € (version forte).

Ici la norme || - ||; est par rapport a la base canonique de A™R7% (pour plus des détails, le lecteur pourra
se rapporter a l'introduction de [Ch-Fr-Sul). Ainsi, siw = Lk (e1) A+ A Lk (em) est un vecteur pur,

ICx(E) A ALr(Em)li= ) det (dy log [eifv)1<i<m
JCMx o0 ved
Card(J)=m



Remarquons que, pour m fixé, le version faible et forte sont clairement équivalentes et la conjecture 1.2
devient I’analogue L; du probléme de Bertrand ci-dessus.

Pour m = 1, la conjecture 1.2 est équivalente & une conjecture de Lehmer [Le| (ouverte depuis 1933) sur la
hauteur des nombres algébriques. En effet, |]|; = 2dh(e) pour tout € € O3, ot h(-) est la hauteur de Weil.
A Dautre extréme, si m = rx la conjecture suit de la minoration exponentielle du régulateur d’un corps de
nombres [Zi].

Remarquons aussi que, si pour des petites valeurs de m le choix de la norme est cruciale (la conjecture est
fausse pour m = 1 si l'on remplace la norme L; avec la norme Lo), pour des grandes valeurs de ce paramétre,
on peut interchanger ces deux normes.

Ainsi, il peut paraitre opportun d’unifier les questions de D. Bertrand et F. Rodrigues-Villegas, en refor-
mulant cette derniére avec la norme Ly et en nous limitant pour 'instant aux vecteurs purs, c’est-a-dire a des
covolumes de sous-réseaux de L£(O% ). Nous nous bornerons pour le moment a considérer la conjecture 1.2
pour m > 2, en remplagant comme dans la question 1.1 la norme L; avec la norme Lo (ce qui la renforce),
et en se limitant & des vecteurs purs. Cela conduit a ’énoncé suivant.

Conjecture 1.3 (D. Bertrand - F. Rodriguez-Villegas).

(i) (version faible) Il existe deux constantes absolues co > 0 et c; > 0 tel que pour tout entier m > 2, on
ait V(K,m) >co- " ;

(i) (version forte) Dans l’énoncé (i) ci-dessus, on peut supposer ¢y > 1.

Comme pour la conjecture 1.2, pour m fixé les versions faibles et fortes sont clairement équivalentes.
Remarquons également que la minoration (i) montrerait non seulement la partie (i) de la question 1.8 mais
aussi que V(m) ne décroit pas trop vite en fonction de m. Par ailleurs, la minoration (ii) impliquerait la
version forte de la conjecture 1.2.

Parallélement & la conjecture 1.2, ou le cas m = 1 est équivalent au probléme de Lehmer, ici le cas m = 2
implique un analogue de la conjecture de Schinzel-Zassenhaus [Sc-Za], formule (3), qui est elle-méme une
conséquence du probléme de Lehmer (voir la fin du paragraphe 2). Le cas m = 2 semble donc hors de la
portée des méthodes actuelles.

Etant un réseau euclidien, £(O%) est en particulier un fibré vectoriel hermitien (suivant la terminologie
de J. B. Bost) et donc doté d’une hauteur, qui induit une hauteur sur A" L(O% ) par passage de la structure
hermitienne a la puissance extérieure. La conjecture 1.3 se lit donc (pour les vecteurs purs) comme ’assertion
que la pente maximale! de £(O}) est majorée indépendamment de K ou (pour un élément quelconque de
A" L(O%)) comme P'affirmation que le minimum absolu de la hauteur sur A™L(O% ) est minoré par O(m).
Le minimum absolu et la pente maximale sont évidemment des invariants trés liés, nous renvoyons le lecteur
a [Bo], [Bo-Ch], [Ga], [Ga-Re|, [An] sur ces questions et des encadrements précis entre ces divers invariants.
Vu sous cet angle, la question s’interpréte bien sans restriction sur ¢;. Evidemment, pour assurer que les
covolumes tendent vers I'infini avec m, il est important d’étre en mesure d’assurer ¢; > 1 (version forte (ii)).

Par ailleurs, la pente maximale et le minimum d’un réseau étant évidemment trés lié (Minkowski, confer
[Ga-Re], théoréme 1.1 dans le contexte des fibrés hermitiens en incluant le théoréme de Zhang), les covolumes
et le premier minimum de la puissance extérieure A" L(O%) sont trés liés (confer [Ga-Re], théoréme 7.1).
Il conviens toutefois de préter attention aux constantes de comparaison qui dépendent du rang du réseau
ambiant qui dans notre situation est le paramétre clef. Afin de conserver une unité de méthodes a ce texte,
nous nous limiterons donc, comme dans les résultats partiels antérieurs en direction de ces conjectures, aux
vecteurs w purs, i. e. w = Lx (1) A+ ALk (em) olt g; € O sont des unités multiplicativement indépendants
(ce qui est équivalent & : w # 0) et reviendrons ultérieurement sur les invariants du réseau puissance extérieure
A" L(O%).

1. En réalité, un invariant légérement plus fin que la pente maximale, le minimum Vol'/™® est pris ici sur les
sous-réseaux de rang au moins 2.



Nous nous proposons de montrer trois familles de résultats en direction de cette conjecture. D’abord
nous montrerons un résultat inconditionnel, valable pour des « petites valeurs » du paramétre m et qui
généralise [Am-Da, Corollaire 1.10].

Théoréme 1.4. Soit K un corps de nombres de degré d et soit m < rx un entier tel que :
3 <m < dexp (—35(log 3d)%/*(log log 3d)1/4)

1) Sid> 10",
V(K,m) > (d/m)™/?> .

2) Pour tout nombre réel ¢y > 1 il existe co = co(c1,d) > 0 tel que V(K, m) > ¢y - .

On montrera ensuite des résultats valables sous des contraintes arithmétiques qui portent sur le corps de
nombre ou sur le sous-groupe du groupe des unités.

Rappelons que pour les corps de nombres totalement réels, la conjecture 1.3 est satisfaite. Plus précisement,
Phost [Po] et Costa-Friedman [Co-Fr] (voir également [Ch-Fr-Su], inégalités (4) et (5)) ont montré que, pour
un corps K totalement réel de degré d,

d/m)™/?1.406™
(m +2)y/m

pour 1 < m < d. Ce résultat s’obtiens a partir de la minoration de la hauteur pour un nombre algébrique

V541
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(confer [Sc]), et de la géométrie des nombres (minoration de la constante d’Hermite).

> 0.0002 - 1.4™

V(K,m) > (

totalement réel par log ) (donc indépendante du degré du corps de définitions) due a A. Schinzel

Dans le paragraphe 3, nous axiomatiserons (proposition 3.3) cette approche, en explicitant les
liens sous-jacents entre la conjecture 1.3 et la théorie de ce qu’on appelle depuis Bombieri et Zan-
nier [Bo-Za| les « corps ayant la propriété (B) », i. e. des sous-corps L de Q oti la hauteur de Weil
est minorée par ¢y, > 0 en dehors des racines de 'unités. Nous montrerons que pour des corps de
nombres contenus dans une de ces extensions, la conjecture 1.3 est vraie (et aussi pour m = 1)
pourvu que la ratio m/[K : Q] soit suffisamment petit (remarque 3.1). De plus on déduira une
généralisation du résultat de [Po| et [Co-Fr| aux corps CM (corollaire 3.5, point 2)) et, a I’aide des
minorations explicites de la hauteur de [Fi] et [Pot], aux corps de nombres K totalement p-adiques 2
pour p petit premier :

Théoréme 1.5. Soit p un nombre premier, K un corps de nombres totalement p-adiques et m un
entier, 1 <m < rg.

1. Sip <7, alors
(o /m)™/?1.22™

(m +2)y/m

2. Sip <3l et K est totalement imaginaire,

V(K,m) > >0.002-1.2™ .

(o /m)™?1.067™
(m+2)v/m

Naturellement, st l'on est prét a accepter une minoration de la forme co - c]* sans exiger ¢ > 1
(version faible de la conjecture 1.3), les restrictions sur p sont sans objet.

V(K,m) > > 0.0005 - 1.06™

2. 1. e. tels que p se décompose complétement dans Q(«) pour tout a € K.



On regarde enfin des situations relatives & une extension. Soit L/K une extension de corps de
nombres ; on note

EL/K = {u € 027NL/K(U) € K‘:ors}

le sous-groupe des unités relatives. Nous montrerons le théoréme suivant qui améliore un résultat
récent de [Ch-Fr-Su].

Théoréme 1.6. Soit L un corps de nombres de degré D et soit I' un sous-groupe de OF . On suppose
qu’il existe un sous-corps K de L de degré d < D /(100 max(log(D),1)) tel que Ep i C T'. Alors,

Vol (T) > 1,127 .

Les preuves de nos résultats se basent essentiellement sur trois outils. Le premier, est un résultat
en direction du probléme de Lehmer en dimension supérieure [Am-Da, Théoréme 1.6], qui permet de
minorer la hauteur d’un point algébrique de G (Q), le second, issu du travail de D. Bertrand [Be],
permet de relier ces minorations de type Lehmer au produit des premiers minimums successifs
du réseau L(O}) et donc d’estimer les co-volumes de ses sous-réseaux. Toutefois, cette approche
de géométrie des nombres ne permet pas de traiter les sous-réseaux de rang trés proche de rg
(c’est-a-dire de situation proches du régulateur) en raison du comportement des constantes de la
géomeétrie des nombres (Minkowski, Hermite) en fonction de la dimension de I’espace ambiant (qui
est dans le probléme étudié ici le paramétre clef puisqu’il s’agit essentiellement du degré du corps de
nombres étudié). Pour traiter la situation considérée dans le théoréme 1.6, nous faisons donc appel au
résultat de Friedman-Skoruppa (confer [Fr-Sk|), c’est-a-dire & des méthodes analytiques, qui permet
justement d’estimer le covolume de sous-réseaux de grand rang, sous contrainte arithmétique.

Soit K un corps de nombre. Pour m entier strictement positif, notons, suivant [Be|, ux(n) =
inf(h(aq)...h(ay)), ot infimum est pris sur des éléments «; de K multiplicativement indépendants.

Le résultat suivant, du au premier auteur et E. Viada est une amélioration, avec une bien meilleure
dépendance en la dimension de 'espace ambiant, de [Am-Da, Théoréme 1.6]. Ce théoréme est 'un
de nos outils fondamentaux.

Théoréme 1.7 (|JAm-Vi|, Corollary 1.6). Soit K un corps de nombres de degré d et n > 1 un entier.
Alors ) )
prc(n) > d~*(1050n° log(3d)) " (D

Il résulte du théoréme de Minkowski que si A est un sous-réseau de L(O}) de rang m, son
covolume est controlé par les m premiers minima successifs de £(O%) et plus précisément par la
quantité pgx(m). Nous rappelons cette minoration que l'on trouve dans [Bel, équation (3.4’) (en
majorant le nombre de place archimédienne de K par son degré et en minorant /7 par 1).

Théoréme 1.8 (|Be| équation (3.4”)). Soit K un corps de nombres de degré d. Alors :
V(I m) = (d/m)™ g (m) .

On notera que dans [Be|, les hauteurs ne sont pas normalisées, d’ou le facteur d™ ici.



Nous concluons cette introduction avec quelques autres remarques sur la conjecture 1.2. Soit K
un corps de nombres. On s’intéresse donc & minorer :

Vol g (E) = Y.

det (dy log |gily) ves
1<i<m

JCMKVOQ

Card(J)=m
pour un sous-groupe E de OF de rang m, et ol €1,...,&, est une base quelconque de F. On
remarque facilement que si L est un corps de nombre qui contient K, alors Voly 1 (E) = [L :

K]™Voly k(E). On peut donc définir une hauteur #,, sur les sous-groupes E de rang m de (’)f@ par :

_ VOILK(E)
[K:Q™

ou K est un corps de nombres quelconque tel que E C O}, (par exemple, K = Q(E)). Si ¢ est une
isogénie de GV,

Hn(E)

Hin(p(E)) = |ker o] - Hp(E)

De plus, on remarquera que si 'on remplace les g; par des racines [;-iémes suffisamment génériques,
la quantité H,,(¢(E)) et la quantité [Q(eq, . .., &m) : Q] sont tous les deux divisés par |I; - - - I |. Dés
qu’on s’intéresse aux minorations de H,,, la conjecture la plus forte que 'on peut donc formuler
semble donc étre la généralisation suivante de la conjecture de Lehmer :

Conjecture 1.9. Avec les notations ci-dessus, pour tout m > 1 il existe ¢(m) > 0 tel que pour des
unités €1, ..., em multiplicativement indépendant :

/Hm(<51"'-75m>) > [Q(gl,...,cfm) : Q]

Remarquons que la majoration prévue par la conjecture 1.9 donnerait (dans le language de la
conjecture 1.2 et toujours dans le cas des vecteurs purs w € A™Lg (O} ), w # 0) la majoration
|lw|l1 > e(m)[K : Q™ 1, bien plus forte, pour m fixé, de ce qu’on prévoit la conjecture 1.2.

On remarquera également que 1’on dispose de la majoration? :

Him (€1, yem)) <2™h(e1) - h(em) - (1.1)

La conjecture 1.9 implique donc une conséquence (|[Am-Da, Conjecture 1.4]) de la conjecture de
Lehmer en dimension supérieure (confer par exemple [Am-Da, Conjecture 1.3])), tout au moins si
I’on se restreint aux unités algébriques.

On peut faire des considérations analogues pour le volume usuel Volg (F) par rapport a la norme
Lo. Dans cette situation, il faut normaliser le volume en divisant par le facteur [K : Q2. 1l en
résulte que la hauteur Lo posséde & nouveau un bon comportement par image directe via une isogénie
et est « presque » invariante par extension de scalaires (cf. lemme 4.2). On peut donc conjecturer
que

Volg (E) > ¢(m)[K : Q™/>7}

3. Voir 'appendice pour une preuve.



pour tout sous-groupe E de OF de rang m; cet énoncé est cette fois une conséquence directe de la
conjecture [Am-Da, Conjecture 1.4|. Cela explique le fait que dans nos résultats nous montrons des
inégalités bien plus fortes (pour les petits rangs) que celles prévues par des simples applications de
variantes de la conjecture de F. Rodriguez-Villegas.

Remerciements. Nous remercions U. Zannier et D. Roy qui ont attiré notre attention sur I’ar-
ticle [Ch-Fr-Su| de T. Chimburg, E. Friedman et J. Sundstrom complété par ’appendice de F.
Rodrigues-Villegas. Cet article a largement inspiré notre redaction, nous remercions chaleureuse-
ment leurs auteurs.

2 Petites valeurs du spectre

Soit K un corps de nombres, et n un entier strictement positif. Enongons d’abord une minoration
pour V(K,m) (apparement faible mais qui nous sera néanmoins utile dans la suite) qui découle
de minorations de la hauteur « & la Dobrowolski ». On montrera ensuite un résultat bien plus
performant (théoréme 1.4) en utilisant le théoréme 1.7. Rappelons que pix (n) = inf(h(a1) ... h(ay)),
ou l'infimum est pris sur des éléments «; de K multiplicativement indépendants.

Lemme 2.1. Soit K un corps de nombres de degré d. Alors, pour 1 < m < rg,
V(K,m) > (2d*)~" .
Démonstration : soit a € O \ K7, Alors par [Vo, Corollary 2],

1
h(a) >1log2 sid=1et, h(a)>2d 'log(3d)™> > 5z o d>1. (2.1)
Dans les deux cas, h(a) > (2d?)~L. Donc pug(m) > (2d?)~™. On applique le théoréme 1.8 en tenant
compte de m < d et on en déduit

V(K,m) > (d/m)™?pu(m) > (2d*)¢ .

O

Nous nous attachons maintenant & donner des minorations explicites du produit des premiers
minimums successifs de Lx (O3 ) (pour des rangs relativement petits par rapport au degré).

Pour simplifier les notations, pour ¢ > e on pose
log(t
I(t) = _log(t) _
log log(t)

On remarque que t — [(t) est croissante et < logt dans I'intervalle |e®, +o00].

On utilisera la conséquence suivante du théoréme 1.7.

0105

Lemme 2.2. Soit K un corps de nombres de degré d > 1 et soit n > 1 un entier.



(i) Supposons 3 <n < 8. Alors
NK(”) > (3d)—0.36n )

(ii) Supposons n < 1(3d)"/* — 1. Alors
pic(n) = (34) 7 .
Démonstration : par le théoréme 1.7
-U

pr(n) > e

avec
U = logd + n*(n + 1)*log (1050n° log(3d)) .

Montrons d’abord (7). Par hypothese d > 1010° ot 3 < n < 8. Dongc, par calcul,

U< (1 n(n +1)%log (1050n%)  n(n+ 1)

- log(3d) < 0.35nlog(3d) .
n log(3d) MTEY) )”Og( ) < 0:35n log(3d)

Montrons maintenant (ii); par hypothése d > 101" et n < I(3d)*/* — 1. Donc n2(n+1)2 < I(3d) et

5
log (1050n5 log(3d)> < log(1050) + 7 log I(3d) + log log(3d)

. ( log(1050)
~ \loglog(3 x 1010%)

9
+ 4> loglog(3d) < 3loglog(3d) .

On obtient :
U <log(3d) +1(3d) x 3loglog(3d) = 4log(3d) .

0

La constante numérique 1010° qui apparait dans I’énoncé précédent peut probablement étre amé-
liorée, au prix d’une inspection directe des preuves de [Am-Vi].

Preuve du théoréme 1.4 : par le théoréme 1.8,
V(K m) > (d/m)™px(m) (2.2)

ou l'on a noté comme auparavant pg(m) = inf(h(aq)...h(am)), U'infimum étant pris sur des élé-
ments «; de K multiplicativement indépendants. On montre la premiére affirmation du théoréme.
Supposons donc d > 1019, On sépare deux cas.

Premier cas : 3 <m < 8.
Par (4.2) et par le lemme 2.2, (i) avec n = m,

V(K, m) > (d/m)m/Z(Sd)fO.?)Sm _ (370.35m70.46d0.11)m (d/m)m/25 > (d/m)m/QS

(car 3~ 035y, =046 7011 5 1 pour m < 8et d > 2- 105).



Deuxiéme cas : 9 < m < dexp (—35(log 3d)3/*(log log 3d)1/4).

Notons ng := U(3d)*1/ 4] — 1 et écrivons la division euclidienne m = gng +r, ott ¢ = [m/no] et
0 <r < ng. On a trivialement pr(m) > pm(no)lpk(r). Par (4.2) et par le lemme 2.2, (i) (deux
fois : avec n = ng, puis avec n = r)

V(K,m) > (d/m)m/2(3d)—4(q+1) _ (d/m)m/25emUd’q(m)

ou
23

Usq(m) = = log(d/m) -

Nous nous proposons de montrer que Ug ,(m) > 0.

M+ D) ) o3a) .

Supposons d’abord ¢ = 0, i.e. m < ng. La fonction m +— Ugo(m) est alors décroissante (car
m < ny < 1(3d)'/* < log(3d) < 432 log(3d)). Donc Ugg(m) > Ug(9) = 2 log(d/9) — 4 log(3d) > 0
(car d > 8- 10%).

Supposons maintenant ¢ > 1. On a [(3d) > 4* (car d > 2-10%*), d’ott ng > 1(3d)/*—2 > %Z(Sd)l/‘l.
Par ailleurs m < dexp (—35(log 3d)*4(log log 3d)'/*). Donc

4(¢+1) < 8 < 16 log(3d)

16 23
— 16(log 3d)3*(log log 3d)Y/* < — log(d 2 log(d
- o = I3d)1A 6(log 3d)™/"(log log 3d) /" < 2 log(d/m) < - log(d/m)

et & nouveau Ug 4(m) > 0.

Il ne reste plus qu’a montrer la deuxiéme affirmation. Soit ¢; > 1. Fixons dy > 1010° tel que
exp (35(log 3dp)>*(log log 3d0)1/4) > B
Donc (d/m)/?® > ¢; pour d > dy. Posons
co = (df - e1) "
Supposons d’abord d < dy. Soit & € OF; \ K{,,.,. Alors, en tenant compte du lemme 2.1,
V(K,m) > (2d3)"% > dy*®™ > ¢y - e .
Supposons maintenant d > dy. La premiére partie du théoréme 1.4 assure :
V(K,m) > (d/m)™? >

O

A nouveau, la constante numérique 35 qui apparait dans la preuve précédente peut probablement
étre améliorée, au prix de calculs plus lourds que nous épargnons au lecteur.

La minoration de pug(n) du théoréme 1.7 n’est probablement pas optimale, ni par rapport a sa
dépendance dans le degré d = [K : Q], ni par rapport a la dimension ambiante n. Une meilleure mi-
noration conduirait, via le théoréme 1.8, & un résultat plus fort dans le direction de la conjecture 1.3.
Plus précisément :



Remarque 2.3. Soit ¢ : (N*)2 =)0, 1] une fonction et soit K un corps de nombres de degré d tel
que p(K,m) > e(m,d)™ si 1 <m < e(m,d)?d. Alors pour tout ¢y > 1 on a :

V(K m) > o'

des que 1 <m < e(m,d)?/c3.

Nous concluons ce paragraphe avec une remarque & propos du cas m = 2 de la conjecture 1.3.
Soit «r un entier algébrique de degré d qui n’est pas une racine de 'unité. La conjecture de Schinzel-
Zassenhaus prévoit alors la minoration ¢/d pour le logarithme de ce qu’on appelé autrefois la maison
de « (le maximum des valeurs absolues de ses conjugués) et out ¢ > 0 est une constante absolue. Il
s’agit d’une conséquence de la conjecture de Lehmer. Pour des unités algébriques € on peut renforcer
la conjecture de Schinzel-Zassenhaus et s’attendre au méme type de minoration pour ||Lg)(€)lco
(et & nouveau cela est une conséquence de la conjecture de Lehmer).

Montrons que le cas m = 2 de la conjecture 1.3 implique la conjecture de Schinzel-Zassenhaus,
confer [Sc-Za|. Supposons qu’il existe une suite d’unités non de torsion &, de degré d,, tels que
1£qg(e,) (En)llc < 1/(ndy). Choisissons une unité non de torsion quelconque, par exemple ¢ = V2+1.
On vérifie que pour n assez grand € et €, sont multiplicativement indépendants et donc E,, = (g, &,,)
est un sous-groupe de rang 2 du groupe des unités de K, = Q(e,e,) dont on note D,, le degré.
Pour tout places archimédiennes v et w de K, la valeur absolue du déterminant dont les lignes
sont (dy log|ely, dy log |e]w) et (dy log|en|v, dwlog |en|w) est < 2d,dy, log(e)/(nd,) < 8/(ndy,). 1y a
au plus D2 /2 déterminants, ott D, = [K,, : Q] < 2d,,. Donc

8 )2 128
= —

Volg (E,)? < 2d2 - | —
ol (B < 262 (-

n2

3 Reésultats sous contraintes arithmétiques, I.
Corps ayant la propriété (B)

Pour certains corps de nombres ayant de propriété arithmétiques spéciales (corps totalement réels,
corps de type CM, corps totalement p-adiques pour des petits premiers p, ...) la conjecture 1.3
forte est satisfaite. Cela découle d’une part du théoréme 3.3 ci-dessous qui axiomatise des résultats
antérieurs de [Po] et [Co-Fr|, et d’autre part de la théorie de ce qu’on appelle depuis Bombieri et
Zannier |Bo-Za| « corps ayant la propriété (B) ».

Une extension (infinie) L/Q de nombres algébriques a la propriété (B) s’il existe ¢ = ¢, > 0 tel que
pour tout @ € L*\ L}, on a : h(a) > ¢. On connait plusieurs exemples de corps ayant la propriété
(B), par exemple le compositum Q' des extensions totalement réels (cf. [Sc]), 'extension abélienne
maximale Q* (cf. [Am-Dv]) ou encore, pour p premier, le corps Q" des nombres a algébriques
totalement p-adiques, i. e. tels que p se décompose complétement dans Q(«) (c¢f. [Bo-Za]), ou encore
le corps engendré par les points de torsion d’une courbe elliptique définie sur Q (confer [Hal). Pour
plus d’exemples le lecteur pourra se rapporter & [Am-Da-Za).

Depuis cette définition, et a ’aide du Théoréme 1.8 on déduit immédiatement :

10



Remarque 3.1. Soit L une extension ayant la propriété (B) (avec constante cr,). Soit K C L un
corps de nombre de degré d. Alors

V(K,m) > <6LW)m .

En particulier, la version faible de la conjecture 1.3 est vérifiée, dés que l'infimum que définit
V(m) est pris sur les sous-corps d’une extension L fixée ayant la propriété (B).

Pour les applications a la conjecture 1.3 nous n’avons pas besoin de minorations pour la hauteur
d’un nombre algébrique arbitraire, seules les unités algébriques jouent un roéle. Cette remarque est
importante dans la suite pour deux raisons. D’une part, certaines extensions n’ont pas la propriété
(B), cependant la hauteur des leurs unités qui ne sont pas de torsion est uniformément minorée par
¢ > 0 (c’est la cas par exemple du compositum Q% (i) de toute les extensions CM, voir [Am-Da-Za,
Theorem 5.3 et Remark 5.2| et [Sc|). D’autre part, les minorations de la hauteur dans d’autres
extensions ayant cette fois la propriété (B) peuvent étre améliorées dés qu’on se restreint aux unités,
et cela a une importance pour tester la validité de la version faible de la conjecture 1.3. C’est le
cas par exemple des corps Q' (voir [Pot|) des nombres a totalement p-adiques (i. e. tels que p se
décompose complétement dans Q(«)).

Définition 3.2. Soit L/Q une extension (infinie) de nombres algébriques. On pose
ur, := inf{h(e) | e € OF\Lios
Avec cette définition, nous pouvons généraliser [Po, §9, p.364] et [Co-Fr, Theorem 4] :

Proposition 3.3. Soit L/Q une extension de nombres algébriques et soit K un corps de nombres
K C L. Alors, pour 1 <m < rg,

(ox/m)™*(2y/me preus,)™ ‘

V(K,m) > CEDND
ot l'on a noté px = ox /[K : Q] € [1,2].

Démonstration : on suit la preuve de [Co-Fr, Theorem 4]. Soit E un sous-groupe de O} de rang
m. Nous devons montrer :

(ok /m)™*(2/me prug)™
(m +2)ym '

Par la géométrie des nombres on trouve une unité ¢ € E\ Eios telle que

1L ()ll2 < /m Vol (E)Y™

ol Y, est la constant d’Hermite (|Gr-Le, p. 386]). Par I'inégalité d’Holder,

Volg (E) > (3.1)

2K : Qlh(e) = Lk (e) 1 < o[ Lk(e)]l2
Donc, en tenant compte de [K : Q] = pxok et de h(e) > uy,

2[K : QJh(e)

Vol (B)!/™ = =

> 2(a g /m) A (m/vm) 2 prur
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Sim=1ona~y =1et(3.1) suit en tenant compte de \/me < 3. Supposons donc m > 2. On utilise
alors les inégalités

< 2 (1) 2 rm/2)”" ([Gr-Le, p. 387)) :
D(z) < (z/e)*(2m/ax)'/2el/(127) ([Wh-Wa, p. 253])

pour majorer ,,/m :

2/m 1/m 2/my,1/m
Ym 1 2<(m—|—2)m> m(4ﬂ'> exp( 1 2) (m +2)*/™m . pl/m

4 2 \'m - e

m m

6m'a

I

ott R = Toel/sm) (car m > 2). L’inégalité (3.1) suit.

4m

O

Le lemme suivant permet de se débarrasser du dénominateur (m + 2),/m dans 'inégalité de cette
proposition.

Lemme 3.4. Soient ¢, m deux nombres réels avec ¢ €]1,2] et m > 1. Alors

Cm

(m +2)v/m

On laisse la vérification de ce lemme en exercice.

> log(c)*/? .

A Paide d’une minoration de la hauteur due a Schinzel [Sc|, on retrouve (sans surprise) le résultat
de [Po| et [Co-Fr| : tout corps de nombre totalement réel satisfait (uniformément) la conjecture 1.3.
Cela reste valable pour les corps CM, ce qui ne semble pas avoir été remarqué dans ce contexte.

Corollaire 3.5.

(i) Soit K un corps de nombres totalement réel de degré d et soit m < d un entier. Alors,

d/m)™/?1.406™ _ _ L4o6™
(m+2)ym — (m+2)y/m

(11) Si K est un corps de nombres CM de degré d et m < d/2 est un entier, alors

> 0.0002 - 1.4™ .

V(K,m)> (

(d/2m)m/22.812m> 2.812™
(m+2)ym = (m+2)ym

Démonstration : par le résultat de [Sc| déja cité, pour L = Q' et pour L = QY (i) (= compositum
de toute les extensions CM), on a
ug, = 1lo L+ V5
R R

On utilise la proposition 3.3. Si K est totalement réel, alors o = [K : Q] et pg = 1. Si K est CM,
alors o = [K : Q]/2 et pg = 2. On calcule : 2y/meur, > 1.406 et 4y/meuy, > 2.812. On utilise
ensuite le lemme 3.4 avec ¢ = 1.406/1.4 = 2.812/2.8 et on minore log(c)%/? par 0.0002.

V(K,m) > > 0.0002 - 2.8" .
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Soit p un nombre premier. On pose

u, = max (2(1;%_101), 105(5/12))

En utilisant les minorations de la hauteur dans le corps de nombre totalement p-adique de Fili ([Fi,
Corollary 1]) et Pottmeyer ([Pot, Theorem 1.1]), on obtient :

Corollaire 3.6. Soit p un nombre premier, K un corps de nombres totalement p-adiques et m un
entier, 1 <m < rg. Alors

(oxc/m)™?(2/Te pruy)™
(m +2)y/m

V(K,m)>

ot l'on a noté px = ox /[K : Q] € [1,2].

On vérifie que 2y/meu, > 1.22 pour p < 7 et que 4y/meu, > 1.067 pour p < 31, ce qui montre le
théoréme 1.5 annoncé dans l'introduction, en tenant compte de I'inégalité ox < m et de 'inégalité
du lemme 3.4 : log(1.22/1.2)%/2 > 0.002, log(1.067/1.06)3/2 > 0.0005.

4 Reésultats sous contraintes arithmétiques, II.
Groupes contenant des unités relatives

Soit L/K une extension finie de corps de nombres. Notons d = [K : Q] et D = [L : Q]. On a alors
deux notions de covolume, par rapport au plongements logarithmiques Lx et L. En cas d’ambi-
guité, les deux notions de covolumes seront notées respectivement Volg (+), Vol (-). On rappelle que
Er k= {ue o0, Npk(u) € K.} est le sous-groupe des unités relatives. Son rang est rp, — ri.

Soit £ un sous-groupe de O%. On observe que Lk (O3 ) s’injecte naturellement dans L,(07) via
le plongement diagonal de ¢ : R7% — R7Z (|g|, = |e|, pour € € O} et pour toute place v de L
divisant une place archimédienne w donnée de K). On notera Vol (F) le covolume de ¢ o Lk (E).

On observe que le covolume des unités relatives est relié a celui des unités de chacun des corps :
il s’agit d’un argument ancien qui semble remonter au moins a Herbrand (confer [He|) et utilisé
explicitement dans ce contexte par Costa-Friedman [Co-Fr|, lemme 2.1; nous en reproduisons une
preuve pour la commodité du lecteur :

Lemme 4.1. Soit I' un sous-groupe de OF de rang m qui contient Ep, k. On a alors
IFVOIL(F> = VOIL(EL/K) . VO]L(F N O;{) , (4.1)

ouIr =[I': Ep /i - (N O%)]. De plus Ir divise lo et donc

VOIL(OZ)VOIL(F N O}})

1,(T) >
Vol () = Vol (0%)

(4.2)
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Démonstration : on remarque tout d’abord que L1 (Er k) ® R et L(OF) ® R sont en somme
directe orthogonale. En effet, si » € L1(Ep k) et y € LL(OF), v est une place archimédienne de
K,ona}_,, zw =0 (lanorme Ny () est une racine de I'unité) d’une part et Vws, wy divisant v,
Yw, = Yuw, d’autre part (on note x,, Yy la coordonnée d’indice w des vecteurs z,y respectivement).

Donc
<x,y> :szwyw :Zywzxw =0

v wly v wlv

et l'orthogonalité des sous-espaces Lr(Er/x) ® R et L1(O%) ® R en découle par linéarité. En
particulier, £1(Ep/x) ® R et LL(I'NO%) @ R sont en somme directe orthogonale. Par ailleurs, la
somme de leur rang est la méme que le rang de I'. Ainsi, E' := FJ, /K ([N OF) est un sous-groupe
d’indice fini de T', et Vol (E') = Vol (EL, k) Vol (E). La formule (4.1) suit car

Vol (E') = [T': E']Vol(T') .

Montrons la deuxieme affirmation. On considére le morphisme : 7 : I' — O7 /(O Er k) (inclu-
sion composée avec le passage au quotient). Le noyau de cette fleche m est I'N (O B /i) = E' (car
Epjx C T par hypothése4). On en déduit que 7 passe au quotient et induit une fleche injective
I'/E' — 07 /(0% ELK), ce qui montre que Ip divise Io: .

Enfin, en remplagant dans (4.1) I" par I' = O} , on obtient

Iox Vol ,(0]) = Vol (EL k) - Vol (OF)
et, en divisant (4.1) par cette égalité,

IF VOIL(F) . VOIL(F N O;()
I(gz VOIL(OZ) VO]L(O;{)

L’inégalité (4.2) suit en tenant compte de la relation de divisibilité des indices.

O

On compare enfin Volg et Voly, pour les sous-groupes de O% : 1a encore, c’est classique, Costa-
Friedman 'ont fait avec une normalisation légérement différente (chaque place complexe est répétée
sur deux lignes, et le degré local est supprimé), du plongement logarithmique du & Bergé-Martinet,
confer |Be-Mal, cette derniére normalisation (bien meilleure dans ce contexte) conduit & une formule
exacte, alors que nous devons nous contenter d’'une inégalité (confer |Co-Fr|, formule (2.5)); nous
avons toutefois préféré nous en tenir au plongement logarithmique classique pour faciliter la lecture.

Lemme 4.2. Supposons que E soit un sous-groupe de Oj de rang m, alors

[L: K]™/?Volg(E) < Vol (E) < 2™2[L : K]"™/*Volg(E) .

Démonstration : par définition, si €1,...,&,, est une base quelconque de F
2
VOIK(E)2 = Z det (dy log([eilv)) ved s
JC M0 Isism
Card(J)=m

4. Et en utilisant I'exercice suivant : soit G un groupe commutatif et Hi, Ha, N trois sous-groupes. On suppose
Hy C Hy. Alors HoNNH, = Hl(Hz N N)
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et de méme, en notant 7: M; — My le morphisme de restriction a K,

Volp(E)?= Y det (dwlog(|si|7(w)))2wey :
J'CMyp o 1<i<m
Card(J')=m

car g; € K. On remarque qu'un déterminant dans le membre de droite de la formule définissant
Vol (E) est nul dés lors qu’il existe deux places w divisant une méme place v de K (deux lignes
identiques a éventuellement un facteur 2 prés). On peut donc restreindre la somme aux ensemble
J' C M, tels que 7(J') est un sous-ensemble de cardinal m de M . Pour un tel J' on a :

dy
det (dw 10g(|8i|’r(w))) weJ' — (H ) det (d log(‘gl‘ ))UET (J"
eJ’

1<i<m o (w) 1<Z<m

En réarrangeant les termes,

VO]L<E)2 = Z det (dv IOg(‘Ei"U))IvGJ Z H <

JCMk oo Sis J'CMy oo wEJ’

Card(J)=m T(J)=J

I nous reste & calculer la derniére somme. Fixons J C Mg . On a

> () -Ix (7)

J'CMpg, 00 wEJ'
T(J)=J wlv

Soit v € J. Si v est une place complexe (i. e. d, = 2) et w | v, alors dy, = 2 et donc th}(dw/dv)2 =
[L: K]. Si v estréel, dy, =1 ou dy, =2, mais d, = 1 : dans les deux cas, le quotient d,,/d, > 1.

D (dw/d)? =D 14 > 4=a(v)+4b(v) ,
w|v wlv wlv

dyw=1 dyw=2

ot 'on a noté a(v), respectivement b(v), le nombre de places réelles de L divisant v, respectivement
complexes divisant v. On note maintenant que a(v) 4 2b(v) = [L : K]. Donc, pour tout v € J,

[L:K] < (dw/d)* <2[L: K] .

wlv

Au total,
[L : K]™Volg(E)?* < Vol (E)* < 2™[L : K]|™Volk(E)?* ,

d’ou le lemme, en passant a la racine carrée.

0

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 1.6, dont on donne une version plus lourde, mais
plus précise :
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Proposition 4.3. Soit L un corps de nombres de degré D et soit I' un sous-groupe de OF de rang
m. On suppose qu’il existe un sous-corps K de L de degré d tel que Er i C I et [L : K] > 40.
Alors

Vol (T) > (107%24%) " D=9/% x 1,157

Démonstration : on met ensemble les deux lemmes précédents et 'on a, en notant r = rg et
R =rp et enfin E =T N0} et n =rg(k),

Vol (O} )Voly,(E) _ Vol (OF)[L : K]"*Volg (E)

Vol (T) >
ol (T') > Vol (0F) = 272[L: K|"/?Volg (O%)

VI+R-reg(L)[L : K]"/*Volg (E)
[L:K]"/2Vr +1 - reg(K)

On minore le rapport des régulateurs en appliquant le résultat de Friedman-Skoruppa |[Fr-Sk, Co-
rollary 3] :

reg(L)

> (0.1/1.15)3%41.150 .
rea(K > (0.1/1.15)

~—

Puis, en utilisant les inégalités r < d, r < R et le lemme 2.1 pour minorer Volg (E),
reg(L)
reg(K)
> (0.1/1.15)%91.15° x (D/d)"=D/2(24%)~4
> (1024%) " D42 x 1,157

VO]L(F)

Vv

x [L : K" "/2Volg (E)

0

Preuve du théoréme 1.6 : on suppose maintenant d < D/(100 max(log(D), 1)), alors glog(D) <

42 1 10
305+ 2d1og(d) < D/50 et 4210g(10)d < 501255k D < 0,21D. Au total,

Vol (I') > e 92807 15P > 1,120 .

5 Appendice : preuve de l’inégalité (1.1)

La preuve de cette inégalité est une conséquence du lemme éléméntaire suivant :

Lemme 5.1. Soient m, o deux entiers, avec 1 < m < o, et soit (ai,j)izl,,,,m une matrice a
j=1,...,0
coefficients complexes. Alors

m o
Z | det (am')lgégjm | < H Z lai | -
J

JC{1,...0} i=1 j=1
Card(J)=m
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Démonstration : en développant les déterminants, on obtient :

> !det(ai,j)lgi%m\ﬁ > > T leirl

JC{l,...0} je JC{1,0} 72 {1,m}—J i=1
Card(J)=m Card())=m + bijective

m
= > [T 1a:rc)]
7: {1,...m}—={1,...,0} =1
7 injective

> [Tlairl =TI laisl -

Le lemme précédant donne

<
7: {1,....m}—={1,....,0} =1 i=1 j=1
([l
1
Hm({elyooyem)) = ——— det (dy log ||y )1<i<m
(< 1 >) [KQ]m JC;KOO ( g| | )1%€§J
Card(J)7:m
1
< dy| log |i|y
7,1211 [K : Q] ’UG%}:(OO | |

L

@
I
—

(2h(€i)) )

ce qui montre l'inégalité (1.1).
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