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Résumé — Cet article propose de revisiter et d’expliquer, au travers d’un modèle réduit numérique
fluide-structure, une observation expérimentale d’un phénomène de résonance de la surface libre d’un
liquide dans un réservoir cylindrique. Le système expérimental a été simulé par un modèle numérique du
cylindre élastique en présence de non-linéarités géométriques, partiellement rempli d’un liquide acous-
tique prenant en compte les effets de ballottement. Les résultats obtenus montrent qu’une excitation
inattendue de grande amplitude des modes de ballottement a lieu lorsque la structure est excitée sur cer-
taines de ses résonances.

Mots clés — Interactions fluide-structure, non-linéarités géométriques, vibrations, ballottement, modèle
réduit non linéaire.

1 Contexte de la recherche

Une expérience menée par Lindholm, Kana et Abramson en 1962 ([6]), initialement définie pour
quantifier l’influence d’un liquide sur les vibrations élastiques d’un réservoir cylindrique, a mis en évi-
dence un phénomène inattendu d’excitation de grande amplitude des mouvements basses fréquences
de la surface libre du liquide. En effet, lorsque le réservoir est sollicité sur certaines de ses résonances
propres, une vibration de grande amplitude du ballottement de la surface du liquide est constatée. Cette
observation est d’autant plus inhabituelle que la séparation d’échelle entre la fréquence fondamentale
du réservoir et celle du ballottement de la surface est d’ordre 100. Une seconde expérience [1] suggère
que ce phénomène inattendu serait dû à plusieurs caractéristiques inhabituelles ne pouvant être encore
expliquées avec les théories actuelles (cité de [1]). Ces auteurs ont conclu à la nécessité d’études numé-
riques plus complètes et d’investigation alternative de non-linéarités de structure. C’est ce que propose
cette étude à la suite de formulations adéquates en linéaire fluide et non linéaire structure.

La présente recherche propose une explication possible du phénomène observé dans ces expériences,
au travers d’un modèle numérique permettant la prise en compte des couplages élasto-acoustiques entre
un fluide acoustique linéaire et une structure avec des effets non linéaires géométriques. Une attention
particulière est apportée à la compréhension des couplages entre chaque sous-partie du système (struc-
ture, liquide et surface libre), c’est pourquoi la formulation choisie pour modéliser le système est celle
proposée dans [9]. Cette formulation apporte plusieurs avantages liés à l’utilisation d’un modèle réduit
numérique non linéaire (NLROM). En effet, ce NLROM permet de mieux identifier les couplages entre
chaque sous-partie du système ; il permet également de filtrer une partie des modes propres afin d’évi-
ter les problèmes liés à la séparation d’échelle entre les fréquences propres de chaque sous-système ; il
permet de s’affranchir du problème lié au calcul de modes propres globaux induit par la formulation non
symétrique du problème ; il permet enfin de réduire considérablement le coût numérique de la simulation.
La présentation détaillée de la modélisation numérique ainsi que l’étude numérique complète du système
est proposée dans [3].

Ce papier présente brièvement dans la section 2 le modèle numérique utilisé pour la simulation du
phénomène observé expérimentalement. Les équations discrétisées par la méthode des éléments finis
sont présentées ainsi que la formulation du modèle réduit non linéaire. Dans la section 3 on s’intéresse
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FIGURE 1 – Images (tirées de [6]) du dispositif expérimental utilisé pour la caractérisation des modes de
vibrations d’un cylindre partiellement remplit de liquide.

aux résultats numériques obtenus permettant de comprendre le phénomène de transfert d’une excitation
"basse fréquence" de la structure à une excitation "très basse fréquence" de ballottement du liquide.

2 Modèle numérique

2.1 Equations discrétisées par éléments finis du problème couplé

Le problème couplé fluide-structure est exprimé en fonction de 3 champs inconnus (p,η,u) désignant
la pression dans le fluide acoustique, l’élévation normale de la surface libre et le déplacement de la
structure. On note P, H et U les vecteurs correspondants issus de la discrétisation éléments finis de ces
champs. Les équations discrétisées du problème couplé fluide-structure non linéaire s’écrivent alors

[M] P̈+[D] Ṗ+[K]P− [Cpη]
T Ḧ− [Cpu]

T Ü = 0 , (1)

[Cpη]P+[Kgc]H+[Cηu]U = 0 , (2)

[Cpu]P+[Cηu]
T H+[Mu] Ü+[Du] U̇+[Ku]U+FNL(U) = Fu , (3)

où les matrices [M], [D] = τ[K] et [K] désignent respectivement les matrices de masse, amortissement et
raideur du fluide acoustique. De même, les matrices [Mu] et [Du] = τs[Ku] désignent les matrices de masse
et d’amortissement de la structure élastique. La prise en compte des grands déplacements et grandes
déformations de la structure conduit à séparer les contributions de raideur de l’opérateur de rigidité en
trois parties : une partie linéaire notée [Ku], et deux parties non linéaires (quadratique et cubique) traduites
par un vecteur force non linéaire FNL(U). Les opérateurs de couplages [Cpu], [Cpη] et [Cηu] caractérisent
respectivement les couplages entre la structure et le liquide, entre le liquide et la surface libre et entre la
structure et la surface libre.

Les ressources numériques requises pour la résolution du système d’équations différentielles cou-
plées (Eqs. (1)-(3)) sont très importantes. C’est pourquoi il est nécessaire d’introduire un modèle réduit
adapté permettant de réduire le coût numérique des simulations.

2.2 Modèle réduit non-linéaire

Le modèle réduit non linéaire, détaillé dans [8, 3] s’écritP
H
U

=

[ΦP] [ΦPH ] 0
0 [ΦH ] 0
0 0 [ΦU ]

qp

qh

qu

= [Ψ]Q , (4)
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où [ΦP], [ΦH ], [ΦPH ] et [ΦU ] sont les matrices modales associées à chaque sous-système. Dans l’Eq. (4),
le vecteur Q = [qp qh qu]T est le vecteur des coordonnées généralisées, solution de l’équation différen-
tielle non-linéaire

[MFSI]Q̈+[DFSI]Q̇+[KFSI]Q+FNL(Q) = F , (5)

où [MFSI], [DFSI] et [KFSI] sont les matrices réduites de masse, amortissement et raideur du système
couplé fluide-structure. Dans l’Eq. (5), F est le vecteur réduit des forces extérieures appliquées au sys-
tème et FNL(Q) dénote la contribution conservative des forces non linéaires dûes aux non-linéarités
géométriques de la structure. Ces forces non linéaires sont exprimées par [7]

FNL(Q) = K
(2)

αβγ
qu

β
qu

γ +K
(3)

αβγδ
qu

β
qu

γ qu
δ
, (6)

où K
(2)

αβγ
et K

(3)
αβγδ

sont les contributions quadratique et cubique des forces non linéaires, dont la construc-
tion numérique est décrite dans [5].

3 Explication du phénomène par la simulation numérique

Le système modélisé est celui décrit dans les publications [6, 1]. La hauteur totale du réservoir
est h = 0.23876m, l’épaisseur de sa paroi est e = 2.286× 10−4 m et le rayon interne du cylindre est
Ri = 2.76047× 10−2 m. Le cylindre est en acier (matériau homogène, élastique et isotrope) et ses pro-
priétés matériaux sont E = 2.05× 1011 N.m−2, ν = 0.29 et ρs = 7800Kg.m−3. Le réservoir est rem-
pli à 30% d’eau dans laquelle la célérité du son est c0 = 1480m.s−1 et qui a pour masse volumique
ρ0 = 1014Kg.m−3. Les coefficients d’amortissement de la structure et du fluide sont τs = 10−6 et
τ f = 10−5. La modélisation prenant en compte la capillarité, un calcul numérique est effectué en amont
afin de déterminer la position d’équilibre du liquide dans le container en fonction de l’angle de contact
et de la gravité [4].

FIGURE 2 – Maillage du système fluide-structure numérique étudié (2 426 975 dof).

3.1 Calcul des modes propres

Les modes propres de la structure, du fluide et de la surface libre sont calculés en utilisant la métho-
dologie présentée dans [8] afin de construire la base de projection du modèle réduit numérique. Il est à
noter que le calcul des bases de projection de chaque sous-système est issu d’un problème généralisé aux
valeurs propres, qui, dans le cas de très gros modèles éléments finis, peut engendrer un coût numérique
conséquent. Une solution pour contourner les problèmes de mémoire et de temps CPU induits par ces cal-
culs est proposée dans [2]. La figure 3 montre quelques modes propres de chaque sous-système. Les deux
figures de gauche montrent l’influence de la présence du liquide dans le réservoir sur les modes propres
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FIGURE 3 – Modes propres de chaque sous systèmes : mode propre de la structure sans prise en compte
de l’influence du liquide interne (gauche) ; mode propre de la structure en tenant compte du liquide
interne (milieu gauche) ; mode acoustique du liquide interne (milieu droite) ; mode de ballottement de la
surface libre et pression modale induite dans le liquide (droite).

élastiques du cylindre. Ce résultat coïncide avec les résultats expérimentaux présentés dans [6]. Le mo-
dèle numérique a été calibré sur le modèle expérimental en calant les fréquences propres numériques de
la structure in vacuo sur les fréquences propres expérimentales. La figure 4 présente la correspondance
des fréquences propres issues du modèle numérique par rapport à celles expérimentales en fonction des
nombres d’onde longitudinaux et circonférentiels du mode associé.

Nombre d'onde circonf4erentiel n
0 2 4 6 8 10

F
r4e

q
u
en

ce
(H

z
)

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

m = 4m = 1 m = 3

m = 2

FIGURE 4 – Graphe de comparaison des fréquences propres experimentales et numériques de la structure
in vacuo en fonction du nombre d’onde longitudinal m et circonférentiel n des formes modales associées.

3.2 Excitation dynamique du système

On cherche à quantifier l’influence des non-linéarités structure sur la réponse dynamique du ballotte-
ment de surface libre. On fait donc le choix d’exciter le système dans la bande d’excitation fréquentielle
Be = [νmin ,νmax], avec νmin = 500Hz et νmax = 2500Hz, afin de n’exciter que les résonances de la struc-
ture (dont la fréquence fondamentale est νs

1 = 657Hz). L’excitation du système est localisée sur un côté
du cylindre, à mi-hauteur et orientée radialement. Le vecteur des forces extérieures s’écrit alors

Fu = αg(t)F , (7)
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où F est un vecteur normalisé caractérisant la répartition spatiale de l’excitation, α est le coefficient
d’intensité de la force et g(t) l’évolution temporelle de la force décrite par

g(t) = 2∆ν
sin(π∆νt)

π∆νt
cos(2πs∆ν t) , (8)

où ∆ν = νmax−νmin et s =
νmax +νmin

2∆ν
. Il est à noter que la transformée de Fourier de g(t) donne lieu à

une excitation fréquentielle uniforme dans Be.

3.3 Analyse des résultats numériques

Les résultats numériques sont obtenus en résolvant numériquement l’Eq. (5) dans le domaine tempo-
rel. L’analyse dynamique non linéaire des résultats est effectuée dans le domaine fréquentiel par transfor-
mée de Fourier des réponses temporelles. L’influence des effets non linéaires sur la réponse dynamique
du système est réalisée en comparant les résultats du calcul "linéaire" (c.à.d. en considérant FNL = 0) aux
résultats du calcul non linéaire pour une même excitation du système. On observe les réponses du sys-
tème en certains points d’intérêt. La réponse en déplacement de la structure est observée en un point de la
ligne triple. La réponse en pression du fluide est observée en un point à mi-profondeur dans le liquide. La
réponse de la surface est observée au même point que la structure, sur la ligne triple. D’une manière gé-
nérale, les réponses en fréquence du système linéaire sont tracées en bleu et les réponses du système non
linéaire sont tracées en rouge. La figure 5 présente les graphes ν 7→ |Ûi(2πν)| (i = {1,2,3}) des réponses
fréquentielles des trois composantes du déplacement structure au point d’observation de la structure. La
figure 6 présente le graphe ν 7→ |P̂(2πν)| de la réponse fréquentielle en pression au point d’observation
du liquide (figure gauche) et le graphe ν 7→ |Ĥ(2πν)| de la réponse fréquentielle en élévation de surface
au point d’observation de la surface libre (figure droite). Plusieurs phénomènes sont observables sur ces
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FIGURE 5 – Analyse de l’influence des non-linéarités : graphes de ν 7→ |Û1(2πν)| (haut gauche), ν 7→
|Û2(2πν)| (haut droite) et ν 7→ |Û3(2πν)| (milieu bas) .

résultats numériques : (i) l’amplitude des résonances dans la bande d’excitation Be est considérablement
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FIGURE 6 – Analyse de l’influence des non-linéarités : graphes de ν 7→ |P̂(2πν)| (gauche) et ν 7→
|Ĥ(2πν)|
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FIGURE 7 – Graphe de ν 7→ |Ĥ(2πν)| restreint sur la bande de fréquence [0 ,100]Hz

réduite sur les réponses en U et en H ; (ii) un phénomène d’étalement des résonances est visible en par-
ticulier sur la figure 5 pour la résonance située à 876Hz ; (iii) des résonances sont visibles hors bande
d’excitation, en haute et en basse fréquence. Plus particulièrement sur la réponse de la surface libre qui
présente des résonances de ballottement de très basses fréquences et de grande amplitudes. La figure 7
présente la réponse en élévation de surface ν 7→ |Ĥ(2πν)| restreinte sur la bande de fréquence [0 ,100]Hz.
On peut distinctement voir l’amplification des résonances de ballottement à basses fréquences .

Ce phénomène d’excitation hors bande est dû à un transfert d’énergie, par les non-linéarités géomé-
triques, de la structure vers le liquide. Ce transfert s’effectue depuis la bande d’excitation Be vers les
basses et hautes fréquences, expliquant la réduction de l’amplitude des résonances dans Be et l’amplifi-
cation des résonances hors bande. Une étude numérique de l’influence des opérateurs de couplage a été
réalisée. Les résultats numériques ont alors montré que l’opérateur Cηu de couplage entre la structure et
la surface libre, a peu d’influence sur la réponse dynamique du système. On peut donc affirmer que le
transfert d’énergie par couplage direct entre la structure et la surface libre est négligeable.

4 Conclusion

Les résultats numériques présentés dans cette étude permettent de proposer une explication possible
aux phénomènes observés dans les expériences menées dans [6, 1] : les non-linéarités de la structure
induisent un transfert d’énergie vibratoire des moyennes fréquences vers les basses et très basses fré-
quences. La fréquence fondamentale du liquide étant supérieure à la borne supérieure de la bande d’ex-
citation, le fluide a un comportement quasi statique dans le domaine basse fréquence. L’énergie, allant de
la structure vers les basses fréquences, est donc transmise à travers le liquide a la surface libre. On peut
donc conclure que le phénomène observé est dû à un transfert indirect d’énergie, par les non-linéarités
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géométriques du réservoir, de la structure vers la surface libre du liquide. Une présentation détaillée de
l’étude est proposée dans [3].
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