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摘要

我们研究了随机环境中连续时间内⼏种类型分⽀过程的灭绝率。在⼀个受流⾏病模型启发的特定⽰例中的数值计算为该灭绝
速率提出了⼀个明确的公式，但仅针对某些参数值。

1.简介

    我们假设环境（记为k）根据马尔可夫链在连续时间内在有限数量的状态1，…，K之间随机振荡。对于k ≠ h，环境从h切换
到k的概率为 在每个⽆穷⼩时间间隔dt内， 。我们定义矩阵  与

它是链的⽆穷⼩⽣成器的转置矩阵（Sericola，2013）。

    考虑可能具有以下⼏种类型的个⼈群体：1，2，...，J。该种群在我们刚刚描述的随机环境中演化。假设当时⼈⼝中⾄少有
⼀个⼈ 。 环境k中类型为i的个体 有概率 在每个⽆穷⼩时间间隔dt内经历⼀些事件， 。如果事件发⽣，我
们会代替这个⼈ 型的个⼈Ĵ为1≤ Ĵ ≤ Ĵ的概率 。换句话说，在环境的两次跳跃之间，每个⼈都有⼀个随机
的“寿命”，该寿命遵循参数的指数定律 。在这段时间结束时，复制定律由 ，独⽴于其他个⼈。因此，这
是⼀个连续不断地与多种类型联系的过程（Méléard，2016年）。

    我们定义 ，⼈⼝构成的概率 型的个⼈我 1≤ 我 ≤ Ĵ和环境是ķ在时间吨。我们安排州  根据
个⼈总数按组划分 ，以便具有⽆限列向量 。我们在第2节中观察到  是微分⽅程线性系统的解

。  是形式的⽆限矩阵

和块 本⾝就是⼤⼩不同的矩阵。我们在此矩阵的结构上看到，当⼀个⼈经历⼀个事件时，总⼈数只能减少⼀个单位，但
可以增加⼏个单位。此外，拥有零个⼈的国家类别令⼈着迷：它对应于⼈⼝的灭绝。在以下情况中，我们将⾃⼰局限于⼈⼝
⼏乎绝迹的亚临界情况。与离散时间模型有关的结果（Athreya和Karlin，1971）使得确定连续模型的灭绝条件成为可能。然
后的⽬的是试图确定⼈⼝灭绝的速度。

    ⽂章（Dyakonova，2008； Dyakonova，2013； Vatutin和Wachtel，2017）在⼀个类似的模型中但在离散的时间中计算了这
种灭绝速率，其中连续的环境是随机的，独⽴的并且分布均匀。前两个参考⽂献给出了⼀个简单的灭绝速率公式，但在不同
环境下具有相当严格的条件（平均矩阵必须具有相同的特征向量）。（Vatutin和Wachtel，2017年）给出了⼀个不太明确的公
式，但具有更普遍的假设，⽽在这种情况下仍然保持“强烈次临界”。

C.  R.  Biol. −

Nicolas Bacaër
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    消光率取决于从（1）中提取的⽆限⼦矩阵的光谱特性 在其左上⾓。我们定义

与  如果 ，  如果 。我们定义

 ： 矩阵 
 ：对⾓线块矩阵  在对⾓线上

 ：频谱范围，即矩阵最⼤实部的特征值

是顺序的单位矩阵Ĵ和  是两个矩阵的张量积。

第2节中的计算表明  某些参数值的⼈⼝灭绝率。但是，这仍然是⼀个猜测。

    在第3节中，我们⾸先考虑⼏种类型的出⽣和死亡过程的特殊情况，然后将⾃⼰限制在只有两种类型的个⼈的⼈群中。我们
提供了⼀个⽰例，其中我们⽐较了  与极限  如果  （1）的有限⼦矩阵的谱界为  在它的左上⾓ 在其右下
⾓。数值结果表明，对于某些参数值，这两个数字是相等的，但并⾮对所有参数都相等，就像只有⼀种类型的个体的情况⼀
样（Bacaër，2017c）。我们也猜想极限  是⼈⼝灭绝率，例如定义为极限

根据（Collet等⼈，2013，第4.5节），此限制（称为Kingman参数）不依赖于k，也不依赖于  规定 
，也没有初始条件（环境和不同类型的个体的数量）。

2.⼀般情况

2.1微分⽅程组

    记号：

：J分量等于0 的向量。
 意思 

：在位置j中具有1的向量。

该模型假设暗⽰

 和 是正整数或零整数的向量。确实，如果环境k在时间t处有n个个体，那么在⽆限⼩
时间dt的每个时间间隔内都有⼀个概率  该事件之⼀发⽣ 类型j的个体，还有⼀个概率 环境切换到另⼀个
状态。另⼀⽅⾯，如果在h ≠ k的环境中有n个个体，则存在概率 环境切换到状态k。最后，如果有 在环境k中的
个⼈，事件发⽣在其中⼀个 键⼊Ĵ个⼈的概率  我们找到了它的位置  不同类型的个体具有概率 。
如果我们有 ，我们最终 我所有类型为i的个⼈。系统（3）具有结构（1）。

2.2偏微分⽅程组

    我们定义  和 。我们定义⽣成函数

在哪⾥  是复数和索引 整数。因为
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这些系列的收敛域包括集合 （Cartan，1961，第四章）。我们定义

我们有 。然后我们有

和

通过系统（3），我们获得

它是（Bacaër，2017c）中系统（3）的推⼴，对应于 。

2.3均值向量

    我们定义平均值

⽤ ，我们从等式（4）推导，取其相对于  然后服⽤ ，

与

就像在简介中⼀样，我们假设 所有索引值。是（Bacaër，2017c）的等式（4）的推⼴，对应于J = 1。我们定义
E，列向量

然后我们有  与

如简介中所述。我们记得 是该矩阵的光谱范围，即最⼤实部的特征值。因为  和 ，我们确
实注意到  是⼀个矩阵，其对⾓线之外的系数都≥0。根据Perron和Frobenius定理的推论，  具有主导的实际特征值，也
就是说，⼤于所有其他特征值的实部。

    为了简化，我们假设矩阵Q是不可约的： ， ， ， ， 。我们还假设矩阵
都是不可约的。所以矩阵 也是不可约的。⽤ ， 我们有
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和  是期望向量的增长率或下降率 。

2.4亚临界情况

    让我们考虑由马尔可夫链在矩阵Q的连续时间内⽣成的固定环境序列  ：环境是第⼀个  对于  与 ， 然后 
 对于 等 在环境的两次飞跃之间，种群根据连续的时间连接过程在恒定的环境中演化，并具有⼏种类型。因此，
对于我们的连续时间过程，我们可以将离散时间过程与仅考虑瞬时状态的总体状态相关联 环境在哪⾥变化。这两个过程同
时是超临界，临界或亚临界的。

    每种类型的⼈⼝的期望向量， 知道环境是  对于 ，是 在此时间间隔
内。⽤ ， 我们有 。根据（Athreya和Karlin，1971年，第4节），以下内容

⼏乎肯定会收敛到极限  独⽴于特定的环境套件。此外，在亚临界情况下，离散时间过程中的种群⼏乎肯定会消失，
⽽且如果 。因此，在我们的初始模型中，如果 。如果T是极限  如果 ，我们注意到  是
Lyapounoff的微分系统指数 。

    最后，请注意光谱范围  上⼀节的内容可以是正⾯的 是负⾯的。当只有⼀种类型的个⼈时，这已经成为可能（Bacaër
和Ed-Darraz，2014年）。

2.5常规情况下的特征值

    对于系统（4），我们正在寻找解决⽅案

具有功能 并⾮全为零。因此，我们有
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有两种可能的情况：

，
ω是矩阵Q的特征值。

    如果功能  在...附近进⾏分析  （这是“常规情况”），那么我们就如2.3节所⽰，通过推导关于  并采取 
，

与 。因此，还有两种可能的情况：

，
ω是的特征值 。
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我们选择 。我们认为 ，  和 。我们推导关于
然后我们 。由于对阶数< n的偏导数的假设，并且 ，仅保留以下条款：

因此，有两种可能的情况：

，
ω是⽅阵的特征值  顺序  由线性⽅程（8）定义。

    总⽽⾔之，我们得出结论，如果本征函数  与特征值ω相关的是在 ，则ω是矩阵Q的特征值，否则ω是矩阵的特
征值 ⼀定ň ≥1，事实上，如果不是这种情况下，我们将有

根据以上内容，我们可以归纳为  对于具有的所有索引 。根据分析扩展的原理（Cartan，1961，第四章），
 等于零，这是不可能的。

    如果J = 1，我们写得更简单
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殊情况，即⼀种类型的出⽣和死亡的线性过程。

2.6截断的矩阵
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可能性 要⽣出⼀种新的我个⼈  ，
可能性 变换成类型的单个  我与我 ≠ Ĵ，
可能性  死亡或离开⼈⼝。

因此，我们有

和

我们定义 。然后写出等式（4）

如果是随机环境，则是（Bacaërand Ait Dads，2014）第2节中提出的⽅程的推⼴；如果是随机环境，则是（Bacaër，2017a）
的⽅程（5）的推⼴。⼏种类型。通过将i = j的情况与i ≠ j的情况区分开来，我们很容易地表明 等式（5）定义的 

。⼈⼝是次临界的，如果 。

3.2两种类型的个⼈

    以只有J = 2种类型的⽣与死过程为例，这使得可以轻松地排序⼈⼝的不同状态。让我们介绍⼀下对⾓矩阵
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 是⽅阵，其⼤⼩为 ，由块组成的三对⾓线，描述了当个体总数为n且不变时（从环境或个体转移到两种其

他类型 的个体）时的过渡

A
(k)
i,j dt

−T
(k)
i,j dt

S
(k)
j,j dt

c
(k)
j = ∑

i

A
(k)
i,j + T

(k)
j,j + S

(k)
j,j

g
(k)
j (x1, … ,xJ) = [∑

i

A
(k)
i,j xixj + S

(k)
j,j −∑

i≠j

T
(k)
i,j xi]/c(k)

j .

B
(k)
i,j = T

(k)
i,j + S

(k)
i,j

∂f (k)

∂t
=

K

∑
h=1

Qk,hf
(h) +

J

∑
i=1

J

∑
j=1

[xi − 1][A(k)
i,j xj − B

(k)
i,j ]

∂f (k)

∂xj
, (9)

M
(k)
i,j

M
(k)
i,j = A

(k)
i,j − B

(k)
i,j λ1 < 0

Cj = diag(c(1)
j , … , c(K)

j ), Ai,j = diag(A(1)
i,j , … ,A(K)

i,j ),

Ti,j = diag(T (1)
i,j , … ,T (K)

i,j ), Sj,j = diag(S(1)
j,j , … ,S(K)

j,j ).

p(k)(t,n1,n2) n1 + n2

p(t) = (p(1)(t, 0, 0), … , p(K)(t, 0, 0),
p(1)(t, 1, 0), … , p(K)(t, 1, 0),
p(1)(t, 0, 1), … , p(K)(t, 0, 1),
p(1)(t, 2, 0), … , p(K)(t, 2, 0),
p(1)(t, 1, 1), … , p(K)(t, 1, 1),
p(1)(t, 0, 2), … , p(K)(t, 0, 2), …).

dp/dt = Z p(t)

Z

⎛⎜⎝Z0,0 Z0,1 0 ⋯ 0 ⋯

0 Z1,1 Z1,2 ⋱ ⋮

0 Z2,1 Z2,2 ⋱ 0

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ Zn−1,n ⋱

0 ⋯ 0 Zn,n−1 Zn,n ⋱

⋮ ⋱ ⋱ ⋱

⎞⎟⎠Zn,n (n + 1)K



和 
 是具有的矩形矩阵  线和  仅有两个⾮零块带的列，它描述了总数从  在  （死亡或出院）

 是具有的矩形矩阵  线和  列，还带有两个⾮零的块带，它们描述了总数从  在  （出⽣）

3.3范例

    作为具有两种类型个体的过程的⽰例，请考虑线性流⾏病模型（Bacaër和Ait Dads，2014）的情况，其中1型个体被感染但
尚未具有传染性（即在潜伏期）和2型感染者。亚临界线性情况例如对应于疾病被输⼊到不利于其传播的随机环境中的情况。
然后我们有

参数τ是潜伏期的⼈被传染的速率，与环境⽆关。参数 是传染病在流⾏开始时感染新⼈的⽐率；由于⽓候对传播概率的影
响，它取决于环境。γ参数是传染病的治愈率。因此，我们有

我们还假设只有 K = 2个不同的环境，并且

系统（9）已编写

和

    我们为⿇疹选择了以下数值，⽤于（Bacaër，Ait Dads，2014）：  天， 天。对于 ，我们认为 
每⽉（每⽉30天），并且 每⽉。在（Bacaër和Ait Dads，2014年）中，系数β每⽉在4⾄8之间周期性变化，以与流⾏
曲线保持良好拟合。参数ε旨在改变。最后假设 ，因此在这两种状态下，环境平均要花费⼀半的时间。

⎛⎜⎝Q − nC1 −T1,2 0 ⋯ 0

−nT2,1 Q − (n − 1)C1 − C2 −2T1,2 ⋯ 0

0 −(n − 1)T2,1 Q − (n − 2)C1 − 2C2 ⋱ ⋮

⋮ ⋮ ⋱ ⋱ −nT1,2

0 0 ⋯ −T2,1 Q − nC2

⎞⎟⎠Z0,0 = Q

Zn−1,n nK (n + 1)K n n − 1

;

⎛⎜⎝nS1,1 S2,2 0 ⋯ 0

0 (n − 1)S1,1 2S2,2 ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0

0 ⋯ 0 S1,1 nS2,2

⎞⎟⎠Zn+1,n (n + 2)K (n + 1)K n n + 1

.

⎛⎜⎝nA1,1 0 0 ⋯ 0

nA2,1 (n − 1)A1,1 + A1,2 0 ⋮

0 (n − 1)A2,1 + A2,2 ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ A1,1 + (n − 1)A1,2 0

⋮ ⋱ A2,1 + (n − 1)A2,2 nA1,2

0 ⋯ ⋯ 0 nA2,2

⎞⎟⎠T(k) = ( ), A(k) = ( ), S(k) = ( ).
τ 0

−τ 0
0 β(k)

0 0
0 0
0 γ

β(k)

M(k) = ( ).
−τ β(k)

τ −γ

Q = ( ).
−q1 q2

q1 −q2

∂f (1)

∂t
= q2f (2) − q1f (1) + τ(x2 − x1)

∂f (1)

∂x1
+ [β(1)(x1 − 1)x2 − γ(x2 − 1)] ∂f (1)

∂x2

∂f (2)

∂t
= q1f (1) − q2f (2) + τ(x2 − x1)

∂f (2)

∂x1
+ [β(2)(x1 − 1)x2 − γ(x2 − 1)] ∂f (2)

∂x2
.

1/τ = 8 1/γ = 5 β(k) β(1) = 4 ε

β(2) = 8 ε

q1 = q2 = 1



    通过利⽤三对⾓块结构的迭代⽅法（Ciarlet，2006），我们估计了光谱界  有限⼦矩阵的  的  如果n 依次为25、50、
100和200.这个正⽅形⼦矩阵的⼤⼩

我们还估算了关键参数 使⽤例如环境中的5000个跃点链接到Lyapounov的指数。结果如图1所⽰。请注意，如果环境恒定，
则该过程对于 。

图1.关键参数  （红⾊的），  （黑⾊）和  （蓝⾊为带有⼗字的 从下到上）作为ε的
函数。灭绝率  是极限  如果 。

    该图表明我们有  如果  很⼩，尤其是只要  和 ， 换⼀种说法 ， 也就是说 。但
 在⼀个地⽅ 严格来说仍然是负⾯的。不幸的是，我们⽆法确定 更明确地。预计  如果 。请记住，

只有⼀种类型的个⼈（ ），矩阵  实际上是标量数字  （Bacaër，2017c）在这种情况下倾向于表明

表⽰矩阵的光谱范围。当有⼏种类型的个⼈时，该公式的类似物仍有待确定。（Dyakonova，2008; Dyakonova，2013;
Vatutin and Wachtel，2017）在离散时间模型中也没有做到这⼀点。⽆疑更好地了解了功能的⾏为  在奇点附近 
在系统（7）中允许进度。
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P.  Collet,  S.  Martinez,  J.  San Martin (2013) Quasi– stationary Distributions, Springer,  Berlin.
E.  E.  Dyakonova (2008) On subcritical multi– type branching process inrandom environment,
Discr.  Math.  Theor.  Comput.  Sci.  Proc.  AI,  397– 404.
E.  E.  Dyakonova (2013) Multitype subcritical branching processesin a random environment,
Proc.  Steklov Inst.  Math.  282,  80– 89.
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