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resumo

Estudamos a taxa de extingdo de um processo de ramificag@o com varios tipos em tempo continuo em um ambiente aleatorio. Calculos numéricos em um exemplo
especifico inspirado em um modelo epidémico sugerem uma formula explicita para essa taxa de extingdo, mas apenas para determinados valores dos parametros.

1. Introducao

Supomos que o ambiente, observado k , oscila aleatoriamente entre um niimero finito de estados 1, ..., K de acordo com uma cadeia de Markov em tempo
continuo. Para k # & , a probabilidade de o ambiente mudar de / para k é Q. dt durante cada intervalo de tempo infinitesimal df , com Qg > 0. Nos definimos a

matriz Q = (Q) com

Qui=—>_Qun Vh

k#h
E a matriz transposta do gerador infinitesimal da cadeia (Sericola, 2013).

Considere uma populagdo de individuos que podem ser de varios tipos: 1, 2, ..., J . Essa populag@o evolui no ambiente aleatorio que acabamos de descrever.
Supde-se que exista pelo menos um individuo na populagdo no momento ¢ = 0. Um individuo do tipo i no ambiente £ tem uma probabilidade cgk) dt sofrer algum

evento durante cada intervalo de tempo infinitesimal d¢ , com cik) > 0. Se o evento ocorrer, encontraremos no lugar desse individuo n; individuos do tipo j para 1< j

<J com probabilidade 7T§k) (nq,...,ny). Em outras palavras, entre dois saltos no ambiente, cada individuo tem um "tempo de vida" aleatorio que segue uma lei

exponencial de pardmetro cgk). No final deste periodo, a lei da reprodugdo ¢ dada por (7r£k) (n1,...,nz)), independentemente de outros individuos. E, portanto, um

processo de conexdo com varios tipos em tempo continuo (Méléard, 2016).

Nos definimos p(k)(t, ni,...,ny), a probabilidade de a populagio ser composta por n; individuos do tipo i para 1 <i <J e que o ambiente é k no tempo ¢ .
Organizamos os estados (k, Myeeey nJ) do sistema por grupos de acordo com o niimero total de individuos n = nj + - - - + nz, de modo a ter um vetor de coluna
infinito p(¢). Observamos na segdo 2 que p(¢) ¢ a solugdo de um sistema linear de equagdes diferenciais i—‘t’ = Z p(t). Z é uma matriz infinita da forma

Zy | Zo; o .- 0
0 |Zy Zy,
0 |Zyy Zy, . 0 W
Z, 1,
0 \Z,, Z,, - Z,,

e os blocos Zy, , sdo matrizes de tamanhos diferentes. Vemos na estrutura dessa matriz que, quando um individuo passa por um evento, o numero total de individuos
86 pode diminuir em uma unidade, mas pode aumentar em varias unidades. Além disso, a classe de estados com zero individuos é absorvente: corresponde a
extingdo da populago. A seguir, nos restringimos ao caso subcritico em que a populagdo quase certamente morre. Um resultado de (Athreya e Karlin, 1971)
relacionado a modelos de tempo discretos nos permite determinar a condigao sob a qual existe extingdo em nosso modelo de tempo continuo. O objetivo ¢é tentar
determinar a taxa de exting@o da populagao.

Os artigos (Dyakonova, 2008; Dyakonova, 2013; Vatutin e Wachtel, 2017) calcularam essa taxa de extingdo em um modelo analogo, mas em tempo discreto, onde
os ambientes sucessivos sdo aleatorios, independentes e distribuidos de forma idéntica. As duas primeiras referéncias fornecem uma férmula simples para a taxa de
extingdo, mas com condi¢des bastante restritivas nos diferentes ambientes (as matrizes médias devem ter um vetor proprio em comum). (Vatutin e Wachtel, 2017)
fornece uma férmula menos explicita, mas com hipoteses mais gerais, enquanto permanece no caso “fortemente subcritico”.

A taxa de extingdo depende das propriedades espectrais da sub-matriz infinita extraida de (1) com Z ; no canto superior esquerdo. Nés definimos
k k k
Mi(,].)—cg,)( Z niﬂg)(nl,...,n‘])éi,j>, (2)
ni,...,ns>0

comd; ; =1Esei = j,d;; =0 Esei# j. Nos definimos

. k
o M® : 0 Matrix (Ml(]))

. diag(M(l), ceey M(K)) : a matriz de blocos diagonal com M(l), ... ,M(K> na diagonal
¢ w; : o limite espectral, ou seja, o autovalor da maior parte real da matriz
ol = Q@I+ diag™M®, ... ME),
I ¢ a matriz de identidade da ordem J e Q ® I ¢ o produto tensorial das duas matrizes.

Os célculos da Secdo 2 sugerem que wy seria a taxa de exting@o da populacdo para certos valores dos parametros. Isso permanece um palpite, no entanto.

Na segdo 3, primeiro consideramos o caso particular dos processos de nascimento e morte de varios tipos, depois nos restringimos a populagdes com apenas dois
tipos de individuos. Apresentamos um exemplo em que comparamos o valor numérico de w; com o limite o E se n — oo da ligagdo espectral da sub-matriz finita
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de (1) com Z1 ;1 no canto superior esquerdo e Zy, , no canto inferior direito. Resultados numéricos sugerem a igualdade desses dois nimeros para alguns valores dos
parametros, mas nao para todos, como no caso em que existe apenas um tipo de individuo (Bacaér, 2017¢c). Também conjeturamos que o limite i1 € a taxa de
extingdo da populagdo, definida, por exemplo, como o limite

1
im = (k)
tnggo ; logp™(t,n1,...,n7).
De acordo com (Collet et al., 2013, segdo 4.5), esse limite (chamado pardmetro Kingman) néo depende de &k, nem de (n4, . .., ny) providenciou que

ny + -+ +mny > 1, nem as condi¢des iniciais (ambiente e nimero de individuos dos diferentes tipos).
2. Caso geral

2.1 O sistema de equacdes diferenciais

Notacoes:
e n=(ni,...,ny)
e 0=(0,...,0): o vetor cujos componentes J sdo iguais a 0.
e n>0si gmﬁcar n; >0 Vi
e u; =(0,...,0,1,0,...,0): 0 vetor com o 1 na posi¢do .

As hipéteses do modelo implicam que

dp®) - ) 0
(t,n):—z (t,n) +ZQkhp (t,n)

dt ‘=
. (k)
Z Z ri+1)ec (k)(t,r +uy) 7 (s) (3)
j=1 r+s=n
r=(ry,...,r5) >0es=(sg,...,85) > 0sdo vetores de numeros inteiros positivos ou zero. Com efeito, se houver n individuos no ambiente k£ no momento 7,

entdo existe durante cada intervalo de tempo infinitesimal df uma probabilidade n; c;k) dt que um evento ocorre para um dos n; individuos do tipo j , € também uma
probabilidade — @y, 1, dt que o ambiente muda para outro estado. Se, por outro lado, houver n individuos em um ambiente / # k , existe uma probabilidade Qy, , dt
que o ambiente muda para o estado k . Finalmente, se houverr + u; individuos no ambiente & , ocorre um evento em um dos (r; + 1) individuos do tipo j com
probabilidade (r; + 1) *) 4t ¢ encontramos em seu lugar s individuos de diferentes tipos com probabilidade 7r< ) (s). Se tiver-mos r + s = n, acabamos com n;
individuos do tipo 7 para todos i . O sistema (3) possui a estrutura (1).

2.2 O sistema de equacdes diferenciais parciais

Nos definimos 1 = (1,...,1) ex = (zy,. ..,z ). Definimos as fungdes geradoras
x) = Zp(k)(t, n)z ...z,
n>0

onde o z; s3o niimeros complexos e os indices n; inteiros. Porque

Z Zp(k)(tynh"':n.]) = 17

k ni>0
o dominio de convergéncia dessas séries inclui o conjunto {(z1,...,2s); |z;| < 1 Vi}(Cartan, 1961, capitulo IV). Nés definimos
k) x) = Z 7r§k)(n) zt . Ty
n>0
Nos temos g§k>(1) = 1. N6s temos entdo
afk)
g —(t,x) = > (r;+ 1) p®(t,r +u)) 2}t ... 2.
L r>0
e
af® dp®
g (b3 = 2 g (el 2l
Com o sistema (3), obtemos
af(k) K " 4 * af®
ZQkhf Z (9% (a1, "’x")fg”j)a_xj’ (4)

E uma generalizagio do sistema (3) em (Bacaér, 2017c), que corresponde a J = 1.
2.3 O vetor de médias

Definimos os valores médios

EX (1) = => nip"(t,n)

n>0

Com g(k)( 1) = 1, deduzimos da equagéo (4), tomando sua derivada parcial em relagéo a z; entdo tomando x = 1,

Y us h J k k
=3 QuE” +Y MY EP,
h=1 =1



—f(U — i ®)

como na introdugio, e onde assumimos que Mi(’;.) < +o0 para todos os valores de indice. E a generalizagio da equagdo (4) de (Bacaér, 2017¢), que correspondeu a .J
= 1. Definimos E , o vetor da coluna

1) (1) (K) (K)
(Ey7,.. ., E} .. B, ... E}).

Nos temos entdo % = QUE com

Q111+ MO Q11 s Q1 kI
Qll — Q211 Q221+ M®
: . Qr-1x1
QraI e Qrx 1l Qg xl+ME)

como na introdugdo. Lembramos que w; ¢ o limite espectral dessa matriz, ou seja, o autovalor da maior parte real. PorqueQy, > 0 Vk # h e Mi(];) > 0Vi # 7,

notamos de fato que QM ¢ uma matriz cujos coeficientes fora da diagonal sdo todos > 0. De acordo com um corolario do teorema de Perron e Frobenius, ol tem
um autovalor real dominante, ou seja, maior que a parte real de todos os outros autovalores.

Para simplificar, assumimos que a matriz Q ¢ irredutivel:Vk # h, 3(ko, ..., kn), ko = k, kn = h, Qk, ., > 0 Vn. Também supomos que as matrizes M® sio

todos irredutiveis. Entdo a matriz 2 também ¢ irredutivel. Com E(0) # 0, temos

nt1

1
Jlos [E@I, 7, w1
e w; ¢ a taxa de crescimento ou diminuigdo do vetor de expectativa E(t).

2.4 O caso subcritico

Vamos considerar uma sequéncia fixa de ambientes gerados pela cadeia de Markov em tempo continuo da matriz Q : o ambiente ¢ o primeiro kg paraty <t < t1
com tg = 0, entdo k; para t; < t < tzetc. Entre dois saltos no ambiente, a populagdo evolui de acordo com um processo continuo de conexao de tempo com varios
tipos em um ambiente constante. No nosso processo de tempo continuo, podemos, portanto, associar um processo de tempo discreto que considera apenas o estado
da populagao nos instantes ¢, onde o ambiente muda. Os dois processos sdo simultaneamente supercriticos, criticos ou subcriticos.

O vetor das expectativas das populagdes de cada tipo, e(t) = (e1(t), . .., e;(t)), sabendo que o ambiente ¢ k,, para t, < t < t,.1, é solugdo de 4 = M*e(t)
durante esse intervalo de tempo. Com 7, = tp41 — 5, temos €(tn+1) = exp(Tn M(k">) e(tn). De acordo com (Athreya e Karlin, 1971, se¢do 4), os seguintes

1
—log [ exp(r, M) - exp(mM) | ®)

quase certamente converge para um limite \; independente do conjunto particular de ambientes. Além disso, a populagéo no processo de tempo discreto quase
certamente morre no caso subcritico em que A\; < 0 e ndo ha extingdo com uma probabilidade estritamente positiva se A; > 0. Portanto, o processo de tempo
continuo em nosso modelo inicial também ¢ subcritico se A; < 0. Se 7' ¢ o limite de ¢,,/n E se n — 400, nds notamos que A; /7" é o expoente de Lyapounoff do
sistema diferencial de e(t).

Por fim, observe que o limite espectral w; da se¢do anterior pode ser positivo enquanto A; é negativo. Isso ja é possivel quando existe apenas um tipo de individuo
(Bacaér e Ed-Darraz, 2014).

2.5 Autovalores no caso regular
Para o sistema (4), estamos procurando solugdes
F®(t,x) = e F¥ (x)
com fungdes F(k)(ac) que ndo sdo todos idénticos zero. Temos assim

k S R . (k) ¢ (k) oF®
wF®(x) =Y Qun FM(x) + ) ¢ (g\" (x) — z;) 7 (X
h=1 j=1 J

Levando x = 1, ndés vemos que
K
wF® (1) =Y Qi FM(1).
h=1

Ha duas possibilidades:

o F(1) =0k,
e ® ¢ um valor proprio da matriz Q .

Se as fungdes F'(*¥)(x) sdo analiticos em um bairro de x = 1 (este ¢ o "caso regular"), vemos como na segio 2.3, derivando a equagio (7) com relagio a z; e
tomando x = 1,

K J
Wil =3 Quad” + 3 MPeP,
h=1 =1

k () ; . . o
com ¢§ ) = aaF—z (1). Portanto, ha também dois casos possiveis:



2 (1) = 0 Vi, Vk,

* ® ¢ um autovalor de QY
Nos definimos

® onF k)

Vn>1, V(... i) €{L,..., T} ¢y = m(l)
i ULy in

(%)

115025 ylm

Nos escolhemos n > 2. Supomos que ¢ =0V1I<k<K,1<m<ne/(i,...,in) €{1,...,J}™ Derivamos a equagdo (7) em relagdo az;,,...,z;, €

tomamos x = 1. Por causa da suposicao sobre derivadas parciais de ordem < n ¢ porque g;.k) (1) = 1, apenas os seguintes termos permanecem:
(k) - (k) (k) (k) (k) = (R)
PEANED Y [Mil,j Pjiny i T+ M ‘z’il,iz,..v,j] Y Qun ity i, Viesin) €L, T} 1<k<K. 8)
=1 h=1

Portanto, existem dois casos possiveis:

k . .
o« g0 =0V, i, R
e o ¢ um autovalor da matriz quadrada Q" de ordem K x J" definido pelas equagdes lineares (8).

Em resumo, concluimos que, se as fungdes proprias F(*) (x) associados ao valor proprio ® sdo analiticos em uma vizinhanga de x = 1, entdo ® é um autovalor da
matriz Q , ou entdo ® ¢ um autovalor de uma matriz ol para um certo n > 1. De fato, se ndo fosse esse o caso, teriamos

F®Oay=0, ¢ =0 vi, vk

Do exposto, deduziriamos por indugdo que qﬁif) _.i, = 0 para todos os indices com n > 2. De acordo com o principio da extensdo analitica (Cartan, 1961, capitulo

IV), F(x) seria idéntico a zero, o que ndo ¢é possivel.

Se J =1, escrevemos mais simplesmente

anF(k) ag(k)
o) =), MO = L)),

Oz} 1

A equagao (8) € entdo escrita
k . h k
Wit =3 Quawl”) + n MOyl
h=1

Deduzimos que w ¢ um autovalor da matriz Q ou uma matriz Q + n diag(M(l), ceey M(K)) comn > 1. A Secgdo 4.2 de (Bacaér, 2017a) ja havia notado esse caso
especifico para os processos lineares de nascimentos e mortes com um nico tipo.

2.6 A matriz truncada

Nos definimos Y, a sub-matriz finita da matriz (1) com Zy ; no canto superior esquerdo e Zj, , no canto inferior direito. O limite espectral dessa matriz ¢ tal que
tn < ppt1 < 0. Como na Proposigdo 2 de (Bacaér, 2017a), definimos 1 o vetor de linha (1, ..., 1) de tamanho adequado. Nés temos entéo

1Y, <0=0-1.
Entéo nos temos u, < 0 (ver, por exemplo, (Nkague Nkamba, 2012, Teorema 30.1)). Existe um vetor de coluna v, # 0 com
Y.vy, = pin vy
e v, > 0. Nos definimos w,, o vetor da coluna (v,,, 0). Nos temos entdo
Yoi1Wn > ptnWn
porque os coeficientes das matrizes Zy, 11, - - -, Zipy1,, €stamos > 0. Deduzimos que 1,11 > p,, de (Nkague Nkamba, 2012, Teorema 30.3). A partir disso, segue-se
também que o limite oy do p,, E se n — oo existir.

3. Casos especiais

3.1 Os processos de nascimento e morte

(k)

Para cada ambiente k£ , nos damos como em (Bacaér, 2017b) trés matrizes do mesmo tamanho: uma matriz de nascimentoA® = (4] ; ) com coeficientes > 0,

uma matriz de transferéncia T*) = (Tl(f)) com
S0 vi TV <0 vizg
i
e uma matriz de saida diagonal st = (Sl(’l;.)) com S;? > 0 Vj. Em outras palavras, durante cada intervalo de tempo infinitesimal dt , cada individuo do tipo j que
esta no ambiente ka

¢ uma probabilidade AEIZ.) dt dar a luz um novo tipo 7 individuo ,
e uma probabilidade —Ti(?) dt transformar em um individuo do tipo icomi#j,

¢ uma probabilidade S’;f? dt morrer ou deixar a populag@o.

Temos assim

(k) _ (k) (k) (k)
¢ = Z A + Ty + 55



gg.k)(xl, Lzy) = Z Ag“j):vix]- + SJ(.;) — Z Tl(f)xl /c;.k) .
i

i)
Nés definimos Bg;) = Tlff) + Sfy’;.). Entdo a equagdo (4) ¢ escrita
oM & LS k 0, O
= Z Qunf™ + Z[wi - 1][142,]')%' - Bz(',])]—, ) 9)
ot =1 =1 =1 Oz;

que ¢ a generalizacdo da equag@o apresentada na se¢@o 2 de (Bacaér e Ait Dads, 2014) no caso de um ambiente aleatdrio, ou a generalizag¢@o da equagdo (5) de
(Bacaér, 2017a) no caso de Varios tipos. Ao distinguir o caso em que i =; daquele em que i #; , mostramos facilmente que Mi(,l;), definido pela equacao (5), ¢ dado

por MIE’;) = AE? - BE?. A populagdo ¢ sub-critica se A; < 0.
3.2 Dois tipos de individuos

Tomemos o caso de um processo de nascimento e morte em que existem apenas tipos J = 2, o que torna possivel ordenar os diferentes estados da populagdo com
facilidade. Vamos apresentar as matrizes diagonais

C; = diag(c(l) . ,C;K)), A= diag(A(l) A(K)),

i i

Ti,j = diag(]’;(l_)’ . T(K)), Sj,j _ diag(s;’lj), . S(I.()).

YT [V

Organizamos as fungdes p*) (t,n1,n2) de acordo com o nimero total n; + ny de individuos, e esse nimero fixo, pelo namero de individuos do tipo 1 e depois pelo
ambiente. Com essa ordem, consideramos o vetor de coluna infinita

)
PN (t,1,0),...,p%)( )
p(t,0,1),...,p")(,0,1),
p(¢,2,0),...,p%)(t,2,0),
(¢, 1,1),...,p%(,1,1),
p(t,0,2),...,p%(,0,2),...)

Em seguida, o sistema (3) também ¢ gravado dp/dt = Z p(¢).

¢ Z ¢ a matriz tridiagonal infinita por blocos

Zoo | Zoy O 0
0 |Ziy Zip
0 |Zy1 Zyp . 1]
Zn 1n
0 e 0 Znn1 Zn,

e zeros sdo zero matrizes do tamanho apropriado;
* Z,, ¢ amatriz quadrada, cujo tamanho ¢é (n + 1)K, que é tridiagonal por blocos, que descreve as transi¢des quando o niimero total de individuos é n e
quando isso ndo muda (pule do ambiente ou do individuo transferido para o outro dos dois tipos)

Q - n01 7T1’2 0 e 0
—nTZJ Q — (’I’L — 1)01 — 02 —2T1,2 e 0
0 —(n - 1)T2’1 Q - (n - 2)01 - 202
: : : —nTyy
\ 0 0 s _TZ,l Q - nCZ}

eZop=Q
e Z,_1, ¢ a matriz retangular com nK linhas ¢ (n 4+ 1) K colunas que possuem apenas duas bandas de bloco diferentes de zero e que descrevem as transigdes
de onde o niimero total de individuos passa n as n — 1 (morte ou alta)

’I'le,l S212 0 e 0
0 (Tl - 1)8171 252’2

: . 0
0 ce 0 Sl,l TLSz,Q

o Zy1,n ¢ a matriz retangular com (n + 2)K linhas e (n + 1)K colunas, também com duas bandas de bloco diferentes de zero, que descrevem as transigdes de
onde o numero total de individuos passa n as n -+ 1 (nascimentos)



TLA171 0 0 e 0
nAs; (n—1)A;1+A12 O

0 (n—1)Az1 + Agp

A1,1 + (n — 1)A1,2 0

: Az +(n—1)Azs nAis
0 ... ... 0 nAgs

3.3 Exemplo

Como exemplo de um processo com dois tipos de individuos, considere o caso do modelo linear epidémico de (Bacaér e Ait Dads, 2014), em que individuos do
tipo 1 sdo pessoas infectadas, mas ainda ndo infecciosas (ou seja, na fase latente) e individuos do tipo 2 aqueles que sdo infecciosos. O caso linear subcritico
corresponde, por exemplo, a situagdo em que a doenga ¢ importada para um ambiente aleatorio desfavoravel a sua propagagéo. Nos temos entdo

o0 _ (T O)  awm_ (0 BYY g _ (0 0
-7 0)° 0 0/ 0 v

O pardmetro T ¢ a taxa na qual as pessoas na fase latente se tornam infecciosas, independentemente do ambiente. O pardmetro 8% ¢ a taxa na qual pessoas
infecciosas infectam novas pessoas no inicio de uma epidemia; depende do meio ambiente por causa da influéncia do clima na probabilidade de transmissdo. O
parametro y ¢ a taxa de cura para pessoas infecciosas. Temos assim
— (k)
M® = ( T AT,
T =

Também assumimos que existem apenas K = 2 ambientes diferentes e que

[T @
Q_<II1 *112>'

O sistema (9) esta escrito

afwm af) o)

% =qf® —qf" + (22— 21) aj;l + [ﬁ“)(m — Dz — (22 — 1)] 6J;2
(§

af® 9f® 9+®

% =aqifY — @ f® + 1@ —m) 81;1 + [5(2)($1 = Dz —y(z2 - 1)] Bme .

Escolhemos os seguintes valores numéricos, usados em (Bacaér, Ait Dads, 2014) para o sarampo: 1/7 = 8 dias, 1/ = 5 dias. Para 8™ supomos que BV =4 ¢

por més (com um més de 30 dias) e que B) = 8 & por més. Em (Bacaér e Ait Dads, 2014), o coeficiente B variou periodicamente entre 4 ¢ 8 por més para se adequar
a curva epidémica. O parametro € deve variar. Por fim, suponha que g1 = g2 = 1, para que o ambiente gaste, em média, metade do tempo em cada um dos dois
estados.

Com um método iterativo que tira proveito da estrutura de blocos tridiagonal (Ciarlet, 2006), estimamos a ligac@o espectral y,, da sub-matriz finita Y, do Z se n
for sucessivamente 25, 50, 100 ¢ 200. Essa sub-matriz quadrada é do tamanho

2K 43K +---+ (n+ 1)K =n(n+ 3)K /2.

Também estimamos o parametro critico \; ligado ao expoente de Lyapounov, utilizando, por exemplo, 5000 saltos do ambiente. Os resultados sdo mostrados na
Figura 1. Observe que, se o ambiente fosse constante, o processo seria subcritico para 8 < .

0.5

-1.5 T T T T T J

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11

Figura 1. O parametro critico A; (em vermelho), w; (em preto) e u,, (em azul com cruzes paran € {25, 50, 100, 200} de baixo para cima) em fungdo
de €. A taxa de exting@o oy € o limite de p,, E se n — oo.

A figura sugere que temos a; = wy E se & ¢ pequeno, especialmente desde que S() < y ¢ B®) < v, em outras palavras 2 < 1, isto ¢, < 0,75. Mas oy < w;
em uma area onde \; permanece estritamente negativo. Infelizmente, no conseguimos determinar o mais explicitamente. E esperado que a; = 0 E se A; = 0.

Lembre-se de que, quando houver apenas um tipo de individuo (J = 1), matrizes M® na verdade sdo niimeros escalares M®) ¢ (Bacagér, 2017c¢) tendiam a mostrar
neste caso que



a; = min $(Q + diag(M D, ..., M),

0<6<1

5(+) denota o limite espectral de uma matriz. O analogo dessa formula quando existem varios tipos de individuos ainda precisa ser determinado. (Dyakonova, 2008;
Dyakonova, 2013; Vatutin ¢ Wachtel, 2017) também néo conseguiram fazé-lo nos modelos de tempo discretos. Sem duvida, uma melhor compreensao do
comportamento das fungdes F'(*) (x) perto do ponto singular x = 1 no sistema (7) permitiria progresso.
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