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Sur l'extintion des populations ave plusieurstypes dans un environnement aléatoireNiolas Baaër∗Comptes Rendus Biologies 341 (2018) 145-151doi : 10.1016/j.rvi.2018.01.009hal : 02167628Tradutions : [ar, de, es, it, ja, nl, pt, ru, zh℄, [html℄RésuméOn étudie le taux d'extintion d'une population modélisée par un pro-essus de branhement à plusieurs types en temps ontinu dans un envi-ronnement aléatoire. Des aluls numériques dans un exemple partiulierinspiré d'un modèle épidémique suggèrent une formule expliite pour etaux d'extintion mais seulement pour ertaines valeurs des paramètres.1 IntrodutionSupposons que l'environnement, noté k, osille de manière aléatoire entre unnombre �ni d'états 1, . . . ,K selon une haîne de Markov en temps ontinu. Pour
k 6= ℓ, la probabilité pour que l'environnement basule de ℓ vers k est Qk,ℓ dtpendant haque intervalle de temps in�nitésimal dt, ave Qk,ℓ ≥ 0. Introduisonsla matrie Q = (Qk,ℓ) telle que Qℓ,ℓ = −

∑

k 6=ℓQk,ℓ pour tout ℓ ; 'est la matrietransposée du générateur in�nitésimal de la haîne [1℄.Considérons par ailleurs une population d'individus qui peuvent être de Itypes di�érents et qui évoluent dans l'environnement aléatoire que l'on vientde dérire. Supposons qu'il y ait au moins un individu dans la populationau temps initial t = 0. Un individu de type i dans l'environnement k a uneprobabilité c(k)i dt de subir quelque événement pendant haque intervalle detemps in�nitésimal dt, ave c(k)i > 0. Si l'événement se produit, on trouve àla plae de et individu nj individus de type j pour 1 ≤ j ≤ I ave une pro-babilité π(k)
i (n1, . . . , nI). Autrement dit, entre deux sauts de l'environnement,haque individu a un � temps de vie � aléatoire qui suit une loi exponentielle
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de paramètre c(k)i ; au bout de e temps, la loi de reprodution est donnée par
(π

(k)
i (n1, . . . , nI)), indépendamment des autres individus. Il s'agit don d'unproessus de branhement en temps ontinu à plusieurs types [2℄.Notons p(k)(t, n1, . . . , nI) la probabilité que la population soit omposée de

ni individus de type i pour 1 ≤ i ≤ I et que l'environnement soit k au temps t.Ordonnons les états (k, n1, . . . , nI) du système par groupes selon le nombretotal d'individus n = n1 + · · ·+nI , de manière à avoir un veteur olonne in�ni
p(t). On observe dans la setion 2 que p(t) est solution d'un système linéaired'équations di�érentielles dp

dt
= Zp(t), où Z est une matrie in�nie de la forme
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(1)
et les blos Zm,n sont eux-mêmes des matries de tailles di�érentes. On voitsur la struture de ette matrie que lorsqu'un individu subit un événement, lenombre total d'individus ne peut déroître que d'une unité mais il peut roître deplusieurs unités. De plus, la lasse des états ave zéro individu est absorbante :elle orrespond à l'extintion de la population. On se restreint dans la suite auas sous-ritique où la population s'éteint presque sûrement ; un résultat de [3℄relatif aux modèles en temps disret permet de déterminer à quelle ondition ily a extintion dans notre modèle en temps ontinu. L'objetif est alors d'essayerde déterminer le taux d'extintion de la population.Les artiles [4℄, [5℄ et [6℄ ont alulé e taux d'extintion dans un modèle ana-logue mais en temps disret, où les environnements suessifs sont aléatoires, in-dépendants et identiquements distribués. Les deux premières référenes donnentune formule simple pour le taux d'extintion mais ave des onditions assez res-tritives sur les di�érents environnements (les matries moyennes doivent avoirun veteur propre ommun). [6℄ donne une formule moins expliite mais avedes hypothèses plus générales, en restant néanmoins dans le as � fortementsous-ritique �.Le taux d'extintion dépend des propriétés spetrales de la sous-matriein�nie extraite de (1) ave Z1,1 dans son oin supérieur gauhe. Notons

M
(k)
i,j = c

(k)
j





∑

n1,...,nI≥0

ni π
(k)
j (n1, . . . , nI)− δi,j



 , (2)où δi,j = 1 si i = j, δi,j = 0 sinon. Soit M(k) la matrie (M
(k)
i,j ). Notons

diag(M(1), . . . ,M(K)) la matrie diagonale par blos ave M(1), . . . ,M(K) sur2



la diagonale. Notons ω1 la borne spetrale, 'est-à-dire la valeur propre de plusgrande partie réelle, de la matrie
Ω[1] = Q⊗ I+ diag(M(1), . . . ,M(K)),où I est la matrie identité d'ordre I et Q⊗ I est le produit tensoriel des deuxmatries. Les aluls de la setion 2 suggèrent que ω1 serait le taux d'extintionde la population pour ertaines valeurs des paramètres. Cela reste néanmoinsune onjeture.Dans la setion 3, on onsidère tout d'abord le as partiulier des proessus denaissane et de mort à plusieurs types, puis on se restreint aux populations aveseulement deux types d'individus. On présente un exemple où l'on ompare lavaleur numérique de ω1 ave la limite α1 quand n→ ∞ de la borne spetrale dela sous-matrie �nie de (1) ave Z1,1 dans son oin supérieur gauhe et Zn,n dansson oin inférieur droit. Les résultats numériques suggèrent l'égalité de es deuxnombres pour ertaines valeurs des paramètres mais pas pour toutes, ommed'ailleurs dans le as où il n'y a qu'un seul type d'invidu [7℄. On onjeture parailleurs que la limite α1 est bien le taux d'extintion de la population, dé�ni parexemple omme étant la limite

lim
t→+∞

1

t
log p(k)(t, n1, . . . , nI) .D'après [8, setion 4.5℄, ette limite (appelée paramètre de Kingman) ne dépendni de k, ni de (n1, . . . , nI) pourvu que n1+· · ·+nI ≥ 1, ni des onditions initiales(environnement et nombre d'individus des di�érents types).2 Cas général2.1 Le système d'équations di�érentiellesNotons n = (n1, . . . , nI) et 0 = (0, . . . , 0) le veteur dont les I omposantessont égales à 0. Convenons que n ≥ 0 signi�e que ni ≥ 0 pour tout i. Notons

uj = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) le veteur ave le 1 en je position. Les hypothèses dumodèle impliquent que
dp(k)

dt
(t,n) = −

I
∑

j=1

nj c
(k)
j p(k)(t,n) +

K
∑

ℓ=1

Qk,ℓ p
(ℓ)(t,n)

+

I
∑

j=1

∑

r+s=n

(rj + 1) c
(k)
j p(k)(t, r+ uj) π

(k)
j (s) , (3)où r = (r1, . . . , rI) ≥ 0 et s = (s1, . . . , sI) ≥ 0 sont des veteurs de nombresentiers positifs ou nuls. En e�et, s'il y a n individus dans l'environnement kau temps t, alors il y a pendant haque intervalle de temps in�nitésimal dt uneprobabilité nj c

(k)
j dt qu'un événement survienne pour l'un des nj individus de3



type j, et aussi une probabilité −Qk,k dt que l'environnement basule dans unautre état. Si en revanhe il y a n individus dans un environnement ℓ 6= k, il ya une probabilité Qk,ℓ dt que l'environnement basule vers l'état k. En�n, s'il ya r+uj individus dans l'environnement k, un événement survient hez l'un des
(rj+1) individus de type j ave une probabilité (rj+1) c

(k)
j dt et l'on retrouve àsa plae s individus des di�érents types ave une probabilité π(k)

j (s) ; si r+s = n,on se retrouve ave ni individus de type i pour tout i. Le système (3) a bien lastruture (1).2.2 Le système d'équations aux dérivées partiellesNotons 1 = (1, . . . , 1) et x = (x1, . . . , xI). Introduisons les fontions généra-tries
f (k)(t,x) =

∑

n≥0

p(k)(t,n)xn1
1 . . . xnI

I ,où les xi sont des nombres omplexes et les indies ni des entiers. Puisque
∑

k

∑

ni≥0 p
(k)(t, n1, . . . , nI) = 1, le domaine de onvergene de es séries inlutl'ensemble {(x1, . . . , xI); |xi| < 1 pour tout i} [9, hapitre IV℄. Notons

g
(k)
j (x) =

∑

n≥0

π
(k)
j (n) xn1

1 . . . xnI

I .On a g(k)j (1) = 1. Alors
∂f (k)

∂xj
(t,x) =

∑

r≥0

(rj + 1) p(k)(t, r+ uj) x
r1
1 . . . xrII .et

∂f (k)

∂t
(t,x) =

∑

n≥0

dp(k)

dt
(t,n)xn1

1 . . . xnI

I .Ave le système (3), on obtient
∂f (k)

∂t
=

K
∑

ℓ=1

Qk,ℓ f
(ℓ) +

I
∑

j=1

c
(k)
j (g

(k)
j (x1, . . . , xI)− xj)

∂f (k)

∂xj
. (4)C'est une généralisation du système (3) dans [7℄, qui orrespond à I = 1.2.3 Le veteur des espéranesIntroduisons les espéranes

E
(k)
i (t) =

∂f (k)

∂xi
(t,1) =

∑

n≥0

ni p
(k)(t,n) .4



Comme g(k)j (1) = 1, on déduit de l'équation (4), en prenant sa dérivée partiellepar rapport à xi puis en prenant x = 1, que
dE

(k)
i

dt
=

K
∑

ℓ=1

Qk,ℓE
(ℓ)
i +

I
∑

j=1

M
(k)
i,j E

(k)
j ,où

M
(k)
i,j = c

(k)
j

(

∂g
(k)
j

∂xi
(1)− δi,j

) (5)omme dans l'introdution, et où l'on suppose que M (k)
i,j < +∞ pour toutes lesvaleurs des indies. C'est la généralisation de l'équation (4) de [7℄, qui orres-pondait à I = 1. Soit E le veteur olonne

(E
(1)
1 , . . . , E

(1)
I , . . . , E

(K)
1 , . . . , E

(K)
I ).Alors dE

dt
= Ω[1]E ave

Ω[1] =
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omme dans l'introdution. Rappelons que ω1 est la borne spetrale de ettematrie, 'est-à-dire la valeur propre de plus grande partie réelle. Comme Qk,ℓ ≥

0 pour k 6= ℓ et M (k)
i,j ≥ 0 pour i 6= j, on remarque en e�et que Ω[1] est unematrie dont les oe�ients en dehors de la diagonale sont tous ≥ 0. D'aprèsun orollaire du théorème de Perron et Frobenius, Ω[1] a bien une valeur propreréelle dominante, 'est-à-dire supérieure à la partie réelle de toutes les autresvaleurs propres.Supposons pour simpli�er que la matrie Q soit irrédutible : pour tout

k 6= ℓ, il existe une suite (k0, . . . , kN ) telle que k0 = k, kN = ℓ et Qkn,kn+1 > 0pour tout n. Supposons de plus que les matriesM(k) soient toutes irrédutibles.Alors la matrie Ω[1] est elle aussi irrédutible. Puisque E(0) 6= 0, on a
1

t
log ‖E(t)‖ −→

t→+∞
ω1et ω1 est le taux de roissane ou de déroissane du veteur des espéranes E(t).2.4 Le as sous-ritiqueConsidérons une suite �xée d'environnements engendrés par la haîne deMarkov en temps ontinu de matrie Q : l'environnement est d'abord k0 pour

t0 < t < t1 ave t0 = 0, puis k1 pour t1 < t < t2, et. Entre deux sauts5



de l'environnement, la population évolue selon un proessus de branhementen temps ontinu à plusieurs types dans un environnement onstant. À notreproessus en temps ontinu, on peut don assoier un proessus en temps disretqui ne onsidère que l'état de la population aux instants tn où l'environnementbasule. Les deux proessus sont simultanément surritiques, ritiques ou sous-ritiques.Le veteur des espéranes e(t) = (e1(t), . . . , eI(t)) des populations de haquetype, sahant que l'environnement est kn pour tn < t < tn+1, est solution de
de
dt

= M(kn)e(t) pendant et intervalle de temps. Notons τn = tn+1 − tn. Alors
e(tn+1) = exp(τn M

(kn)) e(tn). D'après [3, setion 4℄, la suite
1

n
log ‖ exp(τnM

(kn)) · · · exp(τ0M
(k0))‖ (6)onverge presque sûrement vers une limite λ1 indépendante de la suite partiu-lière d'environnements ; de plus, la population dans le proessus en temps disrets'éteint presque sûrement dans le as sous-ritique où λ1 < 0 et ne s'éteint pasave une probabilité > 0 lorsque λ1 > 0. Ainsi le proessus en temps ontinudans notre modèle de départ est aussi sous-ritique quand λ1 < 0. Si T estla limite de tn/n quand n → +∞, on remarque que λ1/T est l'exposant deLyapouno� du système di�érentiel pour e(t).Notons en�n que la borne spetrale ω1 de la setion préédente peut êtrepositive alors que λ1 est négatif ; 'est déjà possible lorsqu'il n'y a qu'un seultype d'individus [10℄.2.5 Les valeurs propres dans le as régulierCherhons des solutions du système (4) de la forme f (k)(t,x) = eωtF (k)(x)ave des fontions F (k)(x) qui ne sont pas toutes identiquement nulles. Ainsi

ω F (k)(x) =

K
∑

ℓ=1

Qk,ℓ F
(ℓ)(x) +

I
∑

j=1

c
(k)
j (g

(k)
j (x)− xj)

∂F (k)

∂xj
(x) . (7)En prenant x = 1, on voit que

ω F (k)(1) =
K
∑

ℓ=1

Qk,ℓ F
(ℓ)(1).Ou bien F (k)(1) = 0 pour tout k, ou bien ω est une valeur propre de la ma-trie Q.Si les fontions F (k)(x) sont analytiques dans un voisinage de x = 1 ('estle � as régulier �), alors on voit omme dans la setion 2.3, en dérivant l'équa-tion (7) par rapport à xi et en prenant x = 1, que

ω φ
(k)
i =

K
∑

ℓ=1

Qk,ℓ φ
(ℓ)
i +

I
∑

j=1

M
(k)
i,j φ

(k)
j ,6



où φ(k)i = ∂F (k)

∂xi

(1). Don ou bien ∂F (k)

∂xi

(1) = 0 pour tout i et tout k, ou bien ωest une valeur propre de Ω[1].Pour tout entier n ≥ 1, pour toute suite d'indies (i1, . . . , in) ∈ {1, . . . , I}n,notons
φ
(k)
i1,i2,...,in

=
∂nF (k)

∂xi1∂xi2 · · · ∂xin
(1).Soit n ≥ 2. Supposons que φ(k)i1,i2,...,im

= 0 pour tous les indies 1 ≤ k ≤ K,
1 ≤ m < n et (i1, . . . , im) ∈ {1, . . . , I}m. Dérivons l'équation (7) par rapport à
xi1 , . . . , xin et prenons x = 1. À ause de l'hypothèse sur les dérivées partiellesd'ordre < n et puisque g(k)j (1) = 1, il ne reste que les termes suivants :
ω φ

(k)
i1,i2,...,in

=

I
∑

j=1

[

M
(k)
i1,j

φ
(k)
j,i2,...,in

+ · · ·+M
(k)
in,j

φ
(k)
i1,i2,...,j

]

+

K
∑

ℓ=1

Qk,ℓ φ
(ℓ)
i1,i2,...,in(8)pour tout (i1, . . . , in) ∈ {1, . . . , I}n et 1 ≤ k ≤ K. Don ou bien φ(k)i1,i2,...,in

= 0pour tous les indies i1, . . . , in et k, ou bien ω est une valeur propre de la matriearrée Ω[n] d'ordre K × In dé�nie par les équations linéaires (8).En résumé, on onlut que si les fontions propres F (k)(x) assoiées à lavaleur propre ω sont analytiques dans un voisinage de x = 1, alors ou bien ωest une valeur propre de la matrie Q, ou bien ω est une valeur propre d'unematrie Ω[n] pour un ertain n ≥ 1. En e�et, si tel n'était pas le as, on aurait
F (k)(1) = 0 et φ(k)i = 0 pour tous les indies. D'après e qui préède, on endéduirait par réurrene que φ(k)i1,...,in

= 0 pour tous les indies ave n ≥ 2.D'après le prinipe du prolongement analytique [9, hapitre IV℄, l'appliation
F (x) serait identiquement nulle, e qui n'est pas possible.Remarque. Pour I = 1, on note plus simplement

ψ(k)
n =

∂nF (k)

∂xn1
(1), M (k) = c

(k)
1

(

∂g
(k)
1

∂x1
(1)− 1

)

.L'équation (8) s'érit alors
ω ψ(k)

n =
K
∑

ℓ=1

Qk,ℓ ψ
(ℓ)
n + nM (k)ψ(k)

n .On en déduit que ω est une valeur propre de la matrie Q ou d'une matrie Q+
n diag(M (1), . . . ,M (K)) ave n ≥ 1. La setion 4.2 de [11℄ avait déjà remarquée as partiulier pour les proessus linéaires de naissanes et de mort à un seultype.2.6 La matrie tronquéeNotons Yn la sous-matrie �nie de la matrie (1) ave Z1,1 dans son oinsupérieur gauhe et Zn,n dans son oin inférieur droit. Sa borne spetrale µn7



est telle que µn ≤ µn+1 ≤ 0. En e�et, omme dans la proposition 2 de [11℄,notons 1 le veteur ligne (1, . . . , 1) de taille onvenable. Alors 1Yn ≤ 0 = 0 · 1.Don µn ≤ 0 (voir par exemple [12, théorème 30.1℄). Soit vn 6= 0 un veteurolonne tel que Ynvn = µn vn et vn ≥ 0. Soit wn le veteur olonne (vn,0).Alors Yn+1wn ≥ µnwn puisque les matries Zn+1,1, . . ., Zn+1,n sont toutes àoe�ients ≥ 0. On en déduit que µn+1 ≥ µn d'après [12, théorème 30.3℄. Deei, il résulte aussi que la limite α1 de µn quand n→ ∞ existe bien.3 Cas partiuliers3.1 Les proessus de naissane et de mortPour haque environnement k, on se donne omme dans [13℄ trois matriesde même taille : une matrie de naissane A(k) = (A
(k)
i,j ) à oe�ients ≥ 0,une matrie de transfert T(k) = (T

(k)
i,j ) telle que ∑i T

(k)
i,j = 0 pour tout j et

T
(k)
i,j ≤ 0 pour tout i 6= j, et une matrie diagonale de sortie S(k) = (S

(k)
i,j ) ave

S
(k)
j,j ≥ 0 pour tout j. Autrement dit, haque individu de type j qui se trouvedans l'environnement k a, pendant haque intervalle de temps in�nitésimal dt,une probabilité A(k)

i,j dt de donner naissane à un nouvel individu de type i, uneprobabilité −T
(k)
i,j dt de se transformer en un individu de type i pour i 6= j, etune probabilité S(k)

j,j dt de mourir ou de sortir de la population. Ainsi
c
(k)
j =

∑

i

A
(k)
i,j + T

(k)
j,j + S

(k)
j,jet

g
(k)
j (x1, . . . , xI) =





∑

i

A
(k)
i,j xixj + S

(k)
j,j −

∑

i6=j

T
(k)
i,j xi



 /c
(k)
j .Posons B(k)

i,j = T
(k)
i,j + S

(k)
i,j . Alors l'équation (4) s'érit

∂f (k)

∂t
=

K
∑

ℓ=1

Qk,ℓf
(ℓ) +

I
∑

i=1

I
∑

j=1

[xi − 1][A
(k)
i,j xj −B

(k)
i,j ]

∂f (k)

∂xj
, (9)qui est la généralisation de l'équation présentée dans la setion 2 de [14℄ auas d'un environnement aléatoire, ou enore la généralisation de l'équation (5)de [11℄ au as de plusieurs types. En distinguant le as où i = j de elui où

i 6= j, on montre failement que M (k)
i,j , dé�ni par l'équation (5), est donné par

M
(k)
i,j = A

(k)
i,j − B

(k)
i,j . La population est sous-ritique lorsque la limite λ1 de (6)est < 0.

8



3.2 Deux types d'individusPrenons le as d'un proessus de naissane et de mort où il n'y a que I = 2types, e qui permet d'ordonner failement les di�érents états de la population.Introduisons les matries diagonales
Cj = diag(c

(1)
j , . . . , c

(K)
j ), Ai,j = diag(A

(1)
i,j , . . . , A

(K)
i,j ),

Ti,j = diag(T
(1)
i,j , . . . , T

(K)
i,j ), Sj,j = diag(S

(1)
j,j , . . . , S

(K)
j,j ).Ordonnons les fontions p(k)(t, n1, n2) selon le nombre total n1+n2 d'individus,et e nombre �xé, par le nombre d'individus de type 1 puis par l'environnement.Ave et ordre, on onsidère le veteur olonne in�ni

p(t) = (p(1)(t, 0, 0), . . . , p(K)(t, 0, 0),

p(1)(t, 1, 0), . . . , p(K)(t, 1, 0),

p(1)(t, 0, 1), . . . , p(K)(t, 0, 1),

p(1)(t, 2, 0), . . . , p(K)(t, 2, 0),

p(1)(t, 1, 1), . . . , p(K)(t, 1, 1),

p(1)(t, 0, 2), . . . , p(K)(t, 0, 2), . . .).Alors le système (3) s'érit aussi dp/dt = Zp(t), où :� Z est la matrie in�nie tridiagonale par blos


























Z0,0 Z0,1 0 · · · 0 · · ·

0 Z1,1 Z1,2
. . . ...

0 Z2,1 Z2,2
. . . 0... . . . . . . . . . Zn−1,n

. . .
0 · · · 0 Zn,n−1 Zn,n

. . .... . . . . . . . . .
























et les zéros sont des matries nulles de la taille qui onvient ;� Zn,n est la matrie arrée d'ordre (n + 1)K tridiagonale par blos quidérit les transitions lorsque le nombre total d'individus est n et lorsqueelui-i ne hange pas (saut de l'environnement ou individu transféré dansl'autre des deux types)
















Q− nC1 −T1,2 0 · · · 0

−nT2,1 Q− (n− 1)C1 −C2 −2T1,2 · · · 0

0 −(n− 1)T2,1 Q− (n− 2)C1 − 2C2
. . . ...... ... . . . . . . −nT1,2

0 0 · · · −T2,1 Q− nC2















et Z0,0 = Q ; 9



� Zn−1,n est la matrie retangulaire à nK lignes et (n+ 1)K olonnes quin'a que deux bandes de blos non nuls et qui dérit les transitions où lenombre total d'individus passe de n à n− 1 (morts ou sorties)












nS1,1 S2,2 0 · · · 0

0 (n− 1)S1,1 2S2,2
. . . ...... . . . . . . . . . 0

0 · · · 0 S1,1 nS2,2













;� Zn+1,n est la matrie retangulaire à (n+2)K lignes et (n+1)K olonnes,également ave deux bandes de blos non nuls, qui dérit les transitionsoù le nombre total d'individus passe de n à n+ 1 (naissanes)






























nA1,1 0 0 · · · 0

nA2,1 (n− 1)A1,1 +A1,2 0
...

0 (n− 1)A2,1 +A2,2
. . . ...... . . . ...... . . . A1,1 + (n− 1)A1,2 0... . . . A2,1 + (n− 1)A2,2 nA1,2

0 · · · · · · 0 nA2,2































.

3.3 ExempleComme exemple de proessus ave deux types d'individus, onsidérons le asdu modèle épidémique linéaire de [14℄, où les individus de type 1 sont les per-sonnes infetées mais pas enore infetieuses ('est-à-dire dans la phase latente)et les individus de type 2 eux qui sont infetieux. Le as linéaire sous-ritiqueorrespond par exemple à la situation où la maladie est importée dans un envi-ronnement aléatoire défavorable à sa propagation. Alors
T(k) =

(

τ 0
−τ 0

)

, A(k) =

(

0 β(k)

0 0

)

, S(k) =

(

0 0
0 γ

)

.Le paramètre τ est le taux auquel les personnes dans la phase latente deviennentinfetieuses, indépendamment de l'environnement. Le paramètre β(k) est le tauxauquel les personnes infetieuses infetent de nouvelles personnes au début d'uneépidémie ; il dépend de l'environnement à ause de l'in�uene du limat sur laprobabilité de transmission. Le paramètre γ est le taux de guérison des personnesinfetieuses. Ainsi
M(k) =

(

−τ β(k)

τ −γ

)

.Supposons de plus qu'il n'y ait que K = 2 environnements di�érents et posons
Q =

(

−q1 q2
q1 −q2

)
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Le système (9) s'érit
∂f (1)

∂t
= q2f

(2) − q1f
(1) + τ(x2 − x1)

∂f (1)

∂x1
+
[

β(1)(x1 − 1)x2 − γ(x2 − 1)
] ∂f (1)

∂x2et
∂f (2)

∂t
= q1f

(1)−q2f
(2)+τ(x2−x1)

∂f (2)

∂x1
+
[

β(2)(x1 − 1)x2 − γ(x2 − 1)
] ∂f (2)

∂x2
.On a hoisi les valeurs numériques suivantes, utilisées dans [14℄ pour la rou-geole : 1/τ = 8 jours, 1/γ = 5 jours. Quant à β(k), supposons que β(1) = 4 εpar mois (ave un mois de 30 jours) et que β(2) = 8 ε par mois ; dans [14℄, leoe�ient β variait de manière périodique entre 4 et 8 par mois pour avoir unbon ajustement ave la ourbe épidémique. Le paramètre ε est destiné à va-rier. Supposons en�n que q1 = q2 = 1, de sorte que l'environnement passe enmoyenne la moitié du temps dans haun des deux états.Ave une méthode itérative qui tire avantage de la struture tridiagonalepar blos [15℄, on estime la borne spetrale µn de la sous-matrie �nie Yn deZ lorsque n vaut suessivement 25, 50, 100 et 200. Cette sous-matrie arréeest d'ordre 2K + 3K + · · · + (n + 1)K = n(n + 3)K/2. On estime par ailleursle paramètre ritique λ1 lié à l'exposant de Lyapouno� en utilisant par exemple5000 sauts de l'environnement. Les résultats sont exposés dans la �gure 1. No-tons que si l'environnement était onstant, le proessus serait sous-ritique pour

β < γ.La �gure suggère qu'on a α1 = ω1 lorsque ε est petit, en partiulier tant que
β(1) < γ et β(2) < γ, e qui équivaut à 8 ε

30 <
1
5 ou ε < 0,75. Mais α1 < ω1 dansune zone où λ1 reste < 0. Malheureusement, on n'est pas parvenu à déterminer

α1 plus expliitement. On s'attend à e que α1 = 0 lorsque λ1 = 0. Rappelonsque lorsqu'il n'y a qu'un seul type d'individus (I = 1), les matries M(k) sonten fait des nombres salaires M (k) et [7℄ tendait à montrer dans e as que
α1 = min

0≤θ≤1
s(Q+ θ diag(M (1), . . . ,M (K))),où s(·) désigne la borne spetrale. L'analogue de ette formule lorsqu'il y aplusieurs types d'individus reste à déterminer. [4, 5, 6℄ n'y étaient pas non plusparvenus dans le adre des modèles en temps disret. Sans doute une meilleureompréhension du omportement des fontions F (k)(x) près du point singulier

x = 1 dans le système (7) permettrait de progresser.Référenes[1℄ B. Seriola, Chaînes de Markov - théorie, algorithmes et appliations, La-voisier, Paris, 2013.[2℄ S. Méléard, Modèles aléatoires en éologie et évolution, Springer/SMAI,Berlin, 2016. 11
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Figure 1 � Le paramètre ritique λ1 (en rouge), la borne spetrale ω1 (en noir)et la borne spetrale µn (en bleu ave des roix pour n ∈ {25, 50, 100, 200} debas en haut) en fontion de ε. Notons que α1, qui doit être le taux d'extintion,est la limite de µn quand n→ ∞.[3℄ K.B. Athreya, S. Karlin, On branhing proesses with random environ-ments : I. Extintion probabilities, Ann. Math. Stat. 42 (1971) 1499-1520.[4℄ E. E. Dyakonova, On subritial multi-type branhing proess in randomenvironment, Disr. Math. Theor. Comput. Si. Pro. AI (2008) 397-404.[5℄ E. E. Dyakonova, Multitype subritial branhing proesses in a randomenvironment, Pro. Steklov Inst. Math. 282 (2013) 80-89.[6℄ V. Vatutin, V. Wahtel, Subritial multitype branhing proess in randomenvironment, 2017 arXiv:1711.07453[7℄ N. Baaër, Sur la vitesse d'extintion d'une population dans un environne-ment aléatoire, C. R. Biol. 340 (2017) 259-263.[8℄ P. Collet, S. Martínez, J. San Martín, Quasi-stationary Distributions, Sprin-ger, Berlin, 2013.[9℄ H. Cartan, Théorie élémentaire des fontions analytiques d'une ou plusieursvariables omplexes, Hermann, Paris, 1961.[10℄ N. Baaër, A. Ed-Darraz, Sur les proessus linéaires de nais-sane et de mort dans un environnement aléatoire, 2014https://hal.arhives-ouvertes.fr/hal-01266287.[11℄ N. Baaër, Sur les proessus linéaires de naissane et de mort sous-ritiquesdans un environnement aléatoire, J. Math. Biol. 75 (2017) 85-108.12
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[12℄ L. Nkague Nkamba, Robustesse des seuils en épidémiologie et stabilitéasymptotique d'un modèle à infetivité et suseptibilité di�érentielle, Thèsede l'Université de Lorraine, 2012.[13℄ N. Baaër, Sur la probabilité d'extintion dans des modèles mathématiquesd'épidémies, C. R. Biol. 340 (2017) 453-455.[14℄ N. Baaër, E.H. Ait Dads, Sur la probabilité d'ex-tintion dans un environnement périodique, 2014https://hal.arhives-ouvertes.fr/hal-01266292.[15℄ P.G. Ciarlet, Introdution à l'analyse numérique matriielle et à l'optimi-sation, Dunod, Paris, 2006.
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