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ملخص

نحن ندرس معدل الانقراض لعملیة التفرع مع عدة أنواع في وقت مستمر في بیئة عشوائیة. تقترح الحسابات العددیة في مثال معین مستوحى من نموذج وبائي صیغة واضحة لھذا
المعدل من الانقراض ولكن فقط لقیم معینة من المعلمات.

1 المقدمة

    نفترض أن البیئة ، المشار إلیھا بـ k ، تتأرجح بشكل عشوائي بین عدد محدود من الحالات K ، ... ، 1 وفقاً لسلسلة ماركوف في وقت مستمر. بالنسبة إلى k ≠ h ، یكون
. نحدد المصفوفة  مع خلال كل فترة زمنیة متناھیة الصغر dt ، مع احتمال تحول البیئة من h إلى k ھو

.(Sericola ، 2013) وھي المصفوفة المنقولة للمولد اللامتناھي للسلسلة

    خذ بعین الاعتبار مجموعة الأفراد التي قد تكون من عدة أنواع: 1 ، 2 ، ... ، ي . یتطور ھذا المجتمع في البیئة العشوائیة التي وصفناھا للتو. من المفترض أن ھناك فرد واحد
للخضوع لبعض الأحداث خلال كل الوقت متناھیة الصغر فترة دینارا ، مع k في البیئة i احتمال وجود فرد من النوع . على الأقل في السكان في ذلك الوقت 

. وبعبارة أخرى ، بین القفزات في البیئة ، لكل فرد "وقت حیاة" الأفراد من النوع j لـ j ≤ J ≥1 باحتمال . إذا حدث ھذا ، نجد مكان ھذا الفرد 
، بغض النظر عن الأفراد الآخرین. وبالتالي فھي . في نھایة ھذا الوقت ، یتم إعطاء قانون الاستنساخ من قبل عشوائي یتبع قانوناً أسیاً للمعلمات

.(Méléard، 2016) عملیة متفرعة مع عدة أنواع في الوقت المستمر

الأفراد من نوع ط ل1 ≤ ط ≤ J وأن البیئة ھي ك في وقت ر . نرتب الدول  النظام الاحتمال الذي یتألف منھ السكان      نحدد 
. نلاحظ في القسم 2 ذلك ھو حل لنظام خطي من ، بحیث یكون لناقل عمود غیر محدود  حسب المجموعات حسب العدد الإجمالي للأفراد 

.  ھي مصفوفة لا نھائیة من النموذج المعادلات التفاضلیة 

ھم أنفسھم مصفوفات بأحجام مختلفة. نرى في ھیكل ھذه المصفوفة أنھ عندما یخضع فرد لحدث ما ، فإن العدد الإجمالي للأفراد لا یمكن أن ینخفض   إلا بوحدة والكتل 
واحدة ولكن یمكن أن یزید بعدة وحدات. بالإضافة إلى ذلك ، تمتص فئة الدول التي لا یوجد فیھا أفراد: فھي تتوافق مع انقراض السكان. نحن نقصر أنفسنا فیما یلي على الحالة

شبھ الحرجة حیث یموت السكان بالتأكید. نتیجة لـ (Athreya and Karlin، 1971) المتعلقة بنماذج الوقت المنفصل تجعل من الممكن تحدید حالة الانقراض في نموذجنا
المستمر. الھدف ھو محاولة تحدید معدل انقراض السكان.

    تحسب المقالات (Dyakonova ، 2008 ؛ Dyakonova ، 2013 ؛ Vatutin و Wachtel ، 2017) معدل الانقراض ھذا في نموذج مماثل ولكن في وقت منفصل ، حیث
تكون البیئات المتعاقبة عشوائیة ومستقلة وموزعة بشكل متماثل. یعطي المراجعان الأولان صیغة بسیطة لمعدل الانقراض ولكن مع شروط تقییدیة إلى حد ما في البیئات المختلفة

(یجب أن یكون للمصفوفات المتوسطة متجھ داخلي مشترك). (Vatutin and Wachtel، 2017) یعطي صیغة أقل وضوحًا ولكن مع فرضیات أكثر عمومیة ، بینما تبقى في
حالة "ناقدة بشدة".

في الزاویة الیسرى العلیا. نحدد     یعتمد معدل الانقراض على الخصائص الطیفیة للمصفوفة الفرعیة اللانھائیة المستخرجة من (1) مع 

. نحدد ،  إذا  مع  إذا 
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 : المصفوفة 
 : مصفوفة كتلة قطریة مع  على القطر

 : الحد الطیفي ، أي القیمة الذاتیة لأكبر جزء حقیقي من المصفوفة

ھي مصفوفة ھویة الأمر J و ھو منتج الموتر من المصفوفتین.

الحسابات في القسم 2 تشیر إلى ذلك  سیكون معدل انقراض السكان لقیم معینة من المعلمات. ومع ذلك ، لا یزال ھذا تخمیناً.

    في القسم 3 ، ننظر أولاً في الحالة الخاصة لعملیات الولادة والوفاة من عدة أنواع ، ثم نقتصر على السكان الذین لدیھم نوعان فقط من الأفراد. نقدم مثالاً حیث نقارن القیمة
في الركن الأیمن السفلي. تشیر النتائج العددیة العددیة لـ مع الحد  إذا  الحد الطیفي للمصفوفة الفرعیة المحدودة (1) مع  في الزاویة الیسرى العلیا و 
إلى المساواة بین ھذین الرقمین لقیم معینة من المعلمات ولكن لیس للجمیع ، كما ھو الحال في حالة وجود نوع واحد فقط من الأفراد (Bacaër، 2017c). نفترض أیضا أن الحد

 ھو معدل انقراض السكان ، على سبیل المثال الحد

، ولا الشروط وفقاً لـ (Collet et al.، 2013، section 4.5) ، فإن ھذا الحد (یسمى معلمة كینجمان) لا یعتمد على k ولا على بشرط 
الأولیة (البیئة وعدد الأفراد من الأنواع المختلفة).

2. حالة عامة

2.1 نظام المعادلات التفاضلیة

    تدوینات:

: الناقل الذي J تساوي 0 المكونات.
 یعني 

. j المتجھ مع 1 في الموضع :

یفترض النموذج أن ذلك

ھي ناقلات ذات أعداد صحیحة موجبة أو صفریة. في الواقع ، إذا كان ھناك n أفراد في البیئة k في الوقت t ، فھناك  و 
أن البیئة تتحول إلى حالة أخرى. إذا كان الأفراد من النوع j ، وكذلك الاحتمال احتمال خلال كل فترة زمنیة متناھیة الصغر dt أن حدث یحدث لأحد 

الأفراد في البیئة ك ، یحدث حدث في أحد أن البیئة تتحول إلى الحالة ك . أخیرا ، إذا كان ھناك ھناك من ناحیة أخرى n في بیئة h ≠ k ، فھناك احتمال
، ینتھي بنا الأمر مع  . اذا كان لدینا اكتب ي الأفراد باحتمال ونجد في مكانھا  الأفراد من أنواع مختلفة مع الاحتمال 

الأفراد من نوع ط لجمیع ط . النظام (3) لھ البنیة (1).

2.2 نظام المعادلات التفاضلیة الجزئیة

. نحدد وظائف التولید     نحدد  و 

أعداد صحیحة. لان أین ال  ھي أرقام معقدة ومؤشرات 

(كارتان ، 1961 ، الفصل الرابع). نحدد یتضمن مجال التقارب في ھذه السلسلة المجموعة 

. لدینا بعد ذلك نملك 
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و

مع النظام (3) نحصل

. ھو تعمیم للنظام (3) في (باقر ، 2017 ج) ، وھو ما یتوافق مع 

2.3 متجھ الوسائل

    نحدد القیم المتوسطة

، نستنتج من المعادلة (4) مع أخذ مشتقھا الجزئي بالنسبة إلى  ثم أخذ  مع 

مع

لجمیع قیم الفھرس. ھو تعمیم المعادلة (4) من (Bacaër، 2017c) ، التي تقابل J = 1. نحدد E ، ناقل العمود كما في المقدمة ، وحیث نفترض ذلك 

لدینا بعد ذلك  مع

، نلاحظ ذلك بالفعل  ھو الحد الطیفي لھذه المصفوفة ، أي القیمة الذاتیة لأكبر جزء حقیقي. لان و  كما في المقدمة. نتذكر ذلك
 ھي مصفوفة تكون معاملاتھا خارج القطر كلھا ≥ 0. وفقاً للنتیجة الطبیعیة لنظریة Perron و Frobenius ،  لدیھا قیمة eigenvalue حقیقیة مھیمنة ، وھذا یعني

أكبر من الجزء الحقیقي من جمیع القیم الذاتیة الأخرى.

كلھا . نفترض أیضا أن المصفوفات  ،  ،  ،  ،     للتبسیط ، نفترض أن المصفوفة Q غیر قابلة للاختزال:
، نملك ھو أیضا غیر قابل للاختزال. مع  غیر قابلة للاختزال. لذا المصفوفة

. و  ھو معدل نمو أو نقص متجھ التوقعات 

2.4 القضیة دون الحرجة

، ثم      دعونا نفكر في تسلسل ثابت للبیئات الناتجة عن سلسلة ماركوف في وقت مستمر من المصفوفة  س : البیئة ھي الأولى إلى عن على  مع 
، إلخ. بین قفزتین في البیئة ، یتطور السكان وفقاً لعملیة اتصال وقت مستمرة مع عدة أنواع في بیئة ثابتة. بالنسبة إلى عملیة الزمن المستمرة ، یمكننا إلى عن على 

حیث تتغیر البیئة. كلتا العملیتین في نفس الوقت فوق الحرجة أو الحرجة أو دون الحرجة. instans ربط عملیة زمنیة منفصلة تراعي فقط حالة السكان في

خلال ھذه الفترة ، ھو حل  ، مع العلم أن البیئة  إلى عن على      متجھ توقعات السكان من كل نوع ، 
. بحسب (أثریا وكارلین ، 1971 ، قسم 4) ، ما یلي ، نملك  الزمنیة. مع
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یكاد یكون من المؤكد أن یتقارب إلى أقصى حد  بغض النظر عن مجموعة البیئات الخاصة. بالإضافة إلى ذلك ، من شبھ المؤكد أن السكان في عملیة الوقت المنفصل یموتون
. لذا فإن عملیة الوقت المتواصل في نموذج البدایة لدینا ھي أیضًا حرجة إذا في الحالة دون الحرجة حیث ولیس ھناك انقراض مع احتمال إیجابي بحت إذا 

. ، نلاحظ أن  ھو داعیة لیابونوف للنظام التفاضلي  . إذا كانت T ھي الحد الأقصى  إذا 

Bacaër and Ed-) سلبي. ھذا ممكن بالفعل عندما یكون ھناك نوع واحد فقط من الأفراد     أخیرًا ، لاحظ أن الحد الطیفي  من القسم السابق یمكن أن یكون إیجابیا بینما 
.(Darraz، 2014

2.5 القیم الذاتیة في الحالة العادیة

    بالنسبة للنظام (4) ، نحن نبحث عن حلول

وھي لیست جمیعھا متطابقة تمامًا. لقد فعلنا ذلك مع وظائف 

، نحن نرى ذلك مع الأخذ 

ھناك نوعان من الحالات الممكنة:

،
. Q ھو القیمة الذاتیة للمصفوفة ω

،     إذا كانت الوظائف  تحلیلیة في حي  (ھذه ھي "الحالة العادیة") ، ثم نرى كما في القسم 2.3 ، باشتقاق المعادلة (7) فیما یتعلق  وأخذ 

. لذلك ھناك أیضًا حالتان محتملتان: مع 

،
. ω ھو قیمة ذاتیة 

    نحدد

. نستمد المعادلة (7) فیما یتعلق ب ،  و  . نحن نفترض ذلك یتم تحدید 
، تبقى فقط المصطلحات التالیة: . بسبب الافتراض على المشتقات الجزئیة للأمر < n ولسبب  ونأخذ 

لذلك ھناك حالتان محتملتان:

،
ω ھو قیمة ذاتیة للمصفوفة المربعة  من أجل  محددة بالمعادلات الخطیة (8).

، ثم ω ھي قیمة ذاتیة للمصفوفة Q ، أو ω ھي قیمة ذاتیة     باختصار ، نستنتج أنھ إذا كانت الوظائف الذاتیة  المرتبطة eigenvalue ω التحلیلیة في حي 
ل n ≥ 1. معینة في الواقع ، إذا لم یكن ھذا ھو الحال ، لكنا للمصفوفة

. وفقا لمبدأ التمدید التحلیلي (كارتان ، 1961 ، الفصل الرابع) ،  سیكون صفرًا تمامًا ، وھو من ما سبق ، نستنتج ذلك بالحث  لجمیع المؤشرات 
أمر غیر ممكن.
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(k)
i1,i2,…,in

=
∂nF (k)

∂xi1∂xi2 ⋯ ∂xin

(1).

n ≥ 2 ϕ
(k)
i1,i2,…,im

= 0 ∀ 1 ≤ k ≤ K1 ≤ m < n(i1, … , im) ∈ {1, … , J}m

xi1 , … , xin
x = 1 g

(k)
j (1) = 1

ω ϕ
(k)
i1,i2,…,in

=
J

∑
j=1

[M (k)
i1,j ϕ

(k)
j,i2,…,in

+ ⋯ + M
(k)
in,j ϕ

(k)
i1,i2,…,j]+

K

∑
h=1

Qk,h ϕ
(h)
i1,i2,…,in

∀(i1, … , in) ∈ {1, … , J}n, 1 ≤ k ≤ K. (8)

ϕ
(k)
i1,i2,…,in

= 0 ∀i1, … , in, ∀k

Ω
[n]K × J n

F (k)(x)x = 1

Ω
[n]

F (k)(1) = 0, ϕ
(k)
i = 0 ∀i,  ∀k.

ϕ
(k)
i1,…,in

= 0n ≥ 2F(x)

ψ
(k)
n =

∂nF (k)

∂xn
1

(1), M (k) = c
(k)
1 (

∂g
(k)
1

∂x1
(1) − 1).



ثم تكُتب المعادلة (8)

. وقد لاحظ القسم 4.2 من (Bacaër، 2017a) بالفعل ھذه الحالة نستنتج ذلك  ھو قیمة ذاتیة للمصفوفة  أو مصفوفة  مع 
الخاصة للعملیات الخطیة للولادات والوفیات بنوع واحد.

2.6 المصفوفة المقطوعة

في الركن الأیمن السفلي. الحد الطیفي لھذه المصفوفة ھو ذلك المصفوفة الفرعیة المحدودة للمصفوفة (1) مع  في الزاویة الیسرى العلیا و      نحدد 
بحجم مناسب. لدینا بعد ذلك . كما ھو الحال في الاقتراح 2 من (Bacaër، 2017a) ، فإننا نحدد ناقلات الخط 

(انظر على سبیل المثال (Nkague Nkamba، 2012، Theorem 30.1)). یوجد ناقل العمود  مع اذا لدینا 

. لدینا بعد ذلك . نحدد  ناقل العمود  و 

من (Nkague Nkamba، 2012، Theorem 30.3). من ھذا ، یتبع ذلك أیضًا الحد . نستنتج ذلك ،  ھم   ، لأن معاملات المصفوفات 
 من  إذا  یوجد.

3. حالات خاصة

3.1 عملیات الولادة والوفاة

مصفوفة نقل      لكل بیئة k ، نعطي أنفسنا كما في (Bacaër، 2017b) ثلاث مصفوفات من نفس الحجم: مصفوفة الولادة مع المعاملات 
 مع

k a  الموجود في البیئة j كل فرد من النوع ، dt بمعنى آخر ، خلال كل فترة زمنیة متناھیة الصغر . ومصفوفة إخراج قطریة  مع 

لتلد نوع جدید أنا فرد  ، الاحتمال 
، i ≠ j مع i  للتحول إلى فرد من النوع الاحتمال 

الاحتمال  أن یموت أو یترك السكان.

لقد فعلنا ذلك

و

. ثم تكُتب المعادلة (4) نحدد 

وھو تعمیم المعادلة الواردة في القسم 2 من (Bacaër and Ait Dads، 2014) في حالة البیئة العشوائیة ، أو تعمیم المعادلة (5) من (Bacaër، 2017a) في حالة أنواع
. السكان دون ، محددة بالمعادلة (5) ، تعطى بواسطة  متعددة. من خلال تمییز الحالة حیث i = j من تلك حیث i ≠ j ، فإننا نظھر ذلك بسھولة

. حرج إذا

3.2 نوعان من الأفراد

    خذ حالة عملیة الولادة والوفاة حیث لا یوجد سوى نوعین من J = 2 ، مما یجعل من الممكن ترتیب الحالات المختلفة للسكان بسھولة. دعونا نقدم المصفوفات القطریة

ωψ
(k)
n =

K

∑
h=1

Qk,h ψ
(h)
n + nM (k)ψ

(k)
n .

ωQQ + ndiag(M (1), … ,M (K))n ≥ 1

YnZ1,1Zn,n

μn ≤ μn+1 ≤ 01(1, … , 1)

1Yn ≤ 0 = 0 ⋅ 1.

μn ≤ 0 vn ≠ 0

Ynvn = μn vn

vn ≥ 0wn(vn, 0)

Yn+1wn ≥ μnwn

Zn+1,1…Zn+1,n≥ 0 μn+1 ≥ μn 
α1μnn → ∞

A(k) = (A(k)
i,j )≥ 0

T(k) = (T (k)
i,j )

∑
i

T
(k)
i,j = 0 ∀j, T

(k)
i,j ≤ 0 ∀i ≠ j,

S(k) = (S
(k)
i,j )S

(k)
j,j ≥ 0 ∀j

A
(k)
i,j dt

−T
(k)
i,j dt

S
(k)
j,j dt

c
(k)
j = ∑

i

A
(k)
i,j + T

(k)
j,j + S

(k)
j,j

g
(k)
j (x1, … ,xJ) = [∑

i

A
(k)
i,j xixj + S

(k)
j,j −∑

i≠j

T
(k)
i,j xi]/c(k)

j .

B
(k)
i,j = T

(k)
i,j + S

(k)
i,j

∂f (k)

∂t
=

K

∑
h=1

Qk,hf
(h) +

J

∑
i=1

J

∑
j=1

[xi − 1][A(k)
i,j xj − B

(k)
i,j ]

∂f (k)

∂xj
, (9)

M
(k)
i,jM

(k)
i,j = A

(k)
i,j − B

(k)
i,j

λ1 < 0

Cj = diag(c
(1)
j , … , c

(K)
j ), Ai,j = diag(A

(1)
i,j , … ,A

(K)
i,j ),



من الأفراد ، وھذا الرقم ثابت ، حسب عدد الأفراد من النوع 1 ثم بالبیئة. بھذا الترتیب ، نعتبر متجھ العمود نرتب الوظائف  حسب العدد الكلي 
اللامتناھي

. ثم یتم كتابة النظام (3) 

 ھي المصفوفة الثلاثیة اللانھائیة بالكتل

والأصفار ھي صفر مصفوفات من الحجم المناسب ؛
، وھو ثلاثي الأبعاد بواسطة الكتل ، والذي یصف التحولات عندما یكون العدد الإجمالي للأفراد n وعندما لا یتغیر  ھي المصفوفة المربعة ، وحجمھا 

ھذا (القفز من البیئة أو نقل الفرد إلى الآخر من النوعین)

و 
 ھي مصفوفة مستطیلة مع  خطوط و  الأعمدة التي تحتوي فقط على نطاقي كتلة غیر صفریین ویصف التحولات التي ینتقل منھا العدد

الإجمالي للأفراد  الى  (الموت أو الإفرازات)

 ھي مصفوفة مستطیلة مع  خطوط و  الأعمدة ، أیضًا مع شریطین كتلة غیر صفریین ، یصف التحولات حیث ینتقل العدد الإجمالي
للأفراد  الى  (الموالید)

3.3 مثال

Ti,j = diag(T (1)
i,j , … ,T (K)

i,j ), Sj,j = diag(S(1)
j,j , … ,S(K)

j,j ).

p(k)(t,n1,n2)n1 + n2

p(t) = (p(1)(t, 0, 0), … , p(K)(t, 0, 0),
p(1)(t, 1, 0), … , p(K)(t, 1, 0),
p(1)(t, 0, 1), … , p(K)(t, 0, 1),
p(1)(t, 2, 0), … , p(K)(t, 2, 0),
p(1)(t, 1, 1), … , p(K)(t, 1, 1),
p(1)(t, 0, 2), … , p(K)(t, 0, 2), …).

dp/dt = Z p(t)

Z

⎛⎜⎝Z0,0 Z0,1 0 ⋯ 0 ⋯

0 Z1,1 Z1,2 ⋱ ⋮

0 Z2,1 Z2,2 ⋱ 0

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ Zn−1,n ⋱

0 ⋯ 0 Zn,n−1 Zn,n ⋱

⋮ ⋱ ⋱ ⋱

⎞⎟⎠ Zn,n(n + 1)K

⎛⎜⎝Q − nC1 −T1,2 0 ⋯ 0

−nT2,1 Q − (n − 1)C1 − C2 −2T1,2 ⋯ 0

0 −(n − 1)T2,1 Q − (n − 2)C1 − 2C2 ⋱ ⋮

⋮ ⋮ ⋱ ⋱ −nT1,2

0 0 ⋯ −T2,1 Q − nC2

⎞⎟⎠ Z0,0 = Q

Zn−1,nnK(n + 1)K
nn − 1

;

⎛⎜⎝nS1,1 S2,2 0 ⋯ 0

0 (n − 1)S1,1 2S2,2 ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0

0 ⋯ 0 S1,1 nS2,2

⎞⎟⎠ Zn+1,n(n + 2)K(n + 1)K
nn + 1

.

⎛⎜⎝nA1,1 0 0 ⋯ 0

nA2,1 (n − 1)A1,1 + A1,2 0 ⋮

0 (n − 1)A2,1 + A2,2 ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ A1,1 + (n − 1)A1,2 0

⋮ ⋱ A2,1 + (n − 1)A2,2 nA1,2

0 ⋯ ⋯ 0 nA2,2

⎞⎟⎠



    كمثال على عملیة مع نوعین من الأفراد ، ضع في اعتبارك حالة نموذج الوباء الخطي (Bacaër and Ait Dads، 2014) ، حیث النوع الأول من الأفراد ھم مصابون ولكن
لیسوا معدیین بعد (أي في المرحلة الكامنة) ونوع 2 الأفراد المعدیة. تتوافق الحالة الخطیة دون الحرجة على سبیل المثال مع الحالة التي یتم فیھا استیراد المرض إلى بیئة عشوائیة

غیر مواتیة لانتشاره. لدینا بعد ذلك

ھو المعدل الذي یصیب فیھ الأشخاص المعدیون الأشخاص المعلمة τ ھي المعدل الذي یصبح فیھ الأشخاص في المرحلة الكامنة معدیة ، بغض النظر عن البیئة. المعلمة
الجدد في بدایة الوباء ؛ یعتمد على البیئة بسبب تأثیر المناخ على احتمالیة انتقالھ. المعلمة γ ھي معدل الشفاء للعدوى. لقد فعلنا ذلك

نفترض أیضًا أنھ لا یوجد سوى بیئات مختلفة K و 2

النظام (9) مكتوب

و

، نفترض ذلك  أیام. إلى عن على     لقد اخترنا القیم العددیة التالیة المستخدمة في (Bacaër، Ait Dads، 2014) للحصبة:  أیام، 
في الشھر. في (Baca andr and Ait Dads، 2014) ، تفاوت المعامل بشكل دوري بین 4 و 8 في الشھر للحصول على توافق جید شھریا (شھر 30 یوما) وذاك 

، بحیث تنفق البیئة في المتوسط   نصف الوقت في كل من الدولتین. مع منحنى الوباء. المعلمة ε مخصصة للتغییر. أخیراً افترض ذلك

    باستخدام طریقة تكراریة تستفید من بنیة الكتلة ثلاثیة الأبعاد (Ciarlet ، 2006) ، نقدر الحد الطیفي  المصفوفة الفرعیة المحدودة  من  إذا كانت n تساوي 25 و
50 و 100 و 200. ھذه المصفوفة الفرعیة مربعة الحجم

مرتبطاً بأسّ لیابونوف باستخدام 5000 قفزة من البیئة. وتظھر النتائج في الشكل 1. لاحظ أنھ إذا كانت البیئة ثابتة ، فإن العملیة ستكون حاسمة كما نقدر المعلمة الحرجة 
. بالنسبة

من الأسفل إلى الأعلى) الشكل 1. المعلمة الحرجة  (بالاحمر)،  (باللون الأسود) و  (باللون الأزرق مع الصلبان ل 
. كدالة ε. معدل الانقراض ھو حد  إذا 

. لكن  في منطقة ، ذلك بالقول  ، بعبارات أخرى      الرقم یشیر إلى أن لدینا  إذا  صغیر ، لا سیما طالما  و 
. تذكر أنھ عندما یكون ھناك نوع واحد فقط من الأفراد ( بشكل أوضح. من المتوقع ان إذا  لا تزال سلبیة للغایة. للأسف ، لم نتمكن من التحدید حیث 

)، المصفوفات  ھي في الواقع أرقام قیاسیة  و (باكیر ، 2017 ج) یمیل إلى إظھار ذلك في ھذه الحالة

T(k) = ( ), A(k) = ( ), S(k) = ( ).
τ 0

−τ 0

0 β(k)

0 0

0 0

0 γ

β(k)

M(k) = ( ).
−τ β(k)

τ −γ

Q = ( ).
−q1 q2

q1 −q2

∂f (1)

∂t
= q2f (2) − q1f (1) + τ(x2 − x1)

∂f (1)

∂x1
+ [β(1)(x1 − 1)x2 − γ(x2 − 1)] ∂f (1)

∂x2

∂f (2)

∂t
= q1f (1) − q2f (2) + τ(x2 − x1)

∂f (2)

∂x1
+ [β(2)(x1 − 1)x2 − γ(x2 − 1)] ∂f (2)

∂x2
.

1/τ = 81/γ = 5β(k)β(1) = 4 ε

β(2) = 8 ε

q1 = q2 = 1

μnYnZ

2K + 3K + ⋯ + (n + 1)K = n(n + 3)K/2.

λ1

β < γ

λ1ω1μnn ∈ {25,  50,  100,  200}
α1μnn → ∞

α1 = ω1εβ(1) < γβ(2) < γ8 ε
30

< 1
5

ε < 0,75α1 < ω1

λ1α1α1 = 0λ1 = 0
J = 1M(k)M (k)

α1 = min
0≤θ≤1

s(Q + θ diag(M (1), … , M (K))).



Dyakonova ، 2013 ؛ Dyakonova ، 2008) .یدل على الحد الطیفي لمصفوفة. التناظریة لھذه الصیغة عندما یكون ھناك عدة أنواع من الأفراد لا یزال یتعین تحدیدھا
؛ Vatutin و Wachtel ، 2017) فشلت أیضًا في القیام بذلك في نماذج الوقت المنفصلة. لا شك في فھم أفضل لسلوك الوظائف بالقرب من نقطة المفرد  في

النظام (7) سیسمح بالتقدم.
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P.  Collet,  S.  Martinez,  J.  San Martin (2013) Quasi– stationary Distributions, Springer,  Berlin.
E.  E.  Dyakonova (2008) On subcritical multi– type branching process inrandom environment,
Discr.  Math.  Theor.  Comput.  Sci.  Proc.  AI,  397– 404.
E.  E.  Dyakonova (2013) Multitype subcritical branching processesin a random environment,
Proc.  Steklov Inst.  Math.  282,  80– 89.
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