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SEMINAIRE D'ANALYSE CONVEXE

MONTPELLIER 1971 Exposé n° 13

DISTANCE A UN CONVEXE MOBILE D'UN ESPACE HILBERTIEN

par

J.J. MOREAU

1 - INTRODUCTION

Soit H un espace hilbertien réel. Soit t¥>C(t) (ou simplement
Ct)une multiaplication d'un intervalle de R dans H, avec C(t) convexe

fermé non vide. Il sera commode d'interpréter t comme le temps :

on dira de la sorte que C(t) constitue un convexe mobile.

Soit t#*z(t) € H un "point mobile" défini sur le méme
intervalle de temps. L'objet du présent rapport est de donner des

conditions suffisantes pour que la fonction
tdist (z(t) , C(t) )

50it dérivable. Ou plutot, pour éviter 1l'irrégularité bien connue de
la fonction distance sur la frontiére de C on s'interessera au

carré de cette distance ou, plus commodément, & la moitié de ce carré.

On note donc q 1la fonction

(1.1) (t, x)F>=qlt, x) =1 [dist (x, c(t)]2
2
et on étudie la dérivée de la fonction

tr-alt, z(t) ).
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La motivation de cette étude est de préparer 1'application d'une

technique de pénalisation a4 1'équation différentielle multivoque

d _
- 4z N a¢;t (z)
dt
(¢t - fonction indicatrice de Ct) ou équation du "“processus de rafle",

elle meme introduite par la théorie des systémes mécaniques élasto-
plastiques (cf. MOREAU [3]).
La condition de régularité invoquée, quant au mouvement

du convexe, va se formuler par le moyen de la fonction d'appui de

Cy

(t, y) ¥ y(t, y) notée aussi 7y (y)

On posera que, au moins au point y = z(t) - proj (z(t), C(t)),

et pour la valeur en cause de t, cette fonction est équidérivable par

rapport a t : nous voulons dire que, au sens de la topologie de

(R x H (fort), 1la limite suivante existe

1im yis, v) — y(t,v)

(s,v)=(t,y) s - t

notée &(t, v). Tel est évidemment le cas, en particulier, si la

fonction (s, v) ¥ y(s, v) posséde une fonction dérivée partielle

(s, v)k*wsm (s, v) continue sur un voisinage de (t,. y). L'exemple
s

typique est celui d'un convexe en translation, soit C(t) = Co+a(t),

ou tr>a(t) € H est une fonction faiblement dérivable, puisqu'alors
Yt ¥) = Yly) + talt) | y) .

Moyennant cela, si la fonction t#> z(t) posséde une dérivée

faible, notée 2z , on établira que

Soalt, z2(t)) = (2 | y) - Yt y) .
dt
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On vient de supposer implicitement que 7 était une fonction
4 valeurs finies : il faut et il suffit pour cela que Cy soit

borné. Nous supposons dans toute la suite qu'on s'est ramené & ce

cas, quitte a remplacer chaque Ct{ par son intersection avec une

boule fermée, de rayon strictement supérieur a dist (2, Ct)'

2 ~ CONTINUITE DE LA PROJECTION

Dans ce paragraphe, on suppose que 2z € H est indémendant

de t et on recherche des conditions suffisantes pour que la fonction
(2«1 tr=x(t) = proj (z, Cy)

soit fortement continue au point ty, (le cas ot 2z serait une
fonction continue quelconque de t se ramenerait & celui-la, wvu que
1"application z " proj (z, Cy) est contractante).

Un cas classique est celui ol la multiapplication t += Ct
est continue au sens de la distance de Hausdorff des ensembles
on sait (cf. HORMANDER [1]) que cela équivaut & 1'équicontinuité des
fonctions tF>7y(t, y) pour y décrivant la boule unité de H.

La proposition suivante constitue une version un peu plus forte

puisque l'équicontinuité n'est invoquée que sur un voisinage de

y = 2 - X.

PROPOSITION. Pour que la fonction (2.1) soit fortement continue

au point tys 11 suffit qu'il existe un voisinage fort V du point

Vo = 2z - xltg)

tel que la famille de fonctions

t¥>y(t, v) , v €V

soit équicontinue au point to » T 2 pour tout € > o0, i1 existe




(1)

3
v
o

tel que
(2.2) |t - t ]y = Vv ev: [y, v) - Ytg vi| <€)
En effet d'aprés la théorie des applications "prox’
{cf. MOREAU [1]) il sera équivalent d'établir la continuité de
ty(t) = 2z - x(t) = prox (2, Y4) .
yit) est le point on la fonction
v @ly, v) :% "z - v|2 + ylt, v)

atteint son minimum et (2)

2. 3) 2 -y, ¢
(248) zZ y, € Byt (yy) o
Donc
YVvern - (z- IolV = ¥ + Yty » yo) £ ¥ty v)

d'ou on tire aisément

¢)( 't,os v) =2 ;12.. !'Z — yo 2 + _J. N s yolz + y(to, yo)
et finalement
Vver : @lt, vi2e¢tt, v,) IR AN L

Soit [ une boule fermée de centre o » de rayonmn 1r >0

contenue dans le voisinage V de 1l'énonce

.
)

{1} Noter gue les raisonnements faits atteignent plus généralement
la continuité de la fonction t¥>prox (z, gt) ou v**-gt(v) est une
fonction convexe s.c.i. , prenant éventuellement la valeur + ® : dans

ce cas le dernier membre de (2.2) devra étre remplacé par les deux

inégalités ¢g(t, v) £ g(to, v) +¢& et g(to, v) £ g(t, v) +€ .

{2) 51 1'on veut éviter d'entrer dans le détail de la théorie des prox,

on obtiendra (2.2} en appliauant & ¢ une régle d'addition des sous-

il

fdrenti ol Jonnae dans MOREAU [2]-
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(2.4) % ~ g li=w == Plig, v) = pltg, vy, ) +%r2 )

2

En prenant € = r“, la propriété de 1'énoncé fournit = > O tel

@ =

que pour tout v € 3,

lt -t <n = v, v 2 yt,, V) _é r?
Donc, wvu (2.4) ,
e - tolgcm, vyl =0 = it v > @, y) + 2
Cette méme propriété de 1'énoncé donne
-t s m = Ht, Vo) € #tg, y,) +é r?
d'ot finalement
(e ~ sl <m, |v -yl =1 = gt, v) > lt, y ) .

Il n'y a plus qu'a considérer la restriction de la fonction

convexe vVvIF-@(t, v) a chaque demi droite issue de yo Ppour
conclure que

Ut - thsm, |voyl 2 = ¢t, v) >4, y,) .
Par conséquent, si It - to"é 7 > le minimum de la fonction
v P @(t, v) n'est certainement pas atteint hors de B

; donc:

y(t) € B, ce qui démontre la proposition.

COROLLAIRE. §Si la fonction d'appui < est équidérivable par rapport

a t au point (to, yo) , la fonction (2.1) est continue au point to .

En effet 1'équidérivabilité implique 1‘existence d'un voisi-
nage V de Yo, dans H fort, d'un @ > 0 et d'un M 20 tels que

itz v)e[to_a,t +alx VvV =>
= to

(¢]

<M,

Donc

(|t - tl<a vevi => |yt v) - nty, v | <wu |+ - ]

ce qui entraine immédiatement 1'équicontinuité au point to pour la

famille de fontions
tEyt, v)), vev.
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3 ~ DERIVEE DU DEMI-CARRE DE LA DISTANCE

On se raméne par translation & 1'étude de la distance de

l'origine a un convexe mobile.

LEMME. Soit y, = - proj (O, Clty)) ; Si la fonction (t,v) ¥ y(t,v)

est équidérivable par rappcrt & t au point (to, yo),_la fonction

(3.1) t»é [daist (0, C(t))]2
admet au point t, une dérivée égale & - &(to’ vyl e
Démonstration : Notons Xy = = Yo et

Xy = - ¥y = proj (O, Clt)) .

Le point Xy est classiquement caractérisé par
xy € Clt)
V uectt) © (u- xtlxt) 20

d'ol;, vu la définition de la fonction d4'appui, 1'égalité

(3.2) Yt yy) = (xglyy)
de meéme
(3.3) Ytor o) = (x5ly,) -

La définition de la fonction d'appui fournit en outre les inégalités
(3.4) ')’(tov yt) 2 ('Xolyt)
(3. 5) Yit, yo) 2 (xy]y,)

Le rapprochement de (3.3) et (3.5) donne

Vo) £ Yt yo) - vty ¥,)

(3.8) (Xt - Xq

et le rapprochement de (3.2) et (3.4)

(3.7) (%, = xlyy) 2 vty y) = g yy) -
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En appelant f 1la fonction (3.1), le premier membre

de (3.6) s'écrit

1 2
flty) - flt) + = lxt - By
et le premier membre de (3.7)
f(to) - flty - 3 Xy — X 2 .
Par suite
(3.8) Yt yy) = ¥ty yy) € £ltg) - £lt) < ¥, yo) = Yty ¥,)

Le paragraphe 2 ayant montré que la fonction t >y est continue,

l'équidérivabilité de <y au point (to, o) implique

lim 7(ty yt) - ’}’( toy yt)

1%
e} t - to

= Yt ¥g) .

La double inégalité ( 3.8) entraine donc la dérivabilité de f au point
t, avec la valeur annoncée pour la dérivée.

Pour conclure

PROPOSITION. On suppose que la fonction t¥* z(t) € H admet au point

tl une dérivée faible, soit %1 . Notons

yl = Z(tl) - proj (Z(tl) v C(tl)) a

Si la fonction d'appui, soit y¥»=y(t, y), de C(t) est édquidérivable

par rapport & t au point (t,, y;) , la fonction

b - % [ dist (z(t), c(t))]?

admet au point tl une dérivée égale 2a

(z4]yy) = Aty ¥9)

En effet, la distance de z(t) & C(t) est aussi bien la distance

de l'origine au convexe

C'(t) = Clt) - =zlt)
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lequel admet pour fonction d'appui

yE vt y) =yl y) - (z2(t)]y) .
En outre
g =- proj (0, C'(tq)) ,

On écrit alors

Y, y) = ¥ by, y) Yt y) - Yty ¥) 2(t) - z(ty)

to- oty t - g t - by

la fonction
z2(t) - z(tq)
(+, y3 = | 5)
t_tl

a pour limite (%l|yl) lorsque (t, y) tend vers (tl, yl) dans R X H fort,

z(t) - z(ty)
puisque -

a pour limite %1 dans H faible.
-ty

L 'égquidérivabilité de 7y au point (tl, yJ) entraine donc celle de vy',

d'ol la conclusion annoncée, en invoquant le lemme.

REMARQUE 1. Le point y, introduit ci-~dessus peut aussi s'interpréter

comme
y, = Prox (z(tl) ;o vty . ))

ou encore comme le gradient (fort) au point z(tl) de la fonction

xq(t, x) définie en (1.1).
REMARQUE 2. Pour ce qui est de la fonction
thP=h{t) = dist (z(t), C(t))

il vient que, si h(tl) # 0, c'est a dire z(t,) € C(tl) , cette

fonction admet au point t; la dérivee

(3.9) B{bg) = wde  [UB5wg) =~ My w400
h(tl)
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Posons
1
g - Y1 oo
h(tl)

C'est le vecteur de norme 1 sur la demi-droite qui passe par Z(tl)
et a pour origine proj{z(tqy) , Clty)) : on peut appeler cette demi-
droite la projetante de z(ty) sur C(tq). Alors l'homogénéité de la
fonction 7y fait que (8.9) s'écrit

(8.10) hity) = (Z40uy) = Yty uy) .

Il en résulte notamment que, si on considére divers points
fiﬁgi’admettant la méme projetante sur C(tl), c'est a dire appartenant
4 une méme "normale extérieure” du convexe fermé C(tl), ces divers
points fournissent la méme valeur pour ﬁ(tl), 4 savoir - &(tl, uq)a
Cette valeur s'explique trés naturellement h est la dérivée du
rayon de la boule minimale de centre 2z rencontrant C(t). Pour
des 2z de plus en plus éloignés sur la projetante en question, ces
boules, au voisinage de leur contact avec C(t), 's'approchent du
demi-espace minimal admettant u, pour vecteur normal; on sait

comment le déplacement de ce demi-espace est déterminé par la fonction

try(t, uy) .
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