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FACULTE DES SCIENCES DE MONTPELLIER

SEMINATRE DfANALYSE UNTLaTdudly, voluas ¢, (969 exposé n® 6

DISTANCE A UN CONVEXE D'UN ESPACE NORME

ET CARACTERISATION DES POINTS PROXIMAUX

J.J. MOREAU

INTRODUCTION

L'évaluation de la distance d*un point =z & une ﬁartie con-
vexe (en particulier, un sous-espace vectoriel) d'un espace vectoriel
normé, c'est & dire inf{llx - z|| ¢+ x € €] , puis la caractérisa-
tion des éventuels points de C ol cet inf est atteint (dits "points
proximaux" de z dans C ou "projections" de =z sur X) constitue
la formalisation commune d?un nombre considérable de problémes dans des
domaines trés divers s théorie de l'approximation, optimisation, réso-
lution de problémes de physique mathématique par l'intermédiaire de
principes extrémaux, etc... Aussi cette guestion a~t-elle donné lieu
4 de nombreux travaux ; le présent exposé ne prétend pas fournir une
synthése exhaustive de tous les résultats acquis dans cette voie, et

la bibliographie qui l'accompagne ne saurait &tre compléte.

Nous avons seulement voulu présenter les éléments de base
sous une forme aussi maniable et explicative que possible. Le plus
efficace nous a paru de fonder l'exposé sur le théoreme "mini-max",

ou plutdt "inf-max", que voici %

Soit C wune partie convexe d'un espace vectoriel ; soit K
une partie convexe compacte d'un espace vectoriel topologique ; soit

x . v **”"f(x 4 y) une application de C X K dans IR , convexe
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par rapport 4 x , concave et s.c.S. par Tapport & W . Alers

abiali max f(x 5 y) = max aLinhE f(x 5 y)
x € Gy ek yoE i 6@

Cet énoncé peut 8tre considéré comme un cas particulier de
celui donné par K. FAN [1] (lequel invoque une forme affaiblie de
convexité) ou comme un cas particulier de celul donné par l'auteur
(cf. MOREAU [2]) ; en fait, il suffit pour 1'essentiel de ce qui suit
de se limiter au cas particulier ou f est bilinéaire : la priorité

de 1'énoncé revient alors a H, KNESER [1].

On invoquera le fait que la boule unité du dual d'un espace

normé est faiblement compacte.

De cette maniére on atteint rapidement les résultats essen-
tiels. Toutefois, celui qui voudrait retracer 1'itinéraire logique
suivi depuis les fondements de la théorie des espaces vectoriels topo-
logiques pourra trouver le chemin assez détourné. De fait, si on se
reporte & la démonstration du théoreme "inf-max", ainsi qu'elle res-
sort de MOREAU [1], [2], on constatera que l'essentiel n'est pas pro-

prement la compacité de K , mais son éguicontinuité relativement a

une certaine dualité ; justement ici, une telle équicontinuité est
bien le caractére principal de la boule unité du dual de notre espace
normé. C'est pourquoi nous terminons 1'exposé en reprenant la ques-
tion par le moyen de la théorie de la dualité et de la sous-différen-
tiabilité des fonctionnelles convexes (Cf. pour un exposé systémati-
que, MOREAU [3]), On fait par 1a appel a des techniques moins large-
ment connues, mais nous espérons ainsi illustrer la grande efficacité
heuristique de ces méthodes. Nous en profitons pour adopter dans ces
deux derniers paragraphes un point de vue plus général : au lieu d'une

norme sur l'espace X nous considérons,a 1'exemple de P.J. LAURENT 1,
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une fonction sous-linéaire positive quelconque (non nécessairement

finie), SOl

L'artifice technique de départ consiste a remarquer que la
recherche de 1'inf de la fonction a sur 1'ensemble C et la caracté-
risation des eventuels points de € ou cet inf est atteint équivaut
a la méme étude, effectude relativement & l'espace X entier, pour

llal fenebilon e & WC (on note ¢C la fonction indicatrice de C ,

qui prend par définition la valeur O sur C et + o en deéehors ;
c'est une fonction convexe si et seulement si 1'ensemble C est
convexe). L'idée d'appliquer la dualité & 1'étude de 1'inf d'une somme
de fonctions convexes était déja présente chez W. FENCHEL 27 5
s'agissait pour cet auteur de fonctions convexes finies, définies

sur des parties convexes de [R" ; 1l'adaptation du résultat de FENCHEL
aux e.v.t. de dimension quelconque a été menée a bien par

R.T. ROCKAFELLAR [1] (pour obtenir une écriture légérement plus har-

monieuse , ces auteurs préféerent d'ailleurs considérer la différence

entre une fonction convexe et une fonction concave).

Par souci de clarté, on s'est 1limité tout au long de 1'étude
qui va suivre au cas ou le point gz est l'origine de X ; le cas géné-
ral s'y ramene par translation et le soin de transcrire les énoncés

est laissé au lecteur.

L'auteur remercie Monsieur H. ARIS, Assistant au C.S.U. de
Perpignan, pour la trées sérieuse enqudte bibliographique qu'il a con-

sacréea la question.

. EXPRESSION "inf-max" DE LA DISTANCE

Dans tout ce qui suit, X désigne un espace vectoriel réel,

muni d'une norme notée H,H ; on appelle Y son dual topologique,




=

classiquement muni d'une norme gu'on notera aussi H,H . pour tout

y €Y
L e e s cim g e e
Soit

B={y €Y : HyH =

la boule unité fermée de Y ; il est bien connu que, pour tout x € X
on a inversement
(2.1) = Bllig 5S e Ve >
, Il = san <
et quel ce Usuplict, en fait, un “max!’
X . La dis-

Soit alors C une partie convexe non vide de

tance de l'origine & C est, compte tenu de (20 )

(2.2) d = inf |x|| = inf max < x , y>
e €@ x €€ Vi E B

En invoquant le théoréme "inf-max" et la compacité de B

pour la topologie faible o(Y , X) on en tire

(2.5) d = max AR < v >
i € B e @

Variante.

En utilisant le fait que la symétrie dans R transmue les
"inf" en "sup", puis le fait que B est un ensemble symétrique dans

Y , on transforme (2.3) en

(2.4) —'d - nin Sup = x Yy = = nin wc(y) s
Y CEB € v B

ou 9 désigne la fonction d'appui de C
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3. CARACTERISATION DES POINTS PROXIMAUX PAR UNE PROPRIETE DE COL

Un point proximal de 1l'origine dans C est un joroabale, < be . (© (O

gel gue e ll = a

PROPOSITION. Un point X, € C et proximal de 1l'origine dans C si

et seulement si on peut lui associer Yio € B bell que (Xo ’ yo)

soit un col (minimal en x , maxaimal en y) de 1l'application

(x ;i y)=>cx  v> de € Bl dans R , ¢ !'est & dire si, pour

out  x & €/ ot tollt v dems "B on &

(5.1) = vz oy s g s

Sufifisance : Supposens x € C et Yo € B assurant la propriété de

col en question ; d'aprés la premidre inégalité (3.1) on a

(3-2> “XOH 5 sup <Xo o >=<Xo ? y0 2 2
y € B

Pour tout x € C , la deuxiéme inégalité donne alors

Hx“ = Sup =y > iy Y= g = “XOH 5
yi € B

ce qui prouve que x, est proximal.

Nécessité : Soit x, € C tel que HXOH = d ; dlapres (2.1) et (2.5)

on &

mMass s < % ool W > = o ST e .
Ve lE B vy €EB x €C

Soit y, € B un point ou le max du second membre est atteint, de

sorte que

MEXE < Xy > e e )
e B x €0
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ce qui implique
Yx e § yeB: =x . §y=>== X, >

Ky Faisant sliccessivement x = xo et Wiis W0 s OO0 CL tire les deux

inégalités (3.1).

REMARQUE 1. Si les conditions précédentes sont satisfaites, (52

montre que

= s
Mais, essentiellement,

==y ==l

donc
Il = Mol llwol

Si d#0, clest & dire si l'origine n'est pas un point adhérent & C

on en tire (vu que ||y |l = 1)
ll7oll =1

Par contre, si d = O , de sorte qu'un point proximal x,
ne peut &tre que l'origine elle-méme, un y, € B associé & ce point
proximal n'a pas nécessairement une norme coalle ol 0 En celcas, en

effet, 1'inégalité (3.1) impliquera
Vixe € C : =%, gy ==0
ShE # 0 cela signifie que 1'hyperplan fermé

fxex =z Vo > = 0}



o

est hyperplan d'appui pour C & l'origine. On sait qu'il n'existe

pas nécessairement de tel hyperplan.

REMARQUE 2. Un y, € B satisfait la condition (302) si et seulement

si
W e C o < x gy > d s

ce qui définit un ensemble K convexe, faiblement compact puisque c'est

l'intersection de B avec 1l'ensemble convexe (faiblement) fermé
fpex . Vwece - oS- 0l

I1 est important de constater que s'il y a plusieurs points proximaux
de 1l'origine dans C (noter qu'ils forment un ensemble convexe) abil
leur correspond ce méme ensemble K de points y, associés.

COROLLAIRE. (RUBINSTEIN [1]). x. € C non nul est point proximal de

(0]

I Vorigine (su et iseulementisioil exisbe € W vel que

izl = (ou aussi bien ly,|l = 1)

<X

-

o Vo= = “XOH

Wox € Cls < x = Xty > 2 0

et on peut prendre le méme y, pour tous les éventuels points proxi-

maux de l'origine dans C

. HYPERPLANS SEPARATEURS ET ENSEMBLES CO-POLAIRES

Tout hyperplan fermé de X , ne passant pas par 1l'origine

peut &tre, d'une seule maniére,écrit sous la forme

Nn-{xex: <5  y> 1}
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Nous disons que y € Y est le Eéig_de 1'hyperplan I , On trouve

aisément (voir Appendice) que la distance de l'origine & Il est égale
a 1/HyH : cela généralise une situation bien connue de géométrie é1é-
mentaire ¢ si X est un espace vectoriel euclidien, identifié & son

dual, y est le pdle de I par rapport & la sphere unité.

I'hyperplan [l scepare € ' de liorigine =i et seulement si

@) o= 0 0, g =
Nous poserons

) = e < 0w = o @l )
5 &0

(¢C : fonetion d!appui de C) ; étant l'enveloppe inférieure d'une famille de

fonctions lindaires continues, la fonction numérique <Y , partout dé-
Finile dsuy Y eait sur-linédaire (i.e. concave et positivement homo-

géne) @ Elolos e (pour toutes les topologies compatibles avec la dua-

1ité).
Comme on suppose C non vide, v(0) =0 .
La condition (4.1) se reformule comme suit

L'hyperplan II sépare C de l'origine si et seulement si son pdle

N

y appartient & l'ensemble (convexe, fermé, ne contenant pas l'origine

dct )
(4.2) D _fyecw . wip) - )

que nous appellerons ensemble co-polaire de C

La fonction Y prend quelque part des valeurs > O si et

seulement si D est non vide, c'est & dire si et seulement si il
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existe des hyperplans fermés séparant strictement C de 1'origine,

c'est & dire si et seulement si l'origine n'est pas adhérente & C ,
autrement dit si et seulement si d # 0 (en ne supposant pas C

convexe, on a D # ¢ si et seulement si l'enveloppe convexe fermée

de C ne contient pas 1'origine).
Bref
(4.3) Dy el Yrear vy (1

Cet ensemble est donc une intersection de demi espaces fermés ne con-

tenant pas lloricine ides W

En faisant jouer de maniére symétrique la dualité entre

X et Y on peut définir 1l'ensemble co-polaire de D
Gl fxcx Wy oy ]

C'est l'intersection des demi espaces fermés ne contenant pas 1l'origine
et contenant C (ou "enveloppe co-polaire" de C). Les ensembles C'

et D sont mutuellement co-polaires (pour la généralité, on notera

que si 1l'un de ces deux ensembles est vide, 1l'autre est la partie
pleine de l'espace vectoriel correspondant ; si, par exemple, 1l'ori-

gine est dans l'enveloppe convexe fermée de C la famille des demi

£
espaces fermés contenant C et ne contenant pas 1l'origine est vide
1'enveloppe co-polaire de C étant intersection d'une famille vide

de parties de X est bien X entier).

L'usage de la fonction v donne & (2.3) la forme

(4.4) d = max vy(y)
V€ B
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Pour invoquer le résultat de 1'Appendice on introduira la

fonction

V) o W) =0
() —{

0 sl NG =0
S D # ¢ (c'est & dire 4 £ 0) (4.4) équivaudra a

max y" (y)
v & B

Q.
Il

sup i) s gl = 1)

D'apres 1l'Appendice cette quantité est 1l'inverse de

ind il 2 vie) = ) = s Gl
W & )

c'est & dire la distance de l'origine de Y & D . Dans le cas D # ﬁ ’
lla digitance en questiion est o et d = 10 - de méme =i € est vide,

d =+ tandis que D =Y ; on peut donc énoncer

PROPOSITION. La distance de l'origine & une partie convexe guelconque

de X et la distance de l'origine & son copolaire dans Y sont in-

verses 1'une de 1'autre.

I1 en résulte, en particulier, que d est aussi bien la

distance de l'origine & 1'"enveloppe copolaire" C' de C
REMARQUE .
La proposition précédente s'écrit encore

(4.5) d = sup -
y €D |yl
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ce qui donne lieu & l'interprétation trés naturelle que voici : Les

y € D définissent les demi espaces fermés contenant C et ne conte-
nant pas O : 1/||yll est, comme on 1'a dit, la distance de 0 au
demi-espace correspondant (ou & la frontiére de ce demi—espace) o Al
est assez intuitif que le sup de ces distances est la distance de

0 8 ©

. USAGE DES POINTS EXTREMAUX DE LA BOULE UNITE DE Y .

Notons d'abord que, la forme linéaire yH—>< x , y > étant
faiblement continue sur Y , son max sur B , ensemble convexe faible-
ment compact est égal aux max de cette forme sur 1'ensemble ﬁ des
points extrémaux (ou Uprofil ide B} En effef Si m esb ce max,
1'hyperplan fermé f{y €Y : <x, y > =m} (hyperplan propre si
x #0 ; si x =0 le résultat trivial) est d'appui pour B ; son in-
tersection avec B est un convexe faiblement compact lequel posseéde
nécessairement au moins un point extrémal ; il est immédiat que ce point

est aussi extrémal pour B .

Donc (2.1) se raffine en

(5.1 ”X” = max < x |y >
y €B
d'ou
d = inf Max &< 0, iy >
X €0 v ER

Mais ici, on ne peut plus espérer intervertir inf et max

On peut, d'autre part, invoquer le théoreme de Krein-Milman
moyennant lequel, dans un énoncé, la clause: y, € B pourra étre rem-

placée par : y, appartient a 1l'enveloppe convexe fermée de B . Cela
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sera surtout intéressant si l'on peut se ramener a un ensemble de
dimension finie ; en effet moyennant le théoréme de Caratheodory, le
théoréme de Krein-Milman, pour les compacts de dimension finie,se raffine
en : y appartient & K , convexe compact de dimension finie D , si et
seulement =i 11 existe pi+ | @ points Vi € K et el réels

o effo ]l avee N o = el elue

= 2
3 ai yi

On va appliquer cette idée au cas ou C étant,dans X , un
ensemble de dimension finie, il est contenu dans un sous-espace Vec-
toriel En (si En est le plus petit sous-espace vectoriel contenant
C , la dimension affine de C est n ou n - 1) . L'espace En étant
muni de la norme restriction de celle de X , appelons Fn son dual.
Appliquons le corollaire du § 3 aux espaces En et Fn en remarquant

gue =i T e Fn vérifie la condition

<XO ’ fO = = HXO“ ’

ce point appartient a 1'ensemple {f & < 0 f > = HXOH} lequel est
un hyperplan d'appui II de la boule unité BIl de Fn . L'intersec-
tion de Il avec Bn est un compact de dimension affine n - 1 au plus,
auquel on applique le théoréme de Krein-Milman en remarquant d'autre
part que tout point extrémal de cette intersection est aussi extrémal
pour Bn o Il wvienbeaings o x € 6 mon nules b podnt proximal de
1'origine (dans En , donc aussi bien dans X) si et seulement si il
existe n points extrémaux fi de la boule unité Bn de En elhian
réels o, € io, I, de somme 1 | telogue

E oL =2 f e HXO“

Vixe € @y Z o, <x —x fi > 20
i
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Remarquons maintenant que Fn peut étre identifié & 1'espace quotient
de Y par l'orthogonal de En ; cela définit une application lindaire
P, !projectien’ de ¥ sue Fn . Cette application linéaire est con-
tinue de Y (muni de la topologie faible o(Y , X)) dans nooet
Bn = P(B) . Il est élémentaire que tout point extrémal de 1'image
d'un convexe compact par une application linéaire continue est 1'image

d'au moins un point extrémal de ce compact. Bref :

PROPOSITION (RUBINSTEIN [1]). Si C est contenu dans un sous—espace

de dimension n de X , un point x_, € C,non nul,est proximal de

l'origine si et seulement si il existe n points extrémaux de la

boule unité B de Y , soient v, . = n réels oy el 1l de

somme 1 tels que

E;-Q/l <XO 9 y1>: HXOH

W € 6 g 0 o= X -1,y -2 0
i

(noter en effet que si fi = P(yi) el = i C En on a

== 5 fi P S e X >)

Pour l'application d'idées de cet ordre & la caractérisation
des points proximaux d'un point donné d'un espace normé dans un sous-
espace vectoriel de dimension finie, voir LAURENT [1] : cela fournit

notamment des généralisations du théoréme classique de Tchebycheff.

. USAGE DE LA THEORIE DES FONCTIONS DUALES

Dans ce qui suit, X et Y sont deux espaces vectoriels

mis en dualité par une forme bilinéaire notée < .,. > . Soient A cC X

el BIC Y deux ensembles mutuellement polaires (donc convexes con-

tenant 1'origine, fermés pour les topologies compatibles avec la dua-
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lite). Soient a cf b denns jauges respectives ; On peut dire aussi

bien que a est la fonction d'appui de B :

a(x) = sup < Y2
v € B
et b la fonction d'appui de A . L'exemple initial ou X était un

espace normé et Y son dual, consiste &4 prendre pour a et b les

normes respectives de ces deux espaces ; A et B sont alors les bou-

les unités respectives.

a et b sont des fonctions sous-linéaires = 0 , seml-con-
tinues inférieurement pour les topologies compatibles avec la dualite.

I1 y a au départ symétrie compléte entre les rbdles des deux espaces :

formulons quelques propriétés pour a (Cf. MOREAU s

a est une fonction paire si et seulement si B est une
partie symétrique de X ; a est partout finie si et seulement si A
est absorbant , ce qui équivaut & B borné dans Y (pour les topo-
logies compatibles avec la dualité) J o est strictement positive
hors de l'origine si et seulement si A ne contient pas de demi-
droite, ce qui revient & dire que B n'admet pas d'hyperplan d'appui
(fermé pour les topologies compatibles avec la dualité) & 1l'origine
(i.e. il n'est pas contenu dans l'un des demi-espaces que définirait
un el hyperplan)° Bref a est une norme si et seulement si toutes

les conditions précédentes sont remplies.

a est continue & l'origine (donc partout dans %) pour
une topologie compatible avec la dualité (donc a fortiori pour la to-
pologie de Mackey T(X 5 Y)) si et seulement si B est compact dans
Y pour la topologie faible g, %] - 4 oSt conbinue ponr la Fopo-

logie forte de X (topologie de la convergence uniforme dans les
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parties de Y qui sont bornées par rapport & la dualité) si et seu-

lement si elle est partout finie.

Soit C wune partie convexe de X ; par analogie avec les

paragraphes précédents, nous cherchons des évaluations de

(6.1) di== it alx) .
x EC

En introduisant la fonction indicatrice wc (gui veut zéwo sur € e

+ o gilleurs) cela s'écrit aussi

(6 2) d = ing iy (x) £l
c
x € N
Une des voies possibles pour faire entrer cette expression
dans des considérations de dualité est d'invoquer 1'opération d'inf-

convolution de deux fonctions numériques f et g définies sur X :

(6.5 (f ve) (x) = inf [f(u) + glx - u)]
e K
En introduisant la fonction indicatrice de 1l'ensemble - C,(6.2)

prend aussi la forme

La fonction w-c V a est convexe si la fonction a et
1l'ensemble C 1le sont ; mais elle n'appartient pas nécessairement a
1'ensemble, noté F(X 5 Y) , des fonctions auxquelles s'applique
directement la théorie de la dualité (fonctions convexes, s.c.i., &
valeurs dans |-« , + w]). Toutefioig,, si et a vérifient des
conditions telles que la fonction ¢_C Y. 2 seoit s.ec.i. a l'origine,

alors sa valeur en ce point sera aussi bien celle de sa régularisée

B.c.i., Soitt (W - v a)** . Or on montre que cette régularisée a pour
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et a* de ¥ et

fonction duale la somme des fonctions duales vfc &

a ; d'aprés la définition méme des fonctions polaires, cela donne

($_ ga)ri(o) — - ind [wic(y) + a*(y)]
e
= e )
i e B

car a* n'est autre que la fonction indicatrice ¢, de 1'ensemble

B (rappelons que w*c est la fonction d'appui de l'ensemble - )

Si f et g sont des fonctions convexes une condition suf-
fisante usuelle pour que la fonction f V g soit continue au point
O, done '@ fortiori S.lc.i. en ece point, est la suivante exis—
tence d'un point v, € X en lequel g est finie et continue avec,
dlautre part £(- vo) fini. La définition (6.3) montre en effet que

la fonction (convexe) f v g est majorée par la fonction
xE==f( v ) oolx v )

(prendre u = - vo) laguelle est finie et continue & l'origine. Si
l'on songe d'autre part que la continuité de la fonction indicatrice
] - en un point signifie simplement que ce point est intérieur a

l'ensemble - C , il vient

PROPOSITION. Si, pour une topologie compatible avec la dualité, il

existe un point de C en lequel a est finie et continue (reSp. un -point in-

térieurde’ € en  lequel = est finie), on 2

(6.4) 1= ne @ )
B

et 1'inf dci Ecrit est un minimum.
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La derniere assertion résulte de ce que la fonction convexe y i
étant finie et . continue a 1l'origine, posséde une minorante affine
continue "exacte" en ce point ; selon la théorie des fonctions duales,
cela signifie l'existence d'un y, € Y qui est conjugué de l'origine
et cela s'éerit

(Wi v =) (O) s (4x ey ) - =0y >

c'est & dire (puisque a* = ¢.) qu'il existe Yo € B tel que

B

= *
(y_, v a) (0) v )

Un autre type de condition assurant que la fonction oV
appartient & T[(X , Y) , de sorte qu'elle est égale & (y . voarE
est celui ou les deux fonctions . et a i sontisoe i o et il une

d'entre elles inf-compacte ; on obtient ainsi :

PROPOSITION. Si, pour une topologie compatible avec la dualité (donc,

a fortiori, pour la topologie faible o(X : Y)) 1'ensemble convexe C

est compact, ou encore si C est fermé et A compact, on a 1'égalité

(6.4).0nre peut affirmer en ce cas que l'inf de cette égalité soit un

minimum ; par contre il en est ainsi pour 1'inf dans la définition

(6. de d .

Cette derniere assertion résulte du fait que, sous les hypo-
théses faites, 1l'inf-convolution - V a est exacte (cf. MOREAU [3],

§ 4.e).

En fait les hypotheéses de cette proposition équivalent, d'apres
la théorie de la dualité (Cf. MOREAU [3], § 8.f) & ce que 1l'une des
fonctions ¢*C o aX = wB) est continue & 1l'origine pour une topo-

logie compatible avec la dualité (donc a fortiori pour la topologie
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de Mackey T(Y , X)) . On pourrait obtenir un résultat plus général en

remplacant 1l'origine de Y par un y, € Y , "pente" par rapport a
laquelle 1l'une des deux fonctions ¢c et a serait inf-compacte. Dans

ces conditions les deux propositions du présent paragraphe apparaissent

comme duales 1l'une de 1l'autre.

Résumons en constatant que les diverses hypotheses envisagées

dans les deux propositions ci-dessus assurent toutes la relation

inf Supi < xSy > = SUD epll Rl e A ST
3 €00y G i € Bl 0

Comme au § 4 on pourra introduire 1'ensemble D copolaire

de C e
D=y ey -y v @ v  y>o ]
= W o )

Vu que

by @ s Bl = 1 o

(o]
Il

le méme mode de raisonnement qu'alors montre que, moyennant 1'une des
hypothéses formulées dans les deux propositions précédentes, 1'inf de

a gur C et 1'inf de b sur D sont des nombres inverses.

SOUS-DIFFERENTIELS ET CARACTERISATION DES POINTS PROXIMAUX

Par analogie avec les paragraphes antérieurs, nous quali-

fions de proximal un point x, € C tel que
(7-1) a(xo) =d .

I1 s'agit donc d'un point de X ol la fonction WC + a atteint son



- 6,19 -

inf. Cela peut s'exprimer en disant que le sous-différentiel de la

fonction wc + a en ce point contient le zéro de Y :
(.2 ey o) ()

Supposons que les fonctions wc et a satisfassent des conditions as-

surant pour tout x € X 1'égalité d'ensembles

(7.5 3y, +a) (x) =23y (x) +23 alx) ;

alors la condition (7.1) équivaut & 1l'existence d'un Y, = el gue
(7.4) 9o € ofalx )

@.5) v, co )

Or, comme a et wB sont des fonctions duales, (7.4) s'éerit aussi

bien
yQEB b a<Xo)=<Xo’yo> bl
tandis que (7.5) aldemis

o e oo (T xie Gl < xs x Gyl >0 )

(0]

Une condition suffisante pour que l'on ait 1'égalité .2
est, comme au paragraphe 6, l'existence d'un point de X ou l'une des
deux fonctions est finie, l'autre finie et continue (Cf. ROCKAFELLAR
[1], MOREAU [3], § 10.4) ; moyennant cela on obtient un résultat ana-

logue au corollaire du $ 3

PROPOSITION. S'il existe un point de C ou la fonction a est finie

et continue pour une topologie compatible avec la dualité (resp. s'il

existe un point intérieurde Cen lequel la fonction a est finie) )
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assure 1'égalité (7.1) si et seulement si il existe

R poiniGEEx ¢ €6
Yo € B mel que

i) - 1y =
Vow e G = x - i Sy = O
A cela on peut adjoindre des remarques semblables a celles
du' S B:
19) On a essentiellement (Cf. MOREAU [3] , § 14.b)
5 Wex X0 W€ Vo dlx ) by ) = =y =

Donc, condition que d # O , les conditions précédentes impliqueront

a
b(yo) 2 1l elest & dine b(yo) = | (puisque b cst la jauge de B

20) L'ensemble des Yo € Y que les conditions precedentes asso—

cient & un éventuel point proximal x, est défini par

1) Y5 & F
(7.8) — x4
(7.9) Tixie @ s = x gy > =id

Mais, vu (7.6), la condition (7.9) implique

als b ) = d

donc, toujours dans 1l'hypothése que d = a(xo) n'est pas nul elle im-

plique b(yo) =1 Sdlol di> <ixy Lgl> B dilol (7.8). L'ensemble de

ces y, est donc simplement défini par les conditions W) et E1.9) des—

quelles n!invoquent pas  x =, maisiseulement ' d . Si-de la sorte il
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y a plusieurs points proximaux x, (noter qu'ils forment un ensemble
convexe) il correspond & chacun d'eux le méme ensemble (convexe) de

points y,

Enfin la proposition précédente fournit une propriété de col

semblable & celle du § 3 :

PROPOSITION. Sous les hypothéses de la Proposition précédente, un point

X, € C est proximal si et seulement si on peut lui associer Yo E B

tel gue: pour tout x dans € et tout 3y dans B on ait :

(7o 1) Sk, y>S< g, U0 2SS X0 Pk L

En effet, supposons (7.10) réalisée : 1'inégalité de gauche

donne

a(xo) = SUpE <X el Ve = S e 2
yEE

et cellllendedroiite, d pour Hout x € €

a(x) = sUp & W oy S>> < Y>> < X,y
Yy EB

&)

ce qui montre que x, est proximal.

Réciproquement, supposons x, € C proximal ; la Proposition

de tout & l'heure lui assoecie y, € B tel que, pour tout x € C , on

ait
a(xo) SIS X,y >SS g 2
ety pourt teut v dang B

=% y> = sup = x |y > olx)
y eB
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ce qui prouve (7.10).

Notons, pour terminer, que des conditions assurant llad pro=
priété (7.3) d'addition des sous-différentiels pour des fonctions
convexes s.c.i. ont été données par C. LESCARRET [1], dans la ligne
des travaux de G. CHOQUET [1] sur les ensembles convexes faiblement
complets. On en tirerait d'autres hypothéses suffisantes pour la vali-
dité des critéres de proximalité formulées dans ce paragraphe. De
méme, un cas d'addition des sous-différentiels a été donné par 1l'auteur
(MOREAU [4]) : il s'appliquera ici si la fonction a est faiblement
différentiable (au moins hors de l'origine), ce qui suppose des pro-

priétés de "rotondité" de 1'ensemble B .

. APPENDICE

Soit X un ensemble dans lequel opere le groupe multiplica-
tif des réels strictement positifs, c'est & dire qu'est défini, pour
tous N e el o bout e i G el dments )\ i (€ L alviee lles

regles de calcul

Me x) = (A p) x

Seillent! & et =z deux applications de X idans ([0 @]
positivement homogénes de degré 1 , c'est & dire telles que, pour tout

Gee ch ou: el s ol

B =) = lx)

et méme propriété pour g .
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Alors les deux nombres

ine 8l : olx) = 1}

5]
Il

sup o) - flx) = 1}

™
Il

sont inverses (avec la convention que O et + « sont inverses).

D'ajlleurs o est aussi égal a

o' inf {f(x) : g(x) > 1}

B! sup {g(x) s f(x) < 1} 7

L'inf et le sup sont pris dans [0 , + @] , c'est & dire que sup ﬁ = @ =

By efifet soit N € 10, + o[ teligue X > o : alers

(o}

Ex er: o ) o el ) @)

c'est a dire

1 1 1
€ X : g(; ) B T Bl o < g

e N

(0]

donc, pour un tel X\ (s'il en existe, c'est & dire si o < + @, sans

1 L 1
quoi @8 1) cst trivial | on o T s Ble clest adire W2 ET . Compte
tenu des inégalités évidentes o < a' et B 2 B' , cela donne
(8.1) oz'zo,zj—'zj—
B B

1 5 ;
De méme soit w € ]JO , + «[ tel que p > 8 c'est a dire
1
EEICS ; alors
v B
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B i) o o) o
c'est a dire

e ek Gl ) = el ) =

done, pohe un tel il (stil en existe, elest 3 dive si B >0 ‘Sans

quoi ( 8.2 ) est trivial) onta > ol Fideone
(8.2) Lo o
: B 5
Le rapprochement de (801) et (8D2) fournit la conclusion cherchée

REMARQUE.

o1 f et e seut Wellles lguiton aiit lliimpliicatiion

Bl = F = > g(x) < 4+

(en particulier si g €St partout finie) o et o' sont aussi égaux

5 G {r(x) : g(x) = e

En effet ce dernier inf est essentiellement = o . Pour mon-
trer 1'inégalité inverse supposons A € ]JO0 , + o[ tel que \ > «

(s'il n'existe pas de tel X , le résultat est trivial) e allons
dx, €X g(xo) Z ol f(xo) < N

En vertu de 1'hypothese g(x,) € [1 , + »[ , donc

g(X)EJO’”

et 1l'homogénéité donne
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tandis que

donc
A > dng {8x) - 2(x) = 1)

ce qui prouve l'assertion.

Le contre exemple suivant montre que si f et g ne véri-
fient pas l'hypothese faite, 1'égalité annoncée peut ne pas avoir lieu :
prendre g n'admettant que les valeurs O et + o . Alors

{x : g(x) =1} = P de sorte que
int (i) @ glx) = 1} = « o |

Par contre, {X 3 g(x) == {x 2 g(x) = + ®} sera une partie de X
(stable pour la multiplication par tout A) sur laquelle 1l'inf des va-
leurs de f peut étre O .

Par un raisonnement semblable on établira :

Si et f et g sont telles qu'on ait 1'implication

g(x) = 0 = f(x) >0

(en particulier si f est partout > 0), B et B' sont aussi égaux

N

B Sup felx) ;@ )
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