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INF-CONVOLUTION, SOUS-ADDITIVITE, CONVEXITE
DES FONCTIONS NUMERIQUES

Par Jean Jacoues MOREAU.

1. INTRODUCTION.

1.a. InF-convoruTiON. — La notion centrale de cet article est
celle d’inf-coneolution des fonctions numériques définies sur un
ensemble D muni d’une loi de composition interne notée |
on appelle ainsi la loi notée V qui, & deux de ces fonctions, soient f
et g, associe la fonction numérique fV g définie sur D par

(1.1) (fVg) (z) =inf{ f(u) +g(¢): ueb,veD, uTyr=wa}

(on reviendra tout a I’heure sur le cas ou la somme ici écrite
comporte les termes — o et o). La sup-congolution, notée A,
sera définie de méme au moyen d’un « sup ».

Diverses constructions classiques se rameénent a cela : par
exemple, si D est un espace vectoriel, f une norme sur cet espace
et Y, la fonction indicatrice d’une partie A de D, c’est-a-dire

0 si pEA,

(1.2) = -+ o0 si vEA,

alors (fV{,) (z) est la distance du point x a U'ensemble A.

Cette opération semble avoir été considérée pour la premiére
fois explicitement par W. Fenchel [1] (avec pour D I’espace vecto-
riel R*; du méme point de vue, pour les e.v.t. de dimension
infinie, voir A. Broendsted [1]) a propos de la théorie des fonctions
convexes conjuguées. Indépendamment, la sup-convolution sur le
coin positif de R a été introduite, également en liaison avec des
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considérations de dualité, par R. Bellman et W. Karush ([1] a [4]).
Tous ces travaux étalent motivés par des problémes d’optimi-
sation. Noter aussi 'usage par L. Janos [1] de sup-convolutions
itérées d’une fonction sous-additive définie sur une certaine partie
conique convexe d’un espace vectoriel topologique, pour cons-
truire, en un certain sens, la meilleure approximation linéaire de
cette fonction. '

Le wvocable d’inf-congolution, maintenant assez largement
employé, tant en francais qu’en anglais, a été proposé par
Pauteur (Moreau [1], [2]). En anglais, on dit aussi : infimal convo-
lution; en russe : konvolyutsya (alors que la convolution intégrale
traditionnelle est plutdt appelée spertka).

Pour des exposés systématiques du réle de Iinf-convolution
dans la théorie des fonctions convexes et de leur dualité, voir
Rockafellar [4] (espaces de dimension finie), Moreau [6] (espaces
vectoriels topologiques quelconques) ou, pour une revue sommaire,
Moreau [5]. La théorie a maintenant atteint le stade de Pinf-
congolution continue d’une famille, indexée dans un espace pourvu
d’une mesure, de fonctions convexes définies sur un espace de

Banach (¢f. Ioffe, Tikhomirov [1]).

1.b. Apprtions pans R. — Par fonction numérique, nous
entendons toujours une fonction & valeurs dans R =[— o, + wo].
La définition de 'inf-convolution, telle qu’elle est écrite en (1.1),
se heurte donc & une difficulté si, parmi les couples (u, ¢) consi-
dérés, il s’en trouve pour lesquels la somme f(u) -+ g(¢) n’a pas
de signification, les termes prenant les valeurs respectives — oo
et 4. On pourrait convenir d’exclure ces couples lors de la
construction de l’inf. Il est équivalent, mais considérablement
plus commode pour la suite, d’étendre la définition de P’addition :
Vaddition supérieure, notée -+ (resp. Paddition inférieure, notée |-
prolonge l’addition classique en une loi de composition définie
pour tout couple d’éléments de R selon la convention

(—o0) + (+0) =(+w)+ (—xo) =+
[resp. (—) + (+0) = (+®) + (—wo) =—0w].

C’est alors le signe -+ qu’il faut mettre en (1.1) au lieu de +.
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L’article débute donc par une étude détaillée des régles de
calcul relatives aux lois -+ et + et, comme la symétrie z—> — x
transmue chacune de ces lois dans lautre, on restreint le plus
souvent les énoncés au cas de 4. La loi -+ est commutative et
associative; avec la définition classique de la multiplication de
tout r€R par A€o, + [, clle munit R d’une structure de
cone congexe.

Les relations avec Uordre naturel de R sont essentielles : la loi -
est isotone, mais on a la propriété plus précise suivante, dite
d’isotonie forte : inégalité stricte -+ y < z a lieu si et seulement si
1l existe o' et y tels que z <2/, y<<y', /- y' =z (méme chose,
a fortiori, pour Pinégalité =). Cette propriété constituerait le pivot
pour 'extension éventuelle de résultats du présent article au cas
de fonctions prenant leurs valeurs dans des cones convexes
ordonnés autres que R. On en tire, par exemple, que si f et g

o]
sont respectivement des applications de deux ensembles X et Y

dans R, on a I’égalité

inf (f(2) +g(y)) = inf f(z) + infg(y),
Y reX yex

(y))EX K

mais seulement en général I'inégalité

(2,)) € X XY

sup (f(z) -8(y))=sup f(z) + supg(y).
xEX YEeY

Par ailleurs, quels que soient x, y, z dans R,
(@.3) (@4+y) taZzt(y+5);

le role de cette remarque dans les calculs d’inégalités est illustré
par la présentation d’un schéma général de dualité des enveloppes
supérieures qui recouvre plusicurs situations familiéres en analyse.

1.c. Sous-apprriviri BT CONVEXITE. — La technique de Paddi-
tion -+ s’impose dans la théorie des fonctions numériques sous-
additives sur lensemble D muni de la loi de composition T ;
la fonction f est déclarée telle si, quels que soient x et y dans D,
on a

Sz T y) < f(@) +f(y)-
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Il serait équivalent, mais beaucoup moins commode, d’écrire le
second membre avec un signe d’addition ordinaire, en posant que
Pinégalité doit étre vérifiée toutes les fois que ce second membre
sera défini. Or ¢’est seculement dans le cadre de fonctions a valeurs
dans R, sans exclure la valeur — o0, que les propriétés des fone-
tions numériques sous-additives atteignent leur pleine cohérence.
Il en va de méme pour la notion de fonction numérique convexe
définie sur un céne convexe C (dans lequel I’addition sera notée ) :
sera déclarée telle une fonction vérifiant, pour tout z et tout y
dans C, pour tout « et 3 dans Jo,1[ avec a 4 3 =1, I'inégalité

Slex+By) =af(@) +Bf(y).

(un artifice est d’ailleurs présenté au § 9.a, permettant de ramener
la convexité a une sous-additivité).
Deux techniques de maniement des fonctions numériques,
usuelles dans ce contexte, sont méthodiquement développées.
L’une d’clle consiste a décrire une application f de D dans R
en donnant, pour chaque r€R (ou, si 'on veut, pour r€R, ce qui
n’apporte pas plus d’information) la tranche inférieure,

=) —lzeD flz) =7}

ou la tranche inférieure stricte, définie de la méme fagon avee <,
ou encore les tranches supérieures correspondant a = et >. Les
symboles f<, [, [, [~ représentent de la sorte des applications
multivoques ou « multiapplications » de R (ou de R) dans D
(ce sont, si I’on préfere, des applications de R dans ’ensemble des
parties de D). On trouve par exemple que f est sous-additive si
et seulement si f< (ou f<) vérifie quels que soient r et r’ dans R
(ou dans R) la propriété de « sur-additivité »
Je s U ()
La congexité d’une fonction numérique définie sur un cone convexe
donne lieu & une caractérisation analogue.
Une seconde technique usuelle de description d’une fonction

numérique définie sur D consiste a considérer, dans I’ensemble
produit DXR, ’épigraphe

épif={(z, r)ebD <xR: filx)=r}
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ou Pépigraphe strict estf, défini de méme avec < (ou définira
aussi des hypographes avec =~ ou >). D étant muni de la loi T
et R de l'addition ordinaire, ou munit DXR de la loi produit,
encore notée | : la fonction f est sous-additive si et seulement si
Iensemble épif (ou estf) est stable pour cette loi de compo-
sition. De méme, s1 C est un cone convexe, CXR est trivialement
muni d’une structure de cone convexe : f est convexe si et seule-
ment si ensemble épif (ou estf) est convexe.

1.d. Princrpaux RESULTATS. — Dans I'ensemble R” des apypli-
cations de D dans R, l'inf-convolution V est une loi de compo-
sition commutative (resp. associative) si et seulement si la loi T
de D DVest. La loi V posséde des éléments neutres — a droite
par exemple — s1 et seulement si la lo1 T en posséde et on donne
une caractérisation de ces fonctions. La structure (D, T) et son
extension (P (D), T) possédent d’ailleurs des isomorphismes
évidents dans (R”, V).

Les deux techniques de description des fonctions numériques
indiquées ci-dessus sont appliquées a l'inf-convolution; en ce qui
concerne, par exemple, les épigraphes stricts, on a

est(fVg) =estfT estg.

fER" est sous-additive si et seulement si f<fVf. Sila loi T
est commutative et associative, ’ensemble des fonctions numé-
riques sous-additives sur D est stable pour I'inf-convolution.

Si C est un coéne convexe, avec pour opération | l’addition,
Pensemble des fonctions numériques convexes sur C est stable
pour linf-convolution. On définit par ailleurs la multiplication
a droite de toute f€R' par A€Jo, + [ en notant fA la fonction

Z > Xf<%w>.

Avec I'inf-convolution, cette loi externe munit ’ensemble des fonc-

tions numériques convexes sur G d’une structure de cone convexe.

Supposons que, dans D, laloi T soit associative; soit P une partie

de D stable pour T ; on définit une relation binaire transitive =% par
=y e i pe Ry — R

fER est décroissante pour = si et seulement si f=fV{,.

A titre d’illustration on en tire que si g€R’ est décroissante



114 J. J. MOREAU.

pour =%, son « enveloppe sous-additive » (plus grande minorante
sous-additive) l’est aussi. Supposons de plus que P contienne
un élément neutre a droite pour T, de sorte que =X est un
préordre; alors pour tout g€R”, la fonction f= [V, est la plus
grande minorante décroissante de g; supposons la loi T commu-
tative : il vient que si g est sous-additive, cette plus grande
minorante décroissante 1’est aussi.

Bref, on ne trouvera pas dans cet article de résultats profonds
ni de démonstrations difficiles. Il s’agit seulement d’un exposé
méthodique de techniques dont quelques années de pratique nous
ont montré I'utilité. Une premiére version multigraphiée avait été
diffusée en 1963 (Moreau [1]) au titre des séminaires de la Faculté
des Sciences de Montpellier; cette brochure, maintenant épuisée,
ayant fait I’objet d’une analyse dans Mathematical Reviews,
continue d’&tre réguliérement demandée. Cela nous a paru justifier
la publication du présent article qui apporte de nombreuses
améliorations. L’exposé primitif se limitait & une loi T commu-
tative et associative. N’y figuraient pas, par exemple, la cons-
truction systématique des éléments neutres de U'inf-convolution,
ni non plus Pinégalité (1.3) avec ses conséquences.

Signalons, par contre, une partie de cet ancien exposé qui n’a
pas été reprise ici, aucune application ne la justifiant : une axio-
matique des « espaces de convexité »; il s’agissait d’une structure
moins forte que celle de coéne convexe, suffisante pour qu’on y
développe une notion de convexité.

Pour ne pas trop allonger cet article nous avons, comme dans
le polycopié initial, laissé de coté toute considération de topo-
logies sur les ensembles D ou C. Les applications exigent pourtant
de tels développements et certains des énoncés donnés dans ce qui
suit n’ont pas d’autre objet que de les préparer. Est spécialement
utile, si D ou C sont topologiques, la recherche de conditions
suffisantes pour la semi-continuité — inférieure ou supérieure —
de la fonction numérique [V g ou encore la recherche des conditions
assurant que, dans la définition (1.1) de cette fonction, I'inf est
un minimum. Pour des résultats dans cette voie, renvoyons a nos

publications multigraphiées (Morcau [3] et [6]).
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2. Abbpirrons pans R,

2.a. PROLONGEMENTS DE L’ADDITION CLASSIQUE. — L’addi-
tion est une loi de composition classiquement définie pour
tout couple d’éléments de Dintervalle J—oo, 4] (resp. de
Pintervalle [— o, 4-oo[). Cet intervalle est stable en outre pour
la multiplication par tout ~€]Jo, [, ce qui le munit d’une
structure de edne congexe : on veut dire par la que D'addition
y est une loi de demi-groupe commutatif (c’est-a-dire une loi de
composition commutative et associative; Pexistence de I’élément
neutre o est ici un fait annexe) et que, de plus, pour tout z et
tout y dans Iensemble en question, pour tout A et tout 22
dans Jo, + ®[, on a

Mlpx) = (Am)
(A p)x=he+ pa,
Mo+ y)=Rrz -+ Ay,

L ==

Nous allons construire deux prolongements distincts de cette

structure de cone convexe a R toul entier.

DiriNtrion. — On appelle addition supérieure (resp. addition
inférieure) el on note -1 (resp. 1) la lov de composition partoul
définie dans R=[—w, 4 »] par

jzv 4y st celte somme aw sens classique est définie,
©  sinon

(resp.

(@-4-y si celle somme est définie,

T4y = ;
ry | — sinon).

2.b. STRUCTURES DE CONE CONVEXE.

Prorosition. — La loi de composition interne (z,y)>x—+y
[resp. (z, y) > @ + y] et la loi externe (1, x) 1> Az (pour A €]Jo, + »J)
munissent U'ensemble R d’une structure de cone conyexe.

[l suffirva de faire la vérification pour -, car la symétrie
S:ar>—a constitue un isomorphisme de Pune des structures

Journ. de Math., tome XLIX. — IFasc. 2, 1970. 16



116 J. J. MOREAU.

sur Pautre, ¢’est-a-dire que
(2.1) S(x+)) =S(x) +5());
(2:2) S(Az) =1LS(x).
L’addition supéricure - est visiblement commutative; pour
prouver Passociativité

(2.3) (x4 ) A (y z),
on observe que, pour tout I'eﬁ,
(2.4) r-4 (-+w) =-w.

Done (2.3) est vérifiée si 4o figure comme terme dans les
deux membres; dans le cas contraire, on est ramené a 'asso-
ciativité de I’addition ordinaire dans [— oo, 4 oo].

L’addition + est donc une loi de demi-groupe commulalif,
admettant d’ailleurs o pour élément necutre. Noter que tout
appartenant & R=]—o, |- o[ est régulier (ou « simplifiable »)
dans ce demi-groupe, c’est-a-dire que

aeR, (e S et ey T el T

mais que les éléments 4 et — o ne sont pas réguliers.
Enfin on vérifie immédiatement que, pour tout A et tout
dans Jo, 4+ [, on a
(A +p)e=2ra -+ pa,
M4 y)=2ha-t dy.

Norarion. — On nolera respectivement (R, 1) et (R, 4 les
deux structures de cone convexe dont on munit de la sorte R.

51 E est un ensemble quelconque, il en résulte naturellement,
pour ensemble R" des applications de E dans R, deux structures
de cone convexe notées respectivement (RY, ) et (R, 4).

Remarque. — Le succes de certains développements ultéricurs
est corrélatif du fait suivant : A chaque 2€R associons Ien-
semble

T(z)={teR

?
que T est un isomorphisme du cone convexe (R, +) dans Ien-
semble des parties convexes de R, ensemble classiquement muni
d’une structure de coédne convexe. Remarque semblable si on
associe 3 €R Pensemble |E€R: £ > a /.

(vide si =+, partic pleine de R si x=—); on constate
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3. Rerarrons Avec L’orbpRE DE R,

3.a. IsoroNiE DES oPERATIONS - ET 4. — La symétrie
S:at> —a étant un isomorphisme de Pensemble ordonné (B 22
sur Pensemble ordonné (R, =), I'usage de (2.1) permettra de
ramener les propriétés de croissance relatives a 'opération
a des propriétés relatives & -; aussi limiterons-nous les raison-
nements a cette derniére opération. Sur certains points il serait
d’ailleurs possible d’invoquer la remarque 2.b, puisque, pour
tout et tout y dans R, on a I'équivalence

~

2Ly « T(x)>T(y).

Notons d’abord que, pour tout a€R, lapplication x> 2+ a
est croissante de R dans R; elle est méme strictement croissante
sl a€R.

On en tire immédiatement Pimplication

x =@ il e ARy £ 2= 0

= )

signifiant que Papplication (x,y) > a1y est croissanle de Uen-
semble ordonné RXR dans R. Mais cette croissance n’est pas
partout stricte : par exemple, si ¥ <a' et y=y =+, ce qui,
pour Pordre de RXR, donne bien (z,y) < (2/,y'), on a

et y=a+y =+4ow»,

Il est alors important d’obtenir la précision suivante :

Provosrrion. — Quels que sotent x,a',y,y" dans R, on a
Uemplication
(B e i > aty<adyl
En effet, si y et 2’ sont finis, on note comme plus haut que
xt+y<<ady ol iy <aty,

d’ou la conclusion par la transitivité de <<. Si, par contre, y€&R,
¢’est-a-dire y = — oo (car 'hypothése y <y’ implique y <+ ),
on a x-+y=—w (car hypothése z<a’' implique <+ »)
alors que a’'-Fy' >—x (vu que les hypothéses impliquent
¥'>—o et y'>—wo) Si enfin 2/ §R, c’est-a-dire & = -0,
on a #'+y =4, tandis que z-+y <<+ (puisque <+ ®
et y <<+ o).
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3.b. IsoTONIE FORTE.

Prorosirron. — St @, vy, z sont trois éléments de R, les pro-
priéiés (1) et (1) suivantes sont équivalentes :

@) o By o

(1) il existe 2’ et y' dans R lels que

L’implication (ii)=> (i) constitue la proposition 3.a.

Réciproquement, supposons (i); alors a<<+4 o, y<+4 =,
z>—oo,. S1 z= -+ ®, la propriété (i1) est bien vérifiée en prenant
' =1y’ =+ »; soit donc z€R. Si x et y ne sont pas tous les deux
finis, soit, par exemple, si 2 = —oo, on prend y' €R strictement
supérieur a y, puis #'=2z —y’' (soustraction dans R) et (i1) est
bien vérifiée. Enfin, si 2 et y sont tous les deux finis, on fait le
calcul suivant dans R : (1) entraine z — 2 — y > o; donc (ii) est

bien vérifiée en prenant

=2+ (58— 2 —9),
2 i
Al ) } I (- T oy
Y- = beg ¢ ) )
CoroLrLaIRE. — Si 2, y,z sont trots éléments de R, les pro-

priétés (1) et (i) suivantes sonl équivalentes :

() o+ y=z;

(1) il existe 2’ et y' dans R tels que

e V= el @y =z

L’implication (ii) = (i) signifie simplement I'isotonie déja signalée
de Papplication (z,y)>2-+y. Inversement supposons (i); si
@~y <z on est ramené a la proposition précédente; si -y =z
la propriété (ii) est bien vérifiée en prenant 2’ =ax et y =y.

Remarque. — Selon la remarque générale faite en 3.a, Pusage
de la symétrie S permet, dans les énoncés ci-dessus, de remplacer

~

simultanément |+ par + et < par > (ou = par ). Par contre,
les énoncés obtenus en remplacant seulement - par 4 sont faux.
Contre-exemple : si on prend 2=+, y=—w, z€R, on a
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Z+y -z mais 1l n'existe pas de z tel que 2 < o'; ¢n ce eas

méme, v 2’ exigerait &' = -4, de sorte que &'+ y’ vaudra 4 =
ou —» selon la valeur de y’ : on ne peut donc en aucun cas

avoir x =y —z

o r ) , . ’

3.c. TRAITEMENT D’INEGALITES.

Lemme. — Quels que sotent x,y, z dans R, on a
(3.2) (1) fo—xt(ytz)

En effet, si = 4+ o le second membre vaut 4 ; si z€R,
PPaddition -+ équivaut & - et (3.2) se trouve vérifiée comme
égalité (associativité de +); de méme, si 3= —o le premier
membre vaut — o ; si z€R on se trouve ramené a Passociativité

de -}-. Reste donc seulement a prouver que

(—owiy) ++owo"—oct ()| +x).

De fait, si y€R le premier membre vaut —o; si y= 4o les
deux membres valent +o; si y=—o=o, les deux membres

valent — .

Prorostrion. — Quels que soient z,y,z dans R, on a l'équi-
palence
(3.3) Zol s s m

En effet, si on invoque le lemme ci-dessus et lisotonie de -,

puisque y + —y =0 (égal &4 0 ou — ®).
Réciproquement, si on invoque cette fois Iisotonie de -,
Pinégalité x>~z -+ — y implique

zty>(a+—y)ty>z+ (—y+y) =5

puisque —y--y>o (égal & 0 ou o).

Remarques. — On pourra retenir la régle de calcul (3.3) en se
rappelant que le signe d’addition supéricure |- apparait du coté
du membre le plus grand.
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On aura naturellement une équivalence analogue en rempla-
cant simultanément -+ par + et > par .

Comme, d’ailleurs, on a essentiellement x 4 y > x + y, la propo-
sition ci-dessus fournit a fortiort 'implication

T4+ySz = X5+ —y,

mais Pimplication réciproque n’est pas vraic (faire, par exemple,
y=2z=-+o et x=—00).

Enfin en faisant z==o0 :

CororratrE. — Quels que soient @ el y dans R, on a Uéquivalence

(3.4) Zysmon e s Ly,
4. Inv BT Sup.
4.a. INGGALITES FONDAMENTALES.

Prorvosition. — Si [ et g sont deux applications d’un méme
ensemble E dans R, on a
(J.1) inf (f(z) + g(z)) > inf f(z) + inf g(2);
: rEeEL el rekln
(h.2) sup(f(z) +g(z)) £ ‘.Ull)/(t) 4 supg ()
rEL xER rER

et les mémes inégalités en remplacant partout - par .

Montrons en effet que tout k strictement supérieur au premier
membre de (4.1) est supérieur au second membre (raisonnement
qui inclut le cas banal ou, ce premier membre valant --co,
il n’existe pas de tel k). Ce choix de k implique Pexistence de 2, € K
tel que

k> flxy) - g(2).
Comme

Jilzo) =

inf f(z), g(zg) inf g (),
rER e

la conclusion découle de I’isotonie de - et de la transitivité de

Pordre. Le raisonnement est aussi bien valable en remplagant -

par -+ ; en transmuant par la symétrie S, on obtient ensuite (4.2).
Remarque. — Prendre garde que l'inégalité

sup f -+ infg = sup(f+ &)



INF-CONVOLUTION, SOUS-ADDITIVITE, CONVEXITE. 121
(et analogues), classiquement valable pour Paddition ordinaire si
elle est définie, ne s’étend pas a Paddition . Contre-evemple :

prendre f= — g & valeurs finies et telles que supfi="1~0.

4.bh. Cas D RGALITE.

Provosirion. — Si [ el g sont respeciivement des applications
de deux érisembles X et Y dans R, on a
(f.3) inf  (f(z) +g(y)) = inf f(z) -+ inf g(y);
(0] EXXY wex rey
(".4) sup  (f(x) +&(y)) = sup f(x) + supg (),
(2,3) EX XY reEX rey

mais les égalités obtenues en échangeant - et -+ ne sont pas praies
en général el on a seulement

(h.5) inf  (f(x) +g(y)) > inf f(2) + inf £(y);
reX yeEY

(2, )) €X XY

(h.6) sup  (f(x)+8())) = sup f(x) ) -+ snlw() )3
xrEX

(1)) €EX XY

En effet, si aucun des ensembles X et t Y n’est vide (sans quoi
le résultat est trivial), on a

inf fite) =" il = Gias

xreX (yy) EX XY
e (== i dnto Lo o)
rex (. 4 ) EXXY

de sorte que la proposition 4 .a fournit

inf  (f(2) +g(y)) > nf f(=z) 4~ inf g(y).
() €X <Y weX rev

De cette maniere s’établissent aussi les inégalités (4.5) et (4.6).
Pour prouver Pégalité (4.4), 1l reste a (\'ab]u- que tout k stric-
tement supérieur au second membre est supérieur au premier;
soit done

inf f(2) 4+ inf g(y) <
yey

xeX

La proposition 3.b montre Pexistence de p et g tels que p+q=k
et qll(‘,

sant, L) = p; inf g(y) <gq.

reX yey

11 existe alors z,€ X et y, €Y tels que
S(x)<p, &) <9
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d’ou, par la proposition 3.a,

S(@) F+g(y0) <p+gqg=~
et, par suite,
inf  (f(2) +g(y)) <4k,
(e, y)EX XY
ce qu’on voulait établir.
4.4) se démontre de méme (ou en transmuant par‘Symétrie).
l .
Pour constater que 'inégalité (4.5) [et, de fagon analogue, (4.6)]
n’est pas en général une égalité, prendre, par exemple, fa valeurs
finies telle que inff=—ow et g=- o partout sur Y.
Noter qu’en prenant f= a sur un ensemble X réduit a un seul
élément, on obtient :

CororrairE. — Si a €R, on a

(he.7) inf (a+g(y)) =a- infg(y);
yeX =4

(h.8) sup (¢4 g(y)) = a+supg(y);
yEY yex

(fe.9) inf (a+g(y)) =a+ nfg(y);
pex yeyY

(. 10) sup (@ g(y)) = a -+ supg(y).
ryey

4.c. UN scHEMA GENERAL DE DUALITE D ENVELOPPES. —
Soient X et Y deux ensembles quelconques; dans tout ce qui suit,
on suppose donnée une fonction de couplage (cf. Moreau [6], sec-
tion 14)

Pour toute fonction f: X >R, on appelle fonction polaire de f,
la fonction f¢ définie sur Y par

Jo(y) =suple (@, y) +—[f(2) ]
xeX
De méme, pour toute g: Y >R, on note g°, dite fonction polaire
de g, la fonction définie sur X par
g¢(x) =suplec(x, y) +—g(y) ]
ryey
On appelle fonction élémentaire sur X (resp. sur Y) une fonction

de la forme x> ¢(z, b) + {3, avec be Y et BeR I:rcsp. une fonetion
de la forme yi>c(a, y)+ o, avec a€X ot a €R|.
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On note I'(X,Y) [resp. I'(Y, X)] Pensemble des applications
de X dans R (resp. de Y dans R) qui sont des enveloppes supé-
rieures de familles de fonctions élémentaires (telle est, en parti-
culier, la fonction constante —o, enveloppe supérieure d’une
famille vide). On voit que, pour toute f&€ R*, la fonction f¢ appar-
tient a I'(Y, X); pour toute g€R', la fonction g° appartient
CRIRID SR ‘

Dire que la fonction ¢(., b) + [ est une minorante de f signifie

VzeX: flz)>c(z,b)+(,

ce qui, d’apres la proposition 3.¢ (moyennant une transmutation
par symétrie), équivaut a
VaeX: —fB>c(x b))+ f(x)

ou encore
(M.11) — B fe (D).

L’enveloppe supérieure des fonctions élémentaires minorant f
est aussi bien le plus grand élément de I'(X,Y) minorant f ou
U-régularisée de f. C’est, d’apres la condition (4.11), la fonction

zi>supfc(@, b) +P:beY, BeER, fL—f(b) }.
Or, pour chaque =,

BZ—f0) = c(z,b)+p=c(z b)+—[f(b),
de sorte que la fonction ci-dessus est aussi bien

x> suple(x, b) +— f¢(D)]

LeyY

¢’est-a-dire la fonction polaire de [“; bref
La V-régularisée de [ est f.
En particulier,
f=rc o fel(X,Y),
donc, st on suppose a priori fel'(X,Y) et gel'(Y, X), on a
Péquipalence

e e — e e

Nous disons en pareil cas que f et g sont des fonctions duales par
rapport & la fonction de couplage c.
Journ. de Math., tome XLIX. — Fasc. 2, 1970. 17
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Nous disons, d’autre part, que deux fonctions p€R* et g€R"
sont sur-duales si, pour tout x€ X et pour tout y€Y on a
Pinégalité
(fe.12) plz)y + gy >clz ¥):

On tire immédiatement de la proposition 3.¢ que cette propriété

équivaut a p=¢° (ou, aussi bien g==p°) : deux fonctions sont
sur-duales si et seulement si 'une (donc chacune) majore la
fonction polaire de I'autre. En particulier, deux fonctions duales
(ou plus généralement, une fonction quelconque et sa fonction
polaire) sont, a fortiori, sur-duales. On trouvera dans Moreau [5]
une application de ces idées a la discussion de problémes aux
limites concernant des équations, ou inéquations, aux dérivées
partielles : les relations entre « problemes forts » et « problemes
affaiblis » sont par la éclairées.

Une autre source d’intérét réside dans la remarque suivante :
Dans ensemble des couples de fonctions sur-duales, ordonné par
Pordre naturel de B*XRY, un couple (a, b) constitue un élément
minimal si el seulement si a et b sont des fonctions duales.

En effet, supposons a et b duales et soient p et ¢ sur-duales
polaires inverse visiblement I'ordre, on a

i =0,

="

Or, comme p et g sont sur-duales, on a p==q¢* et ¢=p*, donc
finalement p=a ct g = b, ce qui prouve la minimalité annoncée.

Réciproquement, supposons (a, b) minimal dans I’ensemble des
couples de fonctions sur-duales. L’inégalité a*="b, qui exprime
que a et b sont sur-duales, signifie que a et a* (lesquelles sont
elles-mémes des fonctions sur-duales) minorent respectivement a
et b : elles leur sont done égales en vertu de ’hypothése de mini-
malité. Bref b= a* et on trouve de méme a = b*.

La signification pratique de cette minimalité est la suivante
Usuellement X et Y seront deux espaces fonctionnels; (4. 12) cons-
titue une inégalité, plus ou moins « remarquable .», qu’on aura
établie pour tout couple z€ X et y€ Y (de ce type seront souvent
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les inégalités intégrales usuelles en analyse). Si 'on vient a décou-
vrir deux fonctions p’ et ¢/, respectivement plus petites que p
et ¢ et assurant encore une inégalité semblable (avec le méme
second membre ¢) on dit usuellement qu’on améliore 1'inégalité
initiale, puisqu’on formule par la une proposition Iimpliquant.
Dire que (p, g) est minimal dans I’ensemble des couples de fonction
assurant (4.12) signific que Pinégalité qu’ils fournissent est, en ce
sens, non améliorable.

4.d. ExeMPLES DE DUALITE D' ENVELOPPES. — Premier exemple :
Soient X et Y deux espaces vectoriels sur le corps des réels,
mis en dualité par une forme bilinéairve, notée <., . >. On prend
comme fonction de couplage c(x,y) =<z, y> (& valeurs finies,
de sorte que, a Pexception de (4.12), les relations du paragraphe
précédent, peuvent dans ce cas étre écrites avee des signes d’addi-
tion ordinaire). On retrouve alors la notion de dualité des fonctions
convexes (s. c.i. pour les topologies compatibles avec la dualité),
telle qu’elle est utilisée aujourd’hui par d’assez nombreux auteurs
(voir des exposés de synthése dans Moreau [6], Rockafellar [4]).

Deuxiéme exemple : X et Y étant, comme dans U'exemple précé-
dent, deux espaces vectoricls mis en dualité par la forme
bilinéaire ., . >, on prend
f Logl @, v SIS > 10,

( oD \| v _’],‘7 .)’.\/,::/, (028

A chacune des fonctions f ou g considérées au paragraphe précé-
dent, on associe les fonctions a et b, & valeurs dans [o, - ®],
définies par

o i="expifil@s

b(y) =expg(y)

avec, naturellement, les conventions

exp.(==90.) =0, exp (-~ ) =--oo.

On constate alors (¢f. Moreau [6], section 14) que f et g sont duales
par rapport a la présente fonction de couplage si et seulement si @
et b sont les fonctions jauges de deux ensembles ACX et BC X
muluellement polaires dans les espaces vectoriels en dualité;
il revient au méme de dire que a et b sont respectivement les
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fonctions d’appui de B et de A. Transmuant les résultats du
paragraphe précédent par la transformation exponentielle, on voit
que cela signifie que le couple (@, b) est minimal dans I’ensemble
des couples de fonetions a valeurs dans [o, %], vérifiant pour
tout x€ X et tout y€ Y 'inégalité
) S B o

la multiplication X doit naturcllement étre entendue comme
Pimage exponenticlle de Paddition -, ¢’est-a-dire prolongeant la
multiplication classique selon la convention o X - o = - o0

L’exemple le plus élémentaire de la présente situation est obtenu
en prenant pour @ la norme d’un espace normé X et pour b la norme
du dual Y; A et B sont alors les boules unité respectives de ces
deux espaces. Cette correspondance entre les jauges a ot b est, plus
généralement, classique lorsque, les ensembles A et B étant
supposés absorbants, ces fonctions sont partout finies, strictement
positives hors de Porigine (¢f. Beckenbach, Bellman [1], chap. 1);
I'extension faite ici au cas d’ensembles non nécessairement absor-
bants est substantielle et serait techniquement délicate si 1’on ne
faisait pas usage des additions -|- et .

Troisiéme exemple : Prenons maintenant X =Y — [0, + =]
avec pour fonction de couplage

cla i — v >y

(notation définie ci-dessus). On trouve alors (¢f. Moreau [6],
§ 14.d) que deux fonctions f et g duales par rapport a cette
fonction de couplage prennent & Porigine des valeurs finies et
opposées (& moins que ces deux fonctions ne soient les cons-
tantes 4o et — o, cas que nous laissons de c6té) : on se rameénera
immédiatement, par addition de constante, au cas ol ces valeurs
a Porigine sont nulles. Alors f et g sont des fonctions a valeurs
dans [0, 4], convexes non décroissantes : ce sont, en un sens
qui généralise légérement le sens classique, des fonctions conju-
guées de Young.

Signalons I’énoncé suivant qui rassemble les concepts introduits
par les trois exemples ci-dessus :
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Soient X et Y des espaces vectoriels en dualité et soient a et b
les jauges respectives de deux ensembles A C X et BC X mutuellement
polaires; soient ¢ el Y deux fonclions conjuguées de Young, l'une
et Uautre prenant des valeurs finies en un point aw moins aulre
que Uorigine. Alors les fonctions goa et Yob sont des fonctions
duales au sens du premier exemple (cf. Aggeri, Lescarret [1], vepris
dans Moreau [6], section 14).

H. FONCTIONS NUMERIQUES SOUS- OU SUR-ADDITIVES.

5.a. DFinitioNs. — D’une fagon générale, soient D et E
deux ensembles pourvus chacun d’une loi de composition interne
(non nécessairement commutative ni associative) notée T ;
soit - un préordre sur E. On dit qu'une application fde D dans I
st sous-additive si, quels que soient @ et y dans D, on a

ey = 2 E 0

(vesp. sur-additive si on a I'inégalité inverse).

Par fonction numérique sous-additive, définie sur D on entendra
toujours une application sous-additive de D dans le demi-
groupe (R, -1-), cest-a-dire telle que
(5.1) S22 Ty)=f() +10).

Par fonction numérique sur-additive, on enlendra loujours une
application sur-additive dans (R, 4 ), cest-a-dire telle que
iz ) = i) ()

Evidemment [ est sur-additive si et seulement st Sof=—f

est sous-additive; on limitera donc les formulations qui suivent

au cas de la sous-additivité.
Il serait équivalent d’appeler sous-additive une fonction numé-

rique telle que inégalité

Jiz ) ) )
ait licu toutes les fois que Uaddition numérique ordinaire qui figure
auw second membre est définie; en effet, lorsque cette addition

n’est pas définie, le seccond membre de (5.1) vaut o, de sorte
que cette derniére inégalité est banalement vérifiée. Mais les
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démonstrations ultérieures, mettant alors en jeu des expressions
non toujours définies, seraient beaucoup plus compliquées que
celles que nous fondons sur le formalisme des 4 et .
Premier exemple : Une fonction constante, prenant partout
sur D la valeur 2 € o, - % | est sous-additive; de méme la fonction
¢

oale & — oo,

constante partout cg

Deuxiéme exemple : On peul interpréter Piégalité

en disant que Papplication x> a2 est unce fonction numérique
sous-additive sur le demi-groupe (R, ) [ou une fonction numé-
rique sur-additive sur le demi-groupe (R, ).
Troisiéme exemple : St A est une partic quelconque de D,

on note b, la fonction indicatrice de A, ¢’est-a-dire

b (n Sl e AT

Wa (1) = :

i | oo si xEA.
On voit que cette fonction est sous-additive si et sculement si A

est stable pour T.

5.h. SOMME DE FONCTIONS SOUS-ADDITIVES.

Prorvosirion. — St [ et g sont deux fonctions numériques sous-
additives sur D, il en est de méme pour la fonction [+ g.
En effet, les imégalités
el ) — o))

.
£leT ) Zg(@) +20)

entrainent, d’apres 3.a,
Sz Ty F ez Ty)=(/(2) + () + &)+ ),

LI . 0 oo g
d’ou le résultat, en invoquant la commutativité et Passocia-
tivité de -I-.

Par contre, la sous-additivité de [+ g n’est pas assurée.
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5.(). ]L‘N\"EL()I,’[’J‘] SUPERIEURE DE FONCTIONS SOUS-ADDITIVES.

Prorvosrrion. — St ([; est une famille quelconque de foncitons
iel

numériques sous-additives sur D, Uenveloppe supérieure de celle

famille est une fonction sous-additive sur D.

En cffet, si pour tout t€1,

(i) R ()

o1l a
sup fi (e T o) = sup(fi (.0) = [i(0)).
il iel

La proposition 4.a donne cnsuite

sup(fi (@) 4+ f:00)) sup fi () == sup fi (7).
el iel el

Qo la sous-additivité de la fonction supfi.
iel

L’enveloppe inférieure d’une famille de fonctions sous-additives
n’est pas en général sous-additive; on vérifiera cependant qu’il en
est ainsi lorsque la famille de fonctions est filtranle décroissante
(en particulier, si ¢’est une suite décroissante); utiliser la propo-
sition 3. b.

5.d. FONCTION SOUS-ADDITIVE SUR UN ENSEMBLE PRODUIT. —
Soient D et E deux ensembles munis Pun et Pautre d’une loi de
[’ensemble produit DXIE est

composition interne notée | .
défint

lui-méme muni de la loi de composition suivante : on
la « somme » de deux paives (x,y) et (2/,y') comme étant la
paice (wilta oo g

Proposirion. — Soit [: DXE ~R une fonction sous-additive
sur DX E. Alors la « stlhouetie sur D », de [, ¢’est-a-dire la fonction
numérique

x> inf f(x,))
yEE

est sous-additive sur 1.

in cffet, notant ¢ cette fonction, on a

plae] B L el AT
yEE ;

(u, ') EE <L
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puisque Pensemble des uT uw' pour (u, u')€EXE est un sous-
ensemble de E. En invoquant la sous-additivité de f, on trouve
que le dernier membre est majoré par

inf  (f(x, w) - f(2, ) = inf f(a, «) 4 inf f(2, )
) ekl wen

(s ') E BT
= ¢ (x) ¢ (2)
(¢f. proposition 4.b), ce qui montre la sous-additivité de .

Dans le méme ordre d’idées, on pourra établir la propriété
suivante (dont on trouvera un cas particulier en 6.e, a propos
de l'inf-convolution)

On suppose que Uopération | dans D est commutalive el asso-
ciative. Soit [ une fonclion numérique sous-additive sur le pro-
dutt DX D; alors la fonction

>l f(u, ) :ueb, ved, uT =2

est sous-additive sur D.
6. INF-CONVOLUTION.

6.a. DiFiniTIONS. — Soit I’ensemble D, non vide, muni d’une
loi de composition interne, notée T. A deux fonclmns quel-
conques f et g, définies sur D, & valeurs dans R, on associe deux
fonctions, notées fVget fAg, d e.ﬁnms sur D de la maniére suivante :
(6.1) (fVg) (x)y=inf{f(u) +g(v) :ueD,veD, uTo=ual;

(612) (fAg) (2) =sup{f(u)+g(v):ueD,veD, uTo==]
[si pour un @ I'ensemble des couples (u,¢) tels que uT eo=ux
est vide, I'inf vaut 4« et le sup vaut —o].

On appelle respectivement inf-convolution et sup-congolution les
lois de composition (f, g)r> [V g et (f, g)+> fAg ainsi définies dans
Pensemble R des fonctions numériques sur D.

Si, pour un x€D, U'inf dans (6.1) [resp. le sup dans (6.2)] est
un minimum (resp. un mazximum) on dit que [inf-congolution
(resp. la sup-conpolution) est exacle au point .

Evidemment, les deux opérations sont transmuées l'une de
Pautre par symétrie, ¢’est-a-dire que

E910 e e SV = (— ) A(—8).
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On étudiera donc seulement dans la suite les propriétés de linf-
convolution.

Comme en 5.a, on pourrait formuler une définition équivalente
sans utiliser les additions - et - : on dirait, par exemple,
que (fVg) (z) est Pinf de la somme ordinaire f(u) - g(¢), cet inf
¢tant pris sur Uensemble des couples (u, ¢) tels que uT ¢ =ua
et tels que la somme en question soit définie. En effet, pour les
couples (u, ¢) tels que f(u) + g(¢) ne soit pas définie, la somme -
vaut 4 ; donc lomission de ces couples ne modifie pas linf
dans (6.1). Mais les démonstrations ultérieures seraient beaucoup

plus pénibles.

Premier exemple : Si A et B sont deux parties quelconques de D,
on a pour leurs fonctions indicatrices ¢, et ¥, (¢f. b.a, troisieme
exemple)

(P V) () »?l/Ti'}?' [ba () b (90) ]

s
La quantité entre crochets est toujours . o. S'il existe u€A, v€B
tels que uT ¢ =, ¢’est-a-dire si & appartient & ensemble A T B,
la valeur zéro est effectivement prise et Iinf vaut zéro. Si, au
contraire, v AT B, il n’existe pas de décomposition de @ en
somme de u€A et ¢ €B, de sorte que la quantité entre crochets
ne prend pas d’autre valeur que . Donc

(6.4) 'P.\V bp= '\PJ\TM-

En particulier, soit a€ D : on notera simplement ¢, la fonction
indicatrice de I'ensemble {a]. Si b est un autre élément de D
on a

(65) LP{lV“P/I:"PIlT[I'

En d’autres termes, application a i b, est un isomorphisme de
Vensemble D, muni de la loi de composition T, dans Uensemble R",
munt de la lov de composition V.

)

Deuxiéme exemple : On note ® la fonction constante prenant
la valeur 4o partout sur D. Alors quelle que soit f€R”,
(6.6) AL e AV e

Trotsiéme exemple : Si p est une constante (finie ou non), on tire

de (4.7) que
: V(e )N oY i

Journ. de Malh., tome XLIX. — Ifasc. 2, 1970, 18
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Remarque. — Si x, est un élément non décomposable de D, on a,
quelles que soient les fonctions [ et g :

(SVg) (1) =4o.

6.b. ELEMENTS NEUTRES.

Provostrion. — Une fonction n€R" est élément neutre — a drotte
pour fizer les idées — de la loi de composition V st el seulement si,
désignant par E Pensemble des éléments neulres a droue de T
dans D, on a
(6.7) zEB —  n(x) =--co;

(6.8) inf 7 (x) =o.
@reEl

Cela exige que I ne soit pas vide; en particulier, si e€ I, la fonc-
ton Y. est élément neutre a droite pour V.
En effet, supposons que n soit élément neutre a droite pour V;
on a en particulier, pour tout a €D,
Ve =4y,
c’est-a-dirve

inf{ g, () -n():ueb,eeb, uTv=wx|=y,(x)

infE(iiee D e — 2 — U ()
Cela fournit 'implication
wTesZza = n(p)=-+oo0.

On a donc (6.7); en outre, Pexistence de n implique K0,
car (6.6) montre que © ne peut étre élément neutre pour V.

Supposant toujours que n est é¢lément neutre a droite pour V,
on éerit de plus

UpV = i
par suite, e€ X implique
inf { U () +n(e):ueb,veD,uTv—=c|=o0.

Comme la somme 4 vaut 4+ si 'on n’a pas u€ll ct vEL,
cela s’écrit encore

eeE = inf{n(w):uel,vebk, uTv=c|=o0,
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¢’est-a-dire (6.8).
Inversement, considérons une fonction n€R” possédant les
propriétés (6.7) et (6.8). On a, quelle que soit la fonction f,
(fVan)(x)=ml] f(u)d-n(s):veD, veD, uTe=x!
=inl{ f(u) +n(v):veb, veli, uTp=ux|
=inl| f(x)d-n(r):vell|

ou, en invoquant (4.7),

(N () = [fi(z)i=f i) =/ (z).

el
6G.c. COMMUTATIVITEE, ASSOCIATIVITE.

Provosirion. — La lov de composition V est commulative (resp.
assoctalive) sur R" si el seulement si la loi de compostlion | est
commulative (resp. associalive) sur D.

La commutativité (resp. Passociativité) de V. implique celle
de T en vertu de Pisomorphisme a > 4, (¢f. 6.a, premier exemple).

Inversement, il est immédiat que la commutativité de T
inmplique celle de V.

Soient enfin [, g, h trois ¢léments de R Pour 2 €D, posons
la notation

(2= (s e DDl — i
de sorte que
v v ) ) = It ) G ]

Par ailleurs, en invoquant (4.7), on voil que

S+ (@VR) (&)=/f(s)+ inl |g(¢) - h(w)]|
I R

= infl [ f(s) &) 5 L(w)]

T we=t
— inl [ [ () 4+ g(v) + L(w) ],
(1 105 10) € G (85 0) )
ou l’on pose

G, 0) — | (w, ey w)ield < D > D v — s (er i D =/ 1
D’apres une regle élémentaire de caleul des inf, cela donne

[/ (e Ay Ge) — inl(BR(d) e (@) S () 7
(

wu, v, nw) €K ()
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ou ’on pose

K (z) — U G (s, t).

(5,0 €11 (x)
Cette définition de K(z) s’écrit encore
(wos wieKi(z) i (dis, At sl =2 iu — s v — 1)
T () — @

De la méme maniére,

(V&) VAl (@)= inl [ [ (@) +g() +h(w)],

(1,0, w) €K (2
avec pour définition de K'(z) :
(u, 0, MeK(z) <= (wTo)T w==z
L’hypothése d’associativité de T impliquera K(z) = K'(x), d’ou

Passociativité de V.

6.d. Isoronti.

Provostrion. — Si fi, fa, g sont des éléments de R”, on a U'impli-
catton
(6.9) Lz = /iVe=/ Vg

(ow aussi bien gV, =gV[.).
Plus généralement, si (fi)er et (gi),es sont deux familles quel-
conques de tels éléments,
(6.10) inf 'V g :t(inl' i V(inl',"'-‘.
<i«/)el,-:.|(J' / zel/') /elh’/)
En effet,
inf (fiVg;) ()= inf inf [ fi(w) +g;(v)].
(i, j)eT<d (L)EIXI uTv=x 2
Par interversion des deux « inf », puis par la proposition 4.b,
cette expression s’écrit encore
inf [inf_/',-(u,) L
vl iel

inf o (¢) |
uTv=xl ie / ]D/( )J,

jE .
d’ou (6.10).

On peut considérer (6.9) comme un cas particulier : famille g;
réduite a un seul élément et I={1, 2}.
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6.e. SOUS-ADDITIVITE ET INF-CONVOLUTION.

Prorosition. — fE€R" est sous-additive si et seulement si

(6.11) f=JVJ
En effet, quelle que soit la fonction f, on a
(VT z) — : mh e )= S (=) 4 (=),

La condition (6.11) impliquera donc bien la sous-additivité de f.
Réciproquement si f est sous-additive.
UYAeTe)= it [fl)+f@]= /(=T =)
vu que f(u)-+f(v) est minoré par f(uT ¢)=f(xzT 2). Cela
prouve 'inégalité (6.11) puisque, d’autre part, en tout point de D
non décomposable sous la forme 2T 2/, la fonction fV [ prend la
valeur - o
Remarque. — Supposons que la loi T admette un élément neutre,
a droite par exemple, soit e. Alors en prenant u=uz,y=e¢,
on a u [ ¢=ua, donc
(V1) (z) = f(z) F fe).
Par suite,
J)=o0 = [f>SV/[

La proposition ci-dessus montre donc que, dans le cas ou la loi
posséde un élément neutre e, une fonction nulle au point e est
sous-additive si et seulement si elle est idempotente pour I'inf-

convolution.

CororLratrRE. — Si la loi T est commutative et associative, [’en-
semble des fonctions numériques sous-additives sur D est stable
pour Uinf-conpolution.

En effet, les hypothéses
fV f

2Veg

~
"\ !1\

impliquent, en ce cas, vu la proposition 6.d,
I Ve =TV DN (sVe) —(rVe) V(Ve)
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6.f. ENVELOPPE SOUS-ADDITIVE. — Soit g un élément quel-
conque de R". L’enveloppe supérieure de la famille des mino-
rantes sous-additives de g (cette famille contient toujours au moins
la constante — ) est aussi une minorante de g et, d’apres la
proposition b.¢, cette enveloppe supéricure est sous-additive
elle constitue donc la plus grande minorante sous-additive de g
ou enveloppe sous-addilive de celle fonction.

La construction de cette enveloppe peut &tre rattachée de la
maniére suivante a Popération d’inf-convolution

Soit n entier positif; opérer I'inf-convolution de n fonctions
égales & g donne un résultat qui, dans le cas général, vu la non-
commutativité et la non-associativité de I'inf-convolution, dépend
du processus selon lequel, & chaque pas de cette suite de n —1 com-
positions, g est affecté, soit comme premier, soit comme second
facteur. Notons g, 'enveloppe inférieure des fonctions obtenues
pour ces divers processus.

Prorosirion. — L’engeloppe sous-additive de g est

Yee=unf gy,
nz=1

En effet, en invoquant la proposition 6.d, on obtient

A = ( inl'g;',,) \Y ( infg,,) =int o (V. gs)i
n1 P nx1, p 1
Or, visiblement,
Sn \Y g’g’)/ér’a'.nvl 2
d’out
: Vet el — dnf gy 2y
a4y SN g
ce qui, par la proposition 6.e, prouve la sous-additivité de .
Par construction, ¥ minore g, = g. Soit [ une autre minorante
sous-additive de g; on a f=fVf, donc, pour chaque n€EN,
Vi A oG Pt

ce qui montre que Y est bien la plus grande minorante sous-
additive de g.

Ce résultat est surtout intéressant dans le cas ou, la loi T
étant commutative ou associative, g, s’obtient tout simplement
par inf-convolution de n fonctions égales a g,
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6.g. FoncTroON NUMERIQUE DRECROISSANTE. — On  suppose,
dans ce paragraphe, que D est un demi-groupe, c’est-a-dire que
la loi T est associative. Soit P une partie de D stable pour T ;
définissons une relation binaire < sur D par

2 RyleSssE pe Py =i T o

L’associativité de | implique que cette relation est transitive.
Elle rend en outre isotone « & gauche » la loi T, c¢’est-a-dire que,
st w est un élément quelconque de D, on a 'implication

2=y = wTaxuTy.

Si P contient un élément neutre a droite pour la loi T, la rela-
tion =% est réflexive : ¢’est alors un préordre (prendre garde que,
sur un demi-groupe quelconque, une relation transitive, ou méme
un préordre, rendant isotone a gauche la loi de ce demi-groupe
n’est pas nécessairement associée comme ci-dessus a une partie
stable P du demi-groupe).

Prorosition. — Une fonction numérique [€R" est décroissante
(au sens non strict) pour la relation =% si et seulement si

(6.12) S 7V,
En effet,
(fVip) () =inf{ f(u) Fdp(p) : T o=a)

=inf{ f(u) : AveP, uTr=a}
—Anfils A ) s ass et

Done (6.12) équivaut bien a I'implication

it = (LS ()l
Eaxemple. — Si g est décroissante, son enveloppe sous-additive
(of. 6.f)
yi—=iinf oy
n>1

est décroissante.
En effet, d’apres la proposition 6.d,

e \v2 ‘Jﬂ' =hni (s v dﬂ')
n=1
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Vu Passociativité, g, se construit simplement par inf-convo-
lution de n fonctions égale & g, donc, si 'on suppose gV, g,
enVilp=gV...VgVilp> g,

On en tire que y vérifie la condition (6.12).

Remarque. — Si P contient un élément neutre a droite, soit e,
de D, (6.12) équivaut a
(6.13) i

En effet, e€ P implique .= ¢, et, comme . est élément neutre
a droite pour I'inf-convolution, on a, pour toute fonction g€R”,

(6.14) g=8V¥:>gVip.
Dans ce cas, d’ailleurs, P P =P, donc
(6.15) p V dbp = .

De cette derniére égalité et de la condition (6.13) on déduit
immédiatement que si, de plus, la loi T est commulative, I’en-
semble des fonctions décroissantes pour le préordre < est stable
pour I'inf-convolution.

AppricaTioN. — Supposons que P contienne un élément neutre
a droite de D (demi-groupe non nécessairement commutatif).
Soit g quelconque dans R”; on tire de (6.14) et (6.15) que la
fonction

S=8Vdp
minore g et vérifie (6.13) : elle est done décroissante et ¢’est méme
la plus grande minorante décroissante de g, car, pour toute autre
minorante décroissante f/ de g, on aura

S= 1 b gV

(on pourrait aussi construire f comme enveloppe supéricure des
minorantes décroissantes de g).

Supposons de plus que la loi T soit commutative. Compte tenu
de (6.15) on trouve que hypothése g— gV g impliquera

gV Iz g ViV gV b

donc, dans ce cas, st g est sous-additive, sa plus grande minorante
décroissante 'est aussi.
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6.h. INF-cONVOLUTION SUR UN GROUPE. — Supposons que la

loi de composition T soit, sur D, une loi de groupe, non nécessai-
rement abélien. On notera @ l'inverse d’un élément a de D.
Alors
Uiio=2i — o —l R e — Dl
de sorte que la définition (6.1) de Dinf-convolution équivaut,
en ce cas, a
(Y ) (e — Inf [[i(w) - si(u=amz) |
5 uel
= inf|[ filev)-tegl)]
ved -
Exemple : Soit 9 €R’; la fonction
(2, ) > 9y T «7)
constitue une distance invariante pour les translations a droite
dans D (c’est du moins une distance proprement dite si 9 est
a valeurs dans [o, -+ [, sous-additive, symétrique et s’annulant
seulement en Délément neutre e de D). Soit A une partie non
vide de D; alors
(¢ V) (2) = inf [¢ (2T ¢ ) 4+ da(v) ]
veDd
— inf d (¢, z),
..

€A

c’est la distance de x a I’ensemble A.

Comme régle de calcul utile concernant ce cas ou D est un
groupe, remarquons que, pour toute f€R", et tout a€D, on a
(YY) (2) = inll‘f./'(.'z;T 0=) = da(0) ]

veDd
— i (zal =) i
On notera T,f la fonction x> f(a T a ), translatée a droite de la
fonction f; de la sorte, ‘
SV Y.=T,
Alors Passociativité de V montre par exemple que

Ta(fVE) =SV (Tug).
Journ. de Math., tome XLIX. — Fasc. 2, 1970. 19
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7. EPIGRAPHE ET HYPOGRAPHE.
7.a. GENARALITES.

DirintTioN. — f élant une fonction définie sur un ensemble
quelconque X, & valeurs dans R, on appellera respectivement
épigraphe et épigraphe sirict de [ les parties suivantes de I'ensemble
produit X XR :

eplfi=" (2, r) e X R fiB)=LT
estif =iz r) e X X Rifla)y <
De méme, les parli(’s (léfnies respectivement dans X XR par les
inégalités [(x)>=r et f(x) > r seront appelées hypographe et hypo-
graphe strict de f (nol,atwn,s hypf et hstf).

D) videmment, epif et hstf (resp. estf et hypf) sont complé-
mentaires dans X XR; en outre, les hypographes de f se déduisent
des épigraphes de — f par la réflexion (z, r) > (, — r) dans X XR.
On se limitera donc le plus souvent dans ce qui suit a la consi-
dération d’épigraphes ou d’épigraphes stricts.

Il pourrait paraitre plus naturel, la fonction f prenant ses
valeurs dans R, de considérer les ensembles définis par les mémes
inégalités ddns XXR. En fait, f est complétement déterminée
par la donnée de epifc X XR (vesp. de estf) : pour chaque 2, € X,
Vintersection de epif (resp. de estf) avee la « droite » {2, | X R est :

19 vide si f(zy) =+ o0

29 la droite entiére si f(xy) = —;

3° la demi-droite {=,|X[f(®), +®[ (resp. la demi-droite
{x“ } x]f(‘”“): +°°D, si f(xl,)ER,
ce qui, dans tous les cas, définit f(x,) par

J(zy) =inf{reR: (w,r)cepif}
=it { reR: (z, r)€estf |
(inf pris dans R).

La considération de EXR plutét que EXR présente, entre
autres avantages techniques, I'intérét suivant : si X est un groupe
ou un espace vectoriel, il en est canoniquement de méme pour X X R.
Lorsque, en outre, on abordera les questions topologiques, si X
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est, par exemple, un espace vectoriel topologique localement
convexe, il en sera canoniquement de méme pour XXR.

Une partie de XXR est 1ep10rr,1pho (resp. 'épigraphe strict)
d’une fonction numérique si et seulement si son intersection
avec toute droite {x,|XR n’offre que les éventualités 19, 20, 3°
ci-dessus. On pourra trouver commode de formuler cela en langage
topologique : on fait de X Pespace topologique X, en le munissant
de la topologie discréte et on fait de R Uespace topologique Ry, en
le munissant de la topologie (non séparée) dont les ouverts sont,
outre la partic vide et la partic pleine, les demi-droites ]r,
+ o[, r€R. Alors une partie de X &R est un épigraphe strict st
et seulement si ¢’est un ouvert de Pespace topologique X X Ryy;
dans cet espace topologique est f est intéricur de epif. De méme,
on fait de R Pespace topologique Ry, en le munissant de la topo-
logic engendrée par les demi-droites |—, r[, r€R. Une partie
de Xy, XR,, est fermée si et seulement si ¢’est un épigraphe;
dans cet espace topologique, epif est adhérence de estf.

Si f et g sont deux fonctions numériques définies sur X, la rela-
tion ['_/__g équivaut visiblement a

epi fDepigy
équivalente elle-méme a

est ['Desly.
Plus généralement, si (f;), i€, est une famille quelconque de
fonctions numériques, on a

epi(sup fi) = (" epi i

iel
esL(in['f,-):‘ ’esl/}.
iel1’ :
iel
7.b. EPIGRAPHES ET INF-CONVOLUTION. — Soit D, ensemble

muni de la loi de composition T ; on notera encore | la loi de
composition définie dans D XR par
(S BOY E( l y msem  F0800 R P B A
Prorostirion. — Si f et g sont deux fonctions numériques sur D,
on a ‘

(T.1) est(f Vig) —estf T estg.
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En outre, cpi(fVg) est la « fermelure épigraphe », cesi-a-dire
Padhérence dans Dy, X Ry, de Uensemble cpif T epig.

En effet, si z€D et r€R, on a

(z,r)€est(fVg) < r> inf [f(u)Fg()]

uTyv=x

7

* g .
< Ju, e, uTe=a, 7>f(u)-+gr).
D’aprés la proposition 3.0, cela équivaut a

Jueb, dveb, 3seR, J:eR
tels que
T == st t=ry S ) t>g(v).
Comme r appartient, par essence, a R, s ¢=r implique s€ R
et t€R, donc équivaut a s ¢=r. De la sorte (z,r)Eest(fV g)
équivaut a
3 (u, s)€estf, 3 (v, 1) €esly
tels que
(z, r) = (u, $) T (9, 1),
ce qui prouve I'égalité (7.1).
Par ailleurs, les inclusions évidentes
epi fDestf,
epigD est.;:r
impliquent
(T2) epi /T epigDdest /T estg.
Le second membre est, d’aprés ce qui précede, Pensemble est (fV g)
dont la fermeture épigraphe est epi(fV g). Prendre les fermetures -
épigraphes des deux membres de (7.2) donne donc : :

fermeture (epi /T epig) Depi fVg.

11 reste & prouver 'inclusion inverse, ¢’est-a-dire, puisque le second
membre est, par essence, fermé dans D, X Ry,

(7.3) epi /T epigcepi fVg.
Soit donc (z, r) €epif T epig, ¢’est-a-dire

o =t B r—s-+-t,
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avec
s> fi(u); 2ok
Cela implique
r=s4i=f(u) +g(),
donc

=SiSanf [/(1/) ()= (/f:Vg)(2);

uTv=x

" ce qui établit I'inclusion (7.3).
7.c. EPIGRAPHES ET SOUS-ADDITIVITE.

Prorosition. — Une fonction numérique définie sur D est sous-
additive st et seulement si son épigraphe (resp. son épigraphe strict)
est une partie de D XR stable pour Uopération T .

En effet, d’aprés la proposition 6.e, la fonction f est sous-
additive si et seulement si

J=/V/
¢’est-a-dire
(7.4) est foest(fV[),
ou, de fagon équivalente,
[l s epi foepi(/V /).

Par la proposition 7.b, Pinclusion (7.4) s’écrit
est fiD'est fiIT lestf

ce qui est bien la stabilité de est f.
De méme, (7.5) s’écrit

epi /D fermeture (epi f T epif),

mais, comme le premier membre est essentiellement fermé
dans Dy, XR,,, cela équivaut a

epi foepif T epif.
8. DESCRIPTION D’UNE FONCTION NUMBERIQUE
PAR SES TRANCHES.
8.a. GENERALITES.

Norarions. — Soit X un ensemble quelconque et soit [€RY,
On notera [, [, [, [ (tranche inférieure, tranche inféricure stricte,
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tranche supérieure, tranche supérieure stricle) les applications de R
dans Uensemble P (X) des parties de X qui, a chaque rE€R, font
correspondre les ensembles

J2(r) = (weX : f(@) =1},
S =laeX : f(x) <rl,
) = e X () s
o) =lwelXe: iz =

Si Pon préfere, on pourra dive qu’il s’agit la d’applications
multivoques ou « multi-applications » de R dans X.
La donnée d’une quelconque de ces applications détermine f,
puisque
/() =nnf ;/'ER Se f= () = inf {/'ER s we f<(r)
= Sllp{I'ER e ) — sup{ reR: ne =) |
Noter que [ (r) et f=(r) [resp. f~(r) et f=(r)], sont des parties
complémentaires de X; en outre,
== (),
e == e ()

Par ces regles de « dualité » les propriéiés de Lranches supéricures

peuvent &tre ramenées a celles de tranches inféricures.
On voit, d’autre part, que les applications f=, [, =, f~ de R
dans P (X) sont déterminées par leurs restrictions a R, car
i Foo) = X JS(—) =9,

(8.1) e\ o)\ ]G0

reRr rER
(8.2) fel=w) =\ =)/~
r€R r€R

el propri¢tés analogues pour [~ et [~

[l est clair que [~ et [~ sont des applications crotssantes (au sens
non strict) de R, muni de son ordre habituel, dans P (X), ordonné
par inclusion. Mais ce n’est pas la une propriété caractéristique :
on montrera plus précisément qu’'une application I' de R (resp. R)
dans P (X) est de la forme [~ si et seulement si, pour chaque r€R
(1‘csp. reﬁ),
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(rappelons, si 'on veut appliquer cette formule au cas r=- oo,

que lintersection d’une famille vide de parties de X est X).

De méme, I' est de la forme £ si et seulement si, pour chaque r€R
5 2 I

('I.'()SP. I‘Eﬁ), on a
rey = J ro.
T

Toujours a propos des ordres de R et de P(X) notons enfin
que si fet gsont deux fonctions numériques sur X, Pinégalité [ g
équivaut a f=3 ¢~ ou, aussibien a f~D g ouad fSCg ouaf'cg
Plus généralement, (f;),c, étant une famille quelconque de fonc-
Ltions numériqvlws, on trouve

ity =\ 5

i€l

(\l]]) n 1

i€l

et deux relations analogues pour les tranches supéricures.

0] m b}
(‘5.]). ll{AN(llI]‘)S D UNE FONCTION SOUS-ADDITIVE.

Prorosition. — Soit f€R", Uensemble 1) étant muni d’une loi
de composition interne T . La fonction [ est sous-additive si el seule-
ment si [ (/'0.\'/1 [) est une application sur-additive de (R )
dans (D), c’est-a-dire si, quels que soient r et v’ dans R, on a

(8.3) JE - D f£(r) T J
(resp. méme relation pour [). [l suflit d’ailleurs que (8.3) ait liew
pour tout r et tout r' dans R.
lin elfet, supposons [ sous-additive
ZE s )y ()
iz e tels que @ — oyl fly) =r, Tl =7
,.‘3_1', 3.‘)'/ tels que = “'T,",~ /()) i /()) r
=) =Jy T y)=r+r
x € [=(r-r).
Réciproquement, supposons que Pinclusion (8.3) soit vraie pour
tout r et tout r’ dans R. Soient z et 2/ dans D : montrons que
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tout k€R supéricur ou égal & f(z) 4 f(a’) est supérieur ou égal

a f(xT a'). A un tel k le corollaive 3.0 associe r et r’ tels que
GESrR e (e ey )l
Puisque k€R, il en est de méme de r et 7’5 et on a x€f (r),
' €f=(r'), donc, d’aprés 'hypothese faite,
gylreieyf=r) T fe(rCfeln+ 1) =71 ),
ce qui prouve bien que
Ll M) el

Raisonnements semblables pour f~.
8.c. INF-CONVOLUTION ET TRANCHES.

Prorostrion. — Soient [ et g deux fonctions numériques définies
sur Uensemble D, muni d’une lot de composition T . Alors, pour
tout reR,

(8.4) Gver o= s ]

s t=r

L’opération du second membre peut sinterpréter comme
sup-convolution de f~ et g, applications du demi-groupe (R, )
dans le demi-groupe P (D) (ordonné par P'inclusion).

Démonstration :

(fVg) () <r < inf [f(u)-Fg(v)|<r
uTv=x

<~ 9Fueb, veD:uTv=uwx, JCu) g(v)<<r.

D’apres la proposition 3.0, cela équivaut a Pexistence de u€ D,
peD, seR, teR tels que

= stit=r, i dudi<<s; g(v) <,
done a
dseR, AteR: sti=r, z € [<(s) T &<(1),
c¢’est-a-dire

ve \J /<) Tes@).

sd-t=r
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COROLLAIRE :
(8.9) (fVE)S(+0) =f<(+) T g<(+).

Il résulte de la que st E est une partie de D stable pour T, Uen-
semble des fonctions prenant la valeur - hors de E est stable
pour V.

Pour certaines applications, il est wutile d’interpréter cette
remarque comme une propriété d’immersion : Puisque T constitue
une loi de composition interne dans E, on peut parler de I'inf-
convolution de deux fonctions numériques, définies sur E. Or,
a chacune de ces fonctions correspond bijectivement son prolon-
gement & D tout entier, construit avec la valeur 4~ hors de E.
On définit de la sorte un isomorphisme de (R" V) dans (R", V).

8.d. TRANCHES D’UNE FONCTION DECROISSANTE. — On consi-
dére encore Iensemble D muni de la loi de composition T.
Soit PC D, stable pour cette loi de composition; on définit,
comme au paragraphe 6.g, la relation =< par

z=xy & ApeP: y=aTp

(on n’aura pas besoin dans ce qui suit de supposer la loi T asso-
ciative).

Prorosrrion. — Une fonction numérique [ est décroissante
(au sens non strict) pour la relation =3 si et seulement si, pour
tout reR, on a

(8.6) il 09 =W fel 0405 B
(resp. la méme relation pour [<); alors, d’ailleurs, cette inclusion
est yraie pour toul rE€R.

En effet, supposons que (8.6) ait lieu pour tout re&R. Soit
y=a ] p,pEP; pour tout r€R supéricur ou égal & f(@),
on a x€f<(r), donc yef~(r) TP, donc yE[=(r), c’est-a-dire
fly) < r. Cela prouve f(y) = f(w).

Réciproquement supposons que f soit décroissante. Soit reR
et soit yE€f=(r) T P; il existe p€P et z€D tels que f(x) <Zr
et & [ p=y, c’est-a-dire <y, donc f(y) = f(x) = r. Cela prouve
Pinclusion (8.6).

Mémes raisonnements pour f<.
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9. FoNCTIONS NUMERIQUES CONVEXES.

9.a. DerinitioNs. — On considére, dans tout ce qui suit,
un céne convexe C (cf. § 2.a). Une fonction f, définie sur C, a valeurs
dans R sera dite congexe si, pour tout x et tout y dans C, tout «
et tout B dans Jo, 1] tels que a4 3 =1, on a

(9.1) Slaz+By) =af(z)+LS(y).

La fonction sera dite concave si clle vérifiec I'inégalité inverse,
avec | au lieu de |, ce qui revient a dive que la fonction — f est
convexe.

Dans le cas particulier de fonctions prenant leurs valeurs dans
Iensemble |— o0, 4] (resp. [— %, 4+ ]), ou addition ordinaire
est partout définie, on retrouve la notion classique de convexité
des fonctions numériques. Ici, comme en 5.a a propos de la
sous-additivité, il serait équivalent d’écrire le second membre
de (9.1) avec une addition ordinaire, en imposant sculement a la
fonction f de vérifier cette inégalité toutes les fois que ledit second
membre est défini; cela serait beaucoup moins pratique pour la
suite.

ExemprLe. — Une partie A de C est un ensemble convexe st et
seulement si sa fonction indicatrice Y, est une fonction conyexe.

Premiére remarque. — La structure de cone convexe, dont
Pensemble C est supposé muni, est surabondamment riche pour
la définition précédente, puisque 2a -+ By n’est pas une combi-
naison a coeflicients > o arbitraires : ’hypothése « 4 3 =1 fait
de cette combinaison une « moyenne pondérée » ou « barycentre ».
La théorie de la convexité pourrait étre développée a partir d’une
axiomatique plus faible, mais cela ne nous semble pas jusqu’a
présent offrir d’applications notables (¢f. Moreau [3], § 5).

Mieux en harmonie avec la structure de céne convexe est la
notion de sous-linéarité : la fonction f est dite sous-linéaire si,
pour tout @ et tout y dans C, pour tout A et tout p dans Jo, 4 o[,
on a

Sz +py) ZAf(2) +p f())-

Une telle fonction est évidemment convexe; on voit aisément
qu’elle est en outre positivement homogéne (sous-entendu : degré 1),
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c¢’est-a-dire que
T =N )

Deuxiéme remarque. — 11 est clair qu’une fonction numérique
positivement homogéne (de degré 1) est convexe (et alors sous-
linéaire) si et seulement si elle est sous-additive. On peut, si Pon
veut, ramener systématiquement la théorie de la convexité a
celle de la sous-additivité par Dartifice suivant

L’ensemble produit C = CXJo, |} ®[ sera muni d’une loi de
composition interne qui en fait un demi-groupe commutatif :

A

Pour tout couple d’éléments de G, soient (x, &) et (y, 1), on pose
P ) ) G Y, I

5 Eo iy
(@) Ty =),

loi de composition visiblement commutative; on vérifiera qu’elle
est associative.

A toute f€R" on associe son exlension [ définie sur G par

J(z, &) =L /(=)

et on constate que [ est convexe sur (G si et seulement si f est
sous-additive sur C.

Noter d’ailleurs que C se trouve muni lui-méme d’une structure
de cone convexe si, pour tout A€Jo, + %[, on convient desposer

Al )i= (z A

¢

S

Alors, quelle que soit f€R, son extension [Aust positivement
homogéne sur C : sa sous-additivité équivaut donc a la sous-
linéarité.

Troistéme remarque. — La notion de convexité des fonctions
numériques telle que nous la présentons ict dépasse le cadre clas-
sique par le fait que nous acceptons a la fois les valeurs — oo
et o pour ces fonctions. Cela est indispensable pour la simpli-
cité et la généralité des développements ultérieurs : par exemple,
si Pon refusait la valeur éventuelle —oo, il ne serait pas vrai
en général que l'inf-convolution de deux fonctions convexes soit
une fonction convexe, ni 'enveloppe inférieure d’une famille
filtrante décroissante de fonctions convexes.

Il faut constater toutefois que les fonctions convexes prenant
w sont tres spéciales : on déduit immé-

quelque part la valeur
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diatement de I'inégalité (9.1) que s’ existe z,€C tel que
f(zy) = — o, alors sur tout segment de droite d’origine z, il existe
au plus un point ot f prenne une valeur finie; au-dela de ce point,
sur le segment, f prend la valeur 4. Cela implique que, si f
prend quelque part la valeur — o, les points ou elle prend des
valeurs finies sont non tnlernes dans I’ensemble (convexe) [ (-4 ).

9.b. ProprifiTis cENEraLEs. — Les fonctions numériques
convexes possedent diverses propriétés analogues a celles des
fonctions sous-additives. On les établira par des raisonnements
semblables a ceux de la section 5 ou bien encore en se ramenant
explicitement a la sous-additivité, par Partifice présenté en 9.a,
deuxieme remarque.

Sifet g sont deux fonctions numériques convexes sur G, la fonc-
tion f-} g est convexe, mais non, en général, la fonction -t g.
De méme, le produit de f par une constante A€Jo, 4 [ est
convexe. Cela fait de l’ensemble des fonctions numériques
convexes sur C un sous-céne convexe de (RS, =) (cf. § 2.0b).

L’enveloppe supéricure d’une famille quelconque de fonctions
convexes est convexe. Il n’en est pas de méme, en général, pour
Penveloppe inférieure; toutefois DI’enveloppe inférieure d’une
famille filtrante décroissante (en particulier, une suite décroissante)
de fonctions numériques convexes est convexe.

Comme au paragraphe b5.d, on peut considérer les fonctions
définies sur un ensemble produit : C et D étant deux cones convexes,
I’ensemble produit CX D est muni lui-méme d’une structure de
cone convexe si 'on définit la somme de deux éléments (z,y)
et (¢/,y’) de cet ensemble produit comme étant la paire
(x4 2,y +y') et le produit de (z,y) par A€]o, +»[ comme
étant la paire (Az, Ay). On montrera alors que si f: CXD >R
est convexe, 1l en est de méme de sa « silhouette sur C», ¢’est-a-dire
la fonction numérique définie sur C par

x> inf f(z, y).
yE€D

L’ensemble produit CXR est muni de la méme maniére d’une
structure de cone convexe et on constate que la fonction numé-
rique fER' est convexe si et seulement si son épigraphe (resp.
son épigraphe strict) est une partie convexe de CXR.
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En ce qui concerne, enfin, les tranches d’une fonction convexe,
on montrera par des raisonnements semblables a ceux du para-
graphe 8.b, que la fonction f€R® est convewe si et seulement si
quels que soient r et s dans R, quels que soient o et 3 dans Jo, 1]
tels que « 4+ B =1, on a

(9-2) J=(ar+Bs)da f=(r) + B f(5)

(resp. la méme propriété pour ). Alors la propriété est vraie égale-
ment pour lout r et tout s dans R.

En faisant r=s dans (9.2), on trouve que, si f est convexe,
Pensemble f=(r) [resp. l'’ensemble f<(r)] est, pour tout reR,
congexe. Mais ce n’est pas ld une propriété caractéristique des
fonctions convexes; on voit immédiatement que la convexité
de f=(r) [resp. [~(r)] pour tout r€R (ou, simplement, pour
tout r€R) équivaut & la propriété suivante : quels que soient x
et y dans G, quels que soient « et 3 dans Jo, 1] tels que o B =1,
on a

Jlez + By) Zmax{f(2), f(y)].

On dit classiquement, en pareil cas, que la fonction f est quasi-
conyezxe.

9.c. MurriPLICATION A DROITE. — Soit f une fonction numé-
rique définie sur le cone convexe C et soit & € Jo, | »[. On notera fA
la fonction définie sur C par

(f1) () :7\j<%.7,->

(notation de Rockafellar [3]; dans Moreau [1], [2], cette fonction
¢tait notée f*'). Si ' est, dans CXR, Pépigraphe (resp. épigraphe
strict) de f, celui de fA est ’ensemble A F, « homothétique » de I.

La fonction f est positivement homogéne (sous-entendu
de degré 1) si et seulement si, pour tout A € Jo, | o[, on a =7
ce qui revient a dire que son épigraphe (vesp. épigraphe strict)
est une partie conique de C xR,

Evidemment, si p. est un autre réel dans lo, o],

(9.3) () (AR) = (S 2) .



152 J. J. MOREAU.

En considérant comme loi de composition dans C, Vaddition,
on définit I'inf-convolution des fonctions numériques définies sur
le cone convexe. On voit alors (par exemple en considérant les
épigraphes stricts des fonctions en question) que, quelles que
soient f et g dans R% on a
(9-4) (V) V (gd) =(fVg) L

Cela montre que 'ensemble des fonctions numériques positivement
homogénes sur G est stable pour I'inf-convolution.
) I
De plus, si « et {3, dans Jo,I[, sont deux constantes avec

o+ 0B =1, on écrit
() ¥ (B ()= int [af(fu)+ ps(50) |
U-+p=a L2 I g

Or, en faisant u = oz et ¢ =, on obtient justement u 4 ¢ = z;
cela fournit I'inégalité
(9.5) (i) 58] = @ iar P

9.d. INF-CONVOLUTION DE FONCTIONS CONVEXES.

Proposition. — [€R" est conpexe si el seulement si, quels que
soient @ et b dans ]o, 1] lels que o 4~ 3 =1, on a Uinégalité
(9.6) = (fa) N (fB))
ce qui d’ailleurs implique Uégalité
(9-7) S= ) V(B).

En effet, si on note I Iépigraphe strict de f, vu la propo-
sition 7.b, la condition (9.6) s’éerit

F>aF + BF,

ce qui est la convexité de Pensemble F dans CXR.
De plus, en faisant f= g dans (9.5), on obtient, pour toute f€ R¢,
(fe) V(SB) <,
d’ou I’égalité (9.7).
On peut d’ailleurs prendre

A .
A+ [J., = N

(0 ==
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avec A et . quelconques dans Jo, - [, ce qui donne a ’égalité (9.7)
la forme

(9-8) G Q== ) == (Y )

Cororratre. — L’ensemble des fonctions numériques conyexes
sur G est stable pour Uinf-convolution; par cette loi de composition
interne et par la lot externe « multiplication a droite » : (A, f) — [X,
Pensemble en question est muni d’une structure de cone congexe
qu’on notera (ConvC, V).

En effet, comme laddition dans C, Iinf-convolution dans R®
est commutative et associative (¢f. proposition 6.¢). Un calcul
immédiat montre alors que, si f et g vérifient la condition (9.6)
[ou la condition (9.7)], il en est de méme de [V g.

Que V satisfasse, avec la multiplication a droite, les axiomes
des cones convexes, a été constaté en (9.3), (9.4) et (9.8) (cette
derniere égalité seulement supposant la convexité de f).

On pouvait aussi voir qu’en associant a chaque fonction
convexe f son épigraphe strict, lequel est une partie convexe
de CXR, on définit un isomorphisme de I’ensemble convC,
muni des lois V et « multiplication a droite » par A > o, dans
Pensemble des parties convexes du cone convexe CXR, muni
des lois - et « homothétie » de rapport A > o : il est connu que
ce dernier ensemble est un cone convexe.

Remarque. — On peut interpréter 'inégalité (9.5) en disant
que 'application identique est une application convexe du cdne
convexe (ConvC, V) dans le cone convexe ordonné (R“, —I—)
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