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SOUS-DIFFERENTIABILITE 187 

Si cet ensemble n'est pas vi.de, la fonction· h est dite sous-différentiable 
au point x

0
• 

Ces notions tirent une partie de leur intérêt de la remarque tauto
logique suivante: 

La fonction h possède un minimum, atteint au point x0 , si et seulement 
si le sous-différentiel oh(x

0
) contient le zéro de Y. 

2.b. EXEMPLE. Soit A une partie de X; la Jonction numérique tp A déjïnie 
par 

{o sixEA
'PA(x) = +oo si xEj=A

sera appelée fonction indicatrice de l'ensemble A. 
Evidemment, pour tout X

o 
E A l'ensemble ôtpA (x

0
) contient au moins 

le zéro de Y; ce sous-différentiel contiendra un élément non nul y
0 

si 
et seulement si l'ensemble A possède au point i:

0 
un hyperplan fermé 

d'appui et l'équation de cet hyperplan s'écrira 

( x-Xo, Yo) = 0 ·

Par là, l'étude des hyperplans d'appui de A est ramené à la sous
différentiation de la fonction tp 

A
· 

2.c. Inversement, d'ailleurs, on peut associer à toute fonction numé
rique h E RX son épigraphe dans l'espace produit X x R c'est à dire 
l'ensemble 

H = {(x,r) EX x R: h(x) � r}.

Et y0 E Y est sous-gradient de h au point x0 si et seulement si, dans 
l'espace vectoriel topologique X x R, l'hyperplan fermé <c non vertical>> 

r = (x -x0, y0
) + h(x0) 

est hyperplan d'appui de il au point (x
0

, h(x0
)). 

Notons, dans cet ordre d'idées, que h E nx est convexe (resp. semi
continue inférieurement) si et seulement si son épigraphe est un ensemble 
convexe (resp. fermé) dans X x R (sur la notion de convexité pour des 
fonctions prenant la valeur -oo, voir Moreau [33], [34)). 

3. Fonction polaire d'une fonction numerique.

3.a. Soit la fonction affine continue sur X

(3.1) x-->- (x,y)-r 
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4.f. Pour toute fonction numérique h E R,X on a les implications

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

ôh(x
0) =!= @ => h(x

0
) = h**(x0) , 

h(x
0) = h**(x0) => ôh(x0) = ôh**(x0) , 

Yo 
E ôh(x0) => X0 E oh*(Yo) .

Par (4.4) et (4.5), l'étude du sous-différentiel d'une fonction h en un 
point est, dans une large mesure, ramenée à celle du sous-différentiel 
de sa I'-régularisée h**. Cela justifie l'intérêt porté dans la suite aux 
fonctions appartenant à, I'. 

5. Différentiabilité classique et sous-différentiabilité.

5.a. On sait qu'une fonction f Eli.X, finie au point x
0

, est dite dif
férentiable ait sens de Gâteaux (ou faiblement différentiable) s'il existe 
b E Y (évidemment unique) tel que, pour tout u EX la fonction 

(5.1) t--+ f (x0 + tu) 

de la variable réelle t admette pour t = 0 une dérivée égale à 

d 
-f(x0 +tu) 1 1_0 = (u,b).
dt

C'est ce qui a lieu, a fortiori, lorsque, X étant un espace normé, la fonction 
est différentiable au sens de Fréchet. 

On dit usuellement que b est le gradient de f au point X
o
· 

Si, en outre, la fonction f est convexe on voit immédiatement qu'elle 
est, dans cc cM, sous-différentiable, et que son sous-différentiel ôf(x

u
) 

se réduit au simple élément b.

5.b. Réciproquement, la théorie de la sous-différentiabilité permet,
dans certains cas, d'établir la différentiabilité au sens Gâteaux: 

Supposons que la fonction convexe f E R,X soit finie et continue au 
point x0 (pour une topologie localement convexe compatible avec la 
dualité entre X et Y, donc, a fortiori, pour la topologie de Mackey 
,(X, Y) qui est la plus fine de toutes). Alors f est sous-différentiable au 
point x0 (cf. par exemple Minty [24]) et de ce qu'on verra au§ 7 il résulte 
que le sous-différentiel ôf(x

0) est un ensemble (convexe, non vide) 
compact pour la topologie faible a( Y, X). En outre (Moreau [35), [37)), 
pour tout u EX, la fonction considérée en (5.1) possède une dérivée à 
droite de zéro égale a 






















